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Vorrede.

Die Fertigstellung von Band III der gesammelten Werke von

Möbius, bei der mir wieder Herr Dr. Staude in ausgiebiger Weise

behUlflicli gewesen ist, gestaltete sich verliältnissmässig einfach, in-

sofern es sieh in der Hauptsache um einen Abdruck von Möbius'

Lehrhucli der Statik handelte. Wir haben des Weiteren in chrono-

logischer Reihenfolge sechs Abhandlungen verwandten Inhaltes ange-

schlossen, denen man füglich noch folgende zwei hinzurechnen könnte,

die wegen ihrer geometrischen Bedeutung bereits in Band I (p. 489

— 515, bez. p. 515— 570 daselbst) ihre Stelle gefunden haben:

TJeher eine hesondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im

Räume (1S33), und TJeher die Zusammensetzung unendlich kleiner

Drehungen 1838). Die Grundsätze, nach denen wir den Wiederab-

druck gestalteten, sind durchweg dieselben geblieben wie bei Band II.

Insbesondere wurden die Figuren wieder in den laufenden Text gesetzt,

und man wird also die Kupfertafelu. von denen auf den hier wieder-

abgedruckten Titelblättern der beiden Theile des Lehrbuchs der Statik

die Rede ist, vergeblich suchen. Die Jahreszahlen, welche ^^^r den

einzelnen Abhandlungen zugesetzt haben, sind, wie hier ausdrücklich

bemerkt sei, keine eigentlichen Datirungen der Abhandlungen selbst,

sondern beziehen sich auf die Zeitschriftenbände, in denen die betref-

fenden Abhandlungen erschienen sind. Die Ausdrucksweise von

Möbius wurde tiberall möglichst beibehalten , auch wo dieselbe von

der heute üblichen abweicht; beispielsweise bezeichnet Möbius, wie

dies auch schon Herr Baltzcr in den Bemerkungen zu Band I her-
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vorhebt, mit Richtung einer Kraft immer die wohlbestimmte gerade

Linie, nach welcher die Kraft wirkt. Wir haben auf solche Ab-

weichungen weiterhin nicht besonders aufmerksam gemacht, da es

sich immer nur um ganz einfache Dinge handelt, in denen sich jeder

Leser, nachdem einmal auf dieselben ausdrücklich verwiesen ist,

mit Leichtigkeit zurecht finden dürfte.

Leipzig, im Februar 1886.

Felix Klein.
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V <) r r tl e.

Di'ie erste Veranlassung zu einer anhaltenderen Beschäftigunji^

mit der Statik und damit zur Abfassung der vorliegenden Schrift

gab mir das Studium des zwar kleinen, aber gehaltreichen und ele-

gant geschriebenen Werkes von Poinsot über die Statik*). Ich

lernte daraus, wie die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht

zwischen Kräften, welche auf einen frei beweglichen festen Körper

wirken, einfacher, als auf irgend einem anderen der bisher bekann-

ten Wege, mit Hülfe der Theorie der von ihm sogenannten rouples

(Paare von einander gleichen und nach parallelen aber entgegenge-

setzten Richtungen wirkenden Kräften) entwickelt werden können;

und die dem Ende des Werkes beigefügte Abhandlung [Ilemoire sur

kl romposiiioii des 7nomens et des aires) , worin die Theorie dieser

Kräftepaare noch weiter verfolgt wird, und mehrere zum Theil neue

Sätze, die Eigenschaften der Momente von Kräften betreffend, aus

dieser Theorie höchst einfach hergeleitet werden, nahm mein ganzes

Interesse in Anspruch.

Da ich nun bei fortgesetzter Beschäftigung mit diesen Gegen-

ständen mehrere eigene Untersuchungen anstellte und Ansichten ge-

wann, nach denen, Avie es mir schien, die einzelnen Lehren der Sta-

tik theiis vervollständigt, theils auf eine etwas systematischere Weise,

als in den bisherigen Lehrbüchern, geordnet werden könnten, .so

fühlte ich mich bewogen, meine zum Theil schon in Grelle 's mathe-

matischem Journal bekannt gemachten Untersuchungen im Zusam-
menhange zu veröffentlichen und damit ein für sich bestehendes

Lehrbuch der reinen Statik abzufassen, in welchem die Lehren die-

ser Wissenschaft möglichst vollständig und in systematischer Folge

auseinandergesetzt sind.

Die Methode, deren ich mich in diesem Lehrbuche bedient habe,

ist ausschliesslich Aveder die synthetische noch die analytische. Doch
habe ich in der Regel der ersteren den Vorzug gegeben, wenn eine

einfache geometrische Construction zur Führung eines Beweises oder

zur Lösung einer Aufgabe hinreichend war, so wie ich auch nicht

selten die schon durch Analysis gefundenen Sätze diu'ch geometrische

Betrachtungen noch zu erläutern gesucht habe: beides aus dem

*) Elemens de Statique ... par L. Poinsot, 4eme edit., Paris 1S24.

1*



4 Lehrbuch der Statik.

Grunde, woil bei Untersuchungen, welche räumliche Gegenstände

betreffen, die geometrische Betrachtung eine Betrachtung der Sache

an sich selbst und daher tlie natürlichste ist, Avährend bei einer ana-

lytischen Behandlung, so elegant diese auch sein mag, der Gegen-

stand sich hinter fremdartigen Zeichen verbirgt und damit unserem

Auge mehr oder weniger verloren geht.

Ueberhaupt findet zwischen der Statik und der Geometrie ein

sehr inniger Zusammenhang statt, indem nicht allein erstere Wissen-

schaft der Hülfe der letzteren unumgänglich bedarf, sondern weil

auch umgekehrt, gleichsam zum Lohne für die geleistete Hülfe, die

Statik der Geometrie neue Sätze zuführt, Sätze, die nicht selten wie-

derum zum Vortheile der Statik verwendet werden können. Der Be-

lesre hierzu wird man nicht wenioe in diesem Buche finden. Zu-

weilen haben Statik und Geometrie sogar einen gemeinschaftlichen

Zweck und Aveichen nur in Hinsicht der zu diesem Zwecke führen-

den Mittel von einander ab. Ein Beispiel hierzu ist die Untersuchung,

in wie viel Puncten zwei oder mehrere Körper einander berühren

müssen, wenn ihre gegenseitige Lage unveränderlich sein soll. Denn
diese und ähnliche Untersuchungen können eben sowohl mit Hülfe

statischer Principien, als rein geometrisch angestellt werden. Möge
es daher dem Leser nicht unangenehm auffallen, wenn er hier in

Fällen, wo eine Reihe geometrischer Sätze mir entweder an sich

merkwürdig oder wegen ihres Einflusses auf andere Untersuchungen

der Beachtung werth schien, von dem Gebiete der Statik auf das der

reinen Geometrie geführt wird.

Das Werk zerfällt in zwei Theile, von denen der erste das Gleich-

gewicht an einem einzigen Körper, der zweite das Gleichgewicht an

mehreren mit einander verbundenen Körpern behandelt. Jedem der

beiden Theile ist eine Anzeige des Inhalts vorangesetzt, Avoraus die

Aufeinanderfolge der behandelten Gegenstände zur Genüge erkannt

werden kann. Es dürfte aber nicht überflüssig sein, hier Einiges über

ihren gegenseitigen Zusammenhang noch vorauszuschicken , wobei

sich zugleich Gelegenheit zu einigen Bemerkungen finden wird, für

welche im Buche selbst kein passender Ort war.

Die ersten Elemente habe ich eben so, wie Poinsot, durch die

schon erwähnte Theorie der Kräftepaare zu vereinfachen gesucht.

Doch bin ich hierin einen Schritt weiter gegangen. Poinsot näm-
lich trägt diese Theorie erst dann vor, nachdem er parallele Kräfte

und auf einen Punkt wirkende Kräfte zusammenzusetzen gelehrt hat.

Dagegen folgt hier die Theorie der Paare unmittelbar auf die allge-

meinsten Sätze vom Gleichgewichte, und dann erst die Theorie von

der Zusammensetzung von Kräften, welche nicht Paare bilden. Denn
nicht nur lässt sich die letztere Theorie, nachdem die erstere voraus-



Vorrede. 5

gegangen, ungleich einfacher, als olnicdcm, entwickeln, sondern es

ist auch, Avie man sich überzeugen wird, die erstere Theorie ganz

unabhängig von der letzteren darstellbar.

Bereits in einem in Cr eile's mathematischem Journal befind-

lichen Aufsatze*) habe ich gezeigt, wie die Theorie der Paare selbst-

ständig entwickelt und aus ihr ohne weiteres die sechs Bedingungs-

gleichungen für das Gleichgewicht zwischen Kräften, die nach be-

liebigen Richtungen im Räume auf einen frei beweglichen Körper

wirken, hergeleitet werden können, woraus sich zuletzt die drei Be-

dingungsgleichungen für das Gleichgewicht zwischen Kräften in einer

Ebene, als für einen speciellen Fall, ergeben. Wiewohl nun die

grosse Kürze dieses Weges ilim zur Empfehlung gereichen möchte,

so dürfte doch der unmittelbare Fortgang zu dem allgemeinsten Falle

Manchem für das erste Studium zu überraschend scheinen, und ich

habe es daher im Gegenwärtigen vorgezogen, die auf dieselbe Weise

behandelte Theorie des Gleichgewichtes in einer Ebene vorauszu-

schicken und dadurch den Leser zum Verständniss der Theorie des

Gleichgewichtes im Räume vorzubereiten.

Die im 6. Kapitel des ersten Theils folgende weitere Ausführung

der Theorie der Momente beschäftigt sich mit der Beantwortung der

zwei Fragen: erstens, nach welchen Gesetzen das Moment eines Sy-

stems von Kräften im Räume, welche nicht im Gleichgewichte sind,

von einer Axe zur anderen, auf welche das Moment bezogen wird,

veränderlich ist; und zweitens, unter welchen Bedingungen und auf

welche Weise aus den Momenten des Systems für eine Anzahl von

Axen die Momente für noch andere Axen gefunden werden können.

Die Untersuchungen, zu welchen die erste dieser Fragen veranlasst,

sind — die Darstellung der Momente durch Kugelschnen, den darauf

gegründeten Beweis für das Parallelogramm der Kräfte und die Theorie

der Nullebenen und Nullpuncte ausgenommen — schon von Poin-
sot und Anderen geführt worden. Die zweite Frage habe ich in

grösster Allgemeinheit zu beantworten gesucht und Resultate erhalten,

von denen bisher nur einige specielle Fälle bekannt waren.

In den noch übrigen Kapiteln des ersten Theils wird angenom-

men, dass ein frei beweglicher Körper, auf welchen Kräfte wirken,

auf irgend eine Weise aus seiner Lage verrückt wird, während die

Kräfte auf ihre Angriffspuncte mit unveränderlicher Stärke und paral-

lel mit ihren anfänglichen Richtungen zu wirken fortfahren, und es

wird nun untersucht, wie durch diese Lageänderung des Körpers die

Wirkung der Kräfte geändert wird. Der einfachste hierbei mögliche

*) Entwickeluug der Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen Kräften, die

auf einen freien festen Körper -wirken, Crellc's Journal, Bd. 7, p. 205—216. Im
vorliegenden Bande weiter unten wieder ab2;edruckt.^
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Fall ist iler, Avonn die Kräfte parallele Eichtungeii haben und auf

eine einzelne Kraft zurückgeführt werden können. Denn alsdann

bleiben sie auch bei jeder Verrückung des Körpers auf eine einzelne

Kraft reducirbar, und diese Kraft trifft immer auf einen Punct, wel-

cher gegen die Angriffspuncte der ersteren Kräfte eine unveränder-

liche Lage hat und unter dem Namen des Mittelpunctes paralleler

Kräfte bekannt ist. Aehnliche Untersuchungen habe ich hier auch

in liezug auf Systeme nicht paralleler Kräfte angestellt und glaube,

dass die gewonnenen Resultate nicht bloss ihrer Neuheit willen*),

sondern auch Avegen ihrer verhältnissmässigen Einfachheit und weil

sie zu vielleicht noch fruchtreicheren Forschungen über diesen Gegen-

stand Veranlassung geben können, der Beachtung nicht unwerth sind.

Genau mit diesen Untersuchungen hängt die Lehre von der

Sicherheit des GleichgcAvichtes zusammen. Denn halten sich die Kräfte

anfänglich das Gleichgewicht, so wird dasselbe bei einer auch noch

so geringen Lageänderung des Körpers im Allgemeinen aufgehoben,

und jenachdem die Kräfte den Körper in die anfängliche Lage zu-

rückzubringen oder noch weiter davon zu entfernen suchen, wird das

GleichgcAA-icht sicher oder unsicher genannt. Ich habe daher nicht

angestanden, auch die Lehre von der Sicherheit, so weit es ohne Ein-

mischung der Dynamik geschehen konnte, hier vorzutragen und, unter-

stützt durch die vorhergehenden Ergebnisse , die Function zu ent-

wickeln, aus deren Vorzeichen erkannt wird, ob ein gegebenes Gleich-

gewicht sicher oder unsicher ist. Die Umständlichkeit, mit welcher

ich diesen Gegenstand behandelt habe, dürfte dadurch, dass unge-

achtet der elementaren Behandlung, deren er fähig ist, sich über ihn

in den bisherigen Lehrbüchern der Statik nur weniges oder nichts

vorfindet, hinlänglich gerechtfertigt werden.

Zwischen dem Zustande des Gleichgewichtes in Bezug auf Sicher-

heit und den Eigenschaften des grössten oder kleinsten Werthes einer

veränderlichen Grösse findet eine grosse Aehnlichkeit statt. Dies

leitet auf die Vermuthung, dass es eine Function der die Kräfte und

deren Angriffspuncte bestimmenden Grössen gebe. Avelche beim Gleich-

*) Neu bis auf die erst kürzlich von Min ding über denselben Gegenstand,

jedoch auf eine von der meinigen ganz verschiedene Weise angestellten und mit

zum Theil merk^vürdigen Ergebnissen begleiteten Untersuchungen: Untersuchung

betreffend die Frage nach einem Mittelpuncte nicht paralleler Kräfte, Grelle 's

Journal, Bd. 14, p. 289; Ueber den Ort sämmtlicher Kesultanten eines der Drehung

unterworfenen Systems von Kräften, Bd. 15, p. 27; Einige Sätze über die Verände-

rungen, -welche ein System von Kräften durch Drehung derselben erleidet, Bd. 15,

p. 31.3. Eine Uebersicht der von mir gefundenen und in gegen-wärtiger Schrift dar-

gelegten Resultate siehe in der Abhandlung : Ueber den !Mittelpunct nicht paralleler

Kräfte, Grell e's Journal, Bd. 16, p. 1. (Letztere Abhandlung ist im vorliegenden

Bande -weiter unten wieder abgedruckt.)
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gewichte ein Maximum oder ein Minimum ist. Die Entwickelung

(lieser Function, deren zweites Differential die Merkmale für die

Sicherheit oder Unsicherheit abgibt, ist in dem letzten Kajjitel des

ersten Theiles enthalten. Das erste Differential derselben Function

muss zu Folge der Natur der Grössten und Kleinsten Null sein, Avel-

ches zu dem in diesem Kapitel gleichfalls behandelten Princip der

virtuellen Geschwindigkeiten führt. Die Herleitung einer noch an-

deren Function, die beim Gleichgewichte ebenfalls ein Maximum oder

ein Minimum ist, und die für den Fall, dass die Kräfte durch un-

endlich kleine Linien ausgedrückt werden, bereits von Gauss auf-

gestellt worden*), macht den Beschluss des ersten Theils.

Im zweiten Theile wird das GleichgcAvicht an mehreren mit ein-

ander verbundenen Körpern betrachtet. Hier suchte ich zuerst mit

möglichster Schärfe und Allgemeinheit die Bedingungen eines solchen

Gleichgewichtes zu entwickeln. Ich glaubte in dieser Hinsicht etwas

ausführlicher sein zu müssen, da in den mir Avenigstens bekannt ge-

wordenen Lehrbüchern der Statik nur einzelne Beispiele vom Gleich-

gewichte an verbundenen Körpern , oder höchstens eine Angabe der

allgemeinen Bedingungen für dasselbe, kein strenger Beweis dieser

Bedingungen, anzutreffen sind. Ohne mich über den Gang, den ich

dabei genommen, hier Aveiter zu verbreiten, bemerke ich nur. dass

ich hierher auch das Gleichgewicht an einem einzigen an seiner Be-

w-egung zum Theil gehinderten Körper gerechnet habe, indem ein

solcher Körper als ein mit einem zweiten ganz unbeweglichen in Ver-

bindung stehender betrachtet werden kann. — Auf das Gleichgewicht

an mehreren mit einander verbundenen Körpern musste jetzt auch

das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten ausgedehnt werden, da

es im Vorigen nur für einen einzigen frei beweglichen Körper be-

wiesen "worden war, und ich hoffe, dass der hier gegebene allgemeine

Beweis dieses Princips sowohl hinsichtlich seiner Einfachheit, als

seiner Strenge, befriedigen wird.

Unter den mancherlei Verbindungsarten zweier oder mehrerer

Körper verdienen diejenigen eine besondere Berücksichtigung, bei

welchen die Körper in so vielen Puncten verbunden sind, das-;, wenn
auch jeder Körper an sich frei beweglich ist, doch keine gegenseitige

Beweglichkeit stattfindet, und dass folglich, wenn einer von ihnen

unbeweglich gemacht wird, das ganze System unbeweglich wird. Die

Bedingungen dieser Unbeweglichkeit werden im 4. Kapitel statisch

bestimmt; es werden nämlich die Fälle untersucht, in welchen, was

auch für Kräfte an den Körpern angebracht werden, doch keine Be-

dingungen für das Gleichgewicht hervorgehen.

Wenn aber auch die Lage von Körpern oder der Theile einer

*, Vergl. unten das Citnt zu §. 185.
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Fi^ur unveränderlich ist, so lassen sich doch immer specielle Be-

dinsjuno-en für das Verhalten der Theile zu einander ausfindig machen,

unter denen die Unbeweglichkeit in eine unendlich kleine Beweg-

lichkeit übergeht. Wie diese Bedingungen statisch gefunden werden

können, und vrie damit zugleich Maxima und Minima der Figur be-

stimmt werden, dies habe ich im 5. Kapitel gezeigt und die dazu an-

gegebene Methode durch mehrere Beispiele erläutert. Irre ich mich

nicht, so ist diese Methode noch einer grösseren Ausbildung fähig und

vveo-en ihres Nutzens für die Geometrie dieser Ausbildung nicht unwerth.

Die einfachste Art, auf welche mehrere Körper mit einander

verbunden sein können, besteht darin, dass keiner mit mehr als zwei

der übrigen verbunden ist. Ein solches System wird im Allgemeinen

eine Kette genannt, und, wenn die Körper unendlich klein sind, ein

Faden. Die Lehre vom Gleichgewichte an Fäden Avird im G., 7. und

S. Kapitel behandelt. Nachdem in dem G. die Theorie des Gleich-

o-ewichtes an einem vollkommen biegsamen Faden auseinandergesetzt

worden, wird im 7. auf die, wie es scheint, noch nicht beachtete voll-

kommene Analogie aufmerksam gemacht, die zwischen dem Gleich-

gewichte an einem solchen Faden und der Bewegung eines materiellen

Punctes stattfindet, und wonach jedes FadengleichgeAvicht als das

Abbild der BeAvegung eines Punctes, und umgekehrt, angesehen wer-

den kann, und jedem Satze in der Theorie des einen ein Satz in der

Theorie des anderen entspricht. Insbesondere habe ich hiernach das

Princip der Flächen, das Princip der lebendigen Kräfte und das Prin-

cip der kleinsten Wirkung, insofern diese Sätze die Bewegung nur

eines Punctes betrefi'en, aus der Dynamik auf das Fadengleichge^Aicht

übergetragen und damit drei entsprechende Sätze erhalten, von denen

der dritte neu und merkwürdig zugleich sein dürfte.

In Betreff des 8. und letzten Kapitels, -svelches das Gleichgewicht

an elastischen Fäden untersucht, werde noch bemerkt, dass die der

Natur der Sache sehr angemessene Eintheilung elastischer Fäden in

elastisch dehnbare, biegsame und drehbare aus einer Abhandlung von

Binet über diesen Gegenstand*) entlehnt worden, und dass, obschon

zwischen dem Gleichgewichte an einem elastischen Faden und der

Bewegung eines Punctes keine Analogie herrscht, es mir doch ge-

lungen ist, in Bezug auf das Gleichgewicht an einem elastisch bieg-

samen Faden Sätze aufzufinden, welche dem zweiten und dritten der

eben gedachten drei Sätze rücksichtlich des Gleichgewichtes an einem

vollkommen biegsamen Faden und damit dem Princip der lebendigen

Kräfte und dem Princip der kleinsten Wirkung entsprechen.

*j Binet, Memoire sur l'expression analytique de l'elasticite et de la raideur

des courbes a double courbure, Journal de l'ecole polytechnique, tome X, p. 418.
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einen einzigen festen Körper Avirken.

Erstes Kapitel.

Allgemeine Sätze vom Gleichgewichte.
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kommt ihr Angriffspunct, ihre Richtung und ihre Intensität oder Stärke

in Betracht. — §. 4. Grundsätze. — §. 5. Unmittelbare Folgerungen aus

denselben. — §. 6. Begriff gleichwirkender Systeme von Kräften; Eigen-

schaften derselben. — §, 7. Begriff der Resultante eines Systems von Kräf-

ten ; Eigenschaften der Resultante. — §. 8. Die Statik lässt sich als die

Wissenschaft der Bedingungen betrachten, unter welchen zwei Systeme

von Kräften gleiche "Wirkung haben; hieraus fliessende Beziehung der

Statik zur Dynamik. — §§. 9. 10. Von der Resultante von Kräften, die

auf einen und denselben Punct wirken. — §.11- Bestimmung des Ver-

hältnisses zwischen den Intensitäten zweier Kräfte. — §.12. Wie Kräfte

durch Zahlen und Linien ausgedrückt werden können. — §.13. Bestim-

mung der Resultante von Kräften, welche auf einen und denselben Punct

nach Richtungen wirken, die in eine und dieselbe Gerade fallen. — §. 14.

Eine Kraft kann ohne Aenderung ihrer Wirkung auf jeden Punct ihrer

Richtung verlegt werden. Bedingung des Gleichgewichtes zwischen Kräf-

ten, die in einer und derselben Geraden wirken.

Zweites Kapitel.

Vom GleichgeAvichte zwischen Kräftepaaren in einer Ebene.

§. 15. Gleichgewicht zwischen vier einander gleichen Kräften, deren

Richtungen einen Rhombus bilden. — §.16. Erklärung eines Kräftepaares,

seiner Breite und seines Sinnes. — §. 17. Ein Paar kann in seiner Ebene,

ohne Aenderung seiner Wirkung, wohin man will, verlegt werden. — §. 18.

Mit einem Paare kann eine einfache Kraft nicht im Gleichgewichte sein.

— §.19. Zusammensetzung mehrerer Paare in einer Ebene, die einander

gleiche Kräfte, oder einander gleiche Breiten haben, zu einem einzigen

Paare. — §§. 20. 21. Zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn haben,

und deren Kräfte sich umgekehrt, wie ihre Breiten verhalten, sind gleich-
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wirkend. — §. 22. Zusammensetzung mehrerer beliebiger Paare in einer
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Gleichgewichtes zwischen zwei oder mehreren Paaren in einer Ebene.

Anwendung der Theorie der Paare auf das Gleichgewicht
zwischen drei Kräften in einer Ebene. §§. 24. 25. Bedingungen,

unter denen zwischen drei einander parallelen Kräften in einer Ebene

Gleichgewicht stattfindet. — §. 26. Zusammensetzung zweier paralleler

Kräfte ; Zerlegung einer Kraft in zwei mit ihr parallele. — §. 27. Zu-

sammensetzung zweier nicht paralleler Kräfte in einer Ebene; das Paral-

lelogramm der Kräfte. — § 28. Das Dreieck der Kräfte.

Gleichgewicht zwischen vier Kräften in einer Ebene. §. 29.

Darstellung der Bedingungen dieses Gleichgewichtes durch zwei Vierecke,

von denen das eine die Richtungen, das andere die Intensitäten der Kräfte

bestimmt.

Drittes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwischen Kräften in einer Ebene überhaupt.

§. 30. Erklärung des Moments einer Kraft in Beziehung auf einen

Punct. — §. 31. Erklärung des Moments eines Systems von Kräften in

Beziehung auf einen Punct. Das Moment zweier Kräfte, welche ein Paar

bilden, ist für alle Puncte der Ebene des Paares von gleicher Grösse. —
§. 32. Ein System von Kräften in einer Ebene ist entweder im Gleichge-

wichte, oder auf ein Paar, oder auf eine einfache Kraft reducirbar. —
§. 33. Die Bedingungen, unter denen diese drei Fälle einzeln stattfinden,

durch Relationen zwischen Momenten des Systems ausgedrückt. — §. 34.

Anwendung hiervon auf das Parallelogramm der Kräfte. Wie mit der

Bezeichnung eines Dreiecks durch drei an die Ecken gesetzte Buchstaben

zugleich der positive oder negative Werth des Dreiecks ausgedrückt wer-

den kann. — §. 35. Ausdruck des Inhalts eines Dreiecks durch die Coor-

dinaten seiner Ecken. — §. 36. Bestimmung einer in einer Ebene wirken-

den Kraft durch die Coordinaten irgend eines Punctes ihrer Richtung und

durch die Projectionen der Kraft auf die zwei Coordinatenaxen. — §. 37.

Analytischer Ausdruck für das Moment eines Systems von Kräften in einer

Ebene, in Bezug auf einen beliebigen Punct der Ebene. — §. 38. Die Be-

dingungsgleichungen für das Gleichgewicht des Systems. — §. 39. Die Be-

dingungsgleichungen, wenn das System sich auf ein Paar reducirt; "Werth

des Moments des resultirenden Paares. — §. 40. Im Allgemeinen reducirt

sich das System auf eine einfache Kraft; Bestimmung der Grösse und
Richtung dieser Kraft. — §§. 41. 42. Untersuchung der speciellen Fälle,

wenn die Richtungen der Kräfte des Systems sich in einem Puncte schnei-

den, und — §. 43. wenn sie einander parallel sind.

Geometrische Folgerungen. §. 44. Eigenschaften der Summe
von Dreiecken in einer Ebene, welche unveränderliche Grundlinien und
eine gemeinschaftliche aber veränderliche Spitze haben. — §. 45. Lehn-

sätze, die Flächen ebener Vielecke betreffend. — §. 46. Geometrischer Be-

weis des Satzes in §. 44. — §. 47. Folgerungen aus diesem Beweise für die

Statik. Erläuterungen statischer Sätze durch Geometrie. — §. 48. Aus
den Momenten eines Systems von Kräften in Bezug auf drei Puncte der

Ebene das Moment für irgend einen vierten Punct der Ebene und die
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Resultante des Systems zu finden. — §.49, Hieraus fliessende geometrische
Relationen.

Viertes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwischen Kräftepaaren im Räume.

§. 50. Ein Paar kann nicht nur in seiner Ebene, sondern auch in jeder
damit parallelen Ebene, wohin man will, verlegt werden. — §. 51. Zusam-
mensetzung zweier Paare, welche nicht in einer Ebene oder in zwei pa-

rallelen Ebenen liegen, zu einem dritten. — §. 52. Wenn drei oder mehrere
Paare im Räume sich das Gleichgewicht halten, und ihre Ebenen sich in

einem Puncte schneiden, so ist die algebraische Summe der Pyramiden,

welche die durch die Paare bestimmten Parallelogramme zu Grundflächen

und irgend einen Punct des Raumes zur gemeinschaftlichen Spitze haben,

gleich Null. — §. 53. Die Zusammensetzung von Paaren im Räume lässt

sich auf die Zusammensetzung einfacher Kräfte zurückführen, die sich in

einem Puncte treS"en, auf den Ebenen der Paare normal stehen und den
Momenten der Paare proportional sind. — §. 54. Zusammensetzung von
Paaren im Räume durch Projection derselben auf drei sich in einem Puncte
schneidende Ebenen. — §. 55. Ein System von Kräften, welche durch die

Seiten eines Polygons dargestellt werden, ist mit einem Paare gleichwir-

kend. Ein System von Paaren, aveiche durch die Flächen eines Polveders

dargestellt werden, ist im Gleichgewichte. Hauptebene eines Systems von
Paaren. Eigenschaften derselben. — §.56. Die Eigenschaften der Haupt-
ebene rein geometrisch ausgedrückt.

Fünftes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwischen Kräften im Räume überhaupt.

§. 57. Zwei Kräfte, deren Richtungen nicht in einer Ebene liegen,

sind nicht auf eine einzige Kraft reducirbar. Ein System von Kräften im
Räume ist entweder im Gleichgewichte, oder lässt sich auf ein Paar, oder
auf eine einzelne, oder auf zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte
zui-ückbringen. — §. 58. Beim Gleichgewichte zwischen Kräften im Räume
ist die algebraische Summe der Pyramiden, welche irgend eine Gerade zur

gemeinschaftlichen Kante und die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten
haben, gleich Null. — §. 59. Erklärung des Moments einer Kraft und des

Moments eines Systems von Kräften in Bezug auf eine Axe. Ist das System

im Gleichgewichte, so ist sein Moment in Bezug auf jede Axe Null. —
§,60. Beweis des umgekehrten Satzes. — §.61. Aus den Sätzen der §§.

59. 60 lassen sich rückwärts die entsprechenden Sätze für Systeme von
Kräften in einer Ebene und in einer geraden Linie herleiten. — §. 62.

Analytische Bestimmung einer Kraft im Räume durch ihre Projectionen

auf drei coordinirte Axen und durch die Coordinaten eines Punctes ihrer

Richtung. — §. 63. Lehnsätze, den Inhalt einer Pyramide und dessen Vor- "

zeichen betreffend. — §. 64. Den Inhalt einer Pyramide durch die Coor-

dinaten ihrer Ecken auszudrücken. — §.65. Analytischer Ausdruck des

Moments eines Systems von Kräften im Räume. — §. 66. Durch Null-

setzung dieses Ausdrucks ergeben sich unmittelbar die Bedingungsglei-

chungen für das Gleichgewicht des Systems. — §. 67. Andere Herleitung

dieser Gleichungen. Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes, wenn
die Richtungen der Kräfte sich in einem Puncte begegnen. — §. 68. Ist

ein System von Kräften im Räume im Gleichgewichte, so ist es auch die
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Projection des Systems auf eine beliebig gelegte Ebene oder gerade Linie.

— §. 69. Analj-tische Bestimmung der zwei Kräfte, auf welche sich ein

System von Kräften im Räume im Allgemeinen reduciren lässt. Merk-

würdige Beziehungen zwischen den Richtungen der beiden Kräfte. — §. 70.

Untersuchung des Falles, wenn die zwei Kräfte ein Paar bilden. — §§. 71.

72. Entwickelung der Bedingungsgleichung, bei welcher das System auf eine

einzige Kraft reducirbar ist. MerkAvürdiger von Chasles entdeckter Satz.

A'cm Gleichgewichte zwischen parallelen Kräften im Räume.

§. 73. Ein System paralleler Kräfte reducirt sich entweder auf eine ein-

fache Kraft, oder auf ein Paar, oder ist im Gleichgewichte. Analytische

Betrachtung dieser Fälle.

Sechstes Kapitel.

Weitere Ausführung der Theorie der Momente.

§. 74. Gegenstand der folgenden Untersuchungen.

Relationen zwischen Momenten, deren Axen sich in einem
Puncte schneiden. §. 75. Jedes dieser Momente ist dem Sinus des

"Winkels proportional, der von der Axe mit einer dem Puncte zugehörigen

Ebene gebildet wird; oder, was dasselbe ist: — §. 76. Durch jeden Punct

lässt sich eine Kugelfläche beschreiben, so, dass das Moment jeder durch

den Punct gehenden Axe dem von dieser Kugelfläche abgeschnittenen

Theile der Axe proportional ist. — §. 77. Begrifl' der Linie des grössten

Moments. — §. 78. Eigenschaft dieser Linie. — §. 79. Hieraus folgende

Zusammensetzung von Kugeln und Kreisen, analog der Zusammensetzung

von Kräften. — §. SO, Neuer darauf gegründeter BcAveis für das Parallelo-

gramm der Kräfte.

Von den Axen der grössten Momente. §.81. Vorläufige Be-

trachtungen. — §. 82. Entwickelung der Gesetze, nach welchen die Linie

des grössten Moments vom einem Puncte des Raumes zum anderen veränder-

lich ist. Hauptlinie eines Systems. — §. 83. Die Gleichungen für die Haupt-

linie und den Werth des kleinsten unter den grössten Momenten zu finden.

Von den Axen, deren Momente Null sind. §. 84. Alle durch

einen Punct gehende Axen, für welche das Moment des Systems Null ist,

liegen in einer Ebene: Nullebene des Punctes; und alle in einer Ebene

liegende Axen, für welche das Moment Null ist, schneiden sich in einem

Puncte : Nullpunct der Ebene. Folgerung dieses Satzes aus §. 82. — §. 85.

Einfacherer Beweis dieses Satzes, nachdem vorher durch elementare Be-

trachtungen gezeigt worden, dass in Bezug auf ein System von Kräften

jedem Puncte eine durch ihn gehende Ebene und jeder Ebene ein in ihr

liegender Punct entspricht etc. — §§. 86. 87. Weitere Entwickelung der

Gesetze dieser Reciprocität zwischen Puncten und Ebenen. — §-88. An-

wendung der vorhergehenden Theorie auf um und in einander beschriebene

Polyeder. Ein und dasselbe Polyeder kann zugleich um und in ein ande-

res beschrieben sein.

Relationen zwischen Momenten, deren Axen beliebige
Richtungen haben. §. 89. Aus den Momenten für drei Axen, welche

sich in einem Puncte schneiden, das Moment für jede vierte denselben

Punct trefi'ende Axe zu finden. Lösung dieser Aufgabe durch Construction.

— §. 90. Lösung durch Rechnung für den Fall, Avenn die drei x\xen, für

welche die Momente gegeben sind, rechte "Winkel mit einander machen. —
§§. 91. 92. Gleichung zwischen den vier Momenten für beliebige "Winkel
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zwischen den Axen derselben. — §. 93. Gleichung zwischen den Momenten
eines Systems, die sich auf beliebige Axen beziehen ; nur müssen die Axen
eine solche Lage gegen einander haben, dass sich Kräfte angeben lassen,

welche, nach den Richtungen der Axen wirkend, sich das Gleichgewicht
halten. — §. 94. Beispiele. — §. 95. Verhalten zwischen den Momenten für

Axen, die in einer Ebene liegen, und für Axen, die einander parallel sind.

— §. 96. Verschiedene Methoden, aus den Momenten dreier in einer Ebene
liegender Axen das Moment für jede vierte Axe der Ebene zu finden.

§. 97. Je nachdem sich für die Richtungen gegebener Axen Kräfte, die im
Gleichgewichte mit einander sind, angeben lassen oder nicht, findet auch
zwischen den Momenten eines Systems in Bezug auf diese Axen Abhängig-
keit oder keine statt. Gesetz dieser Abhängigkeit. — §. 98. Entwickelung
der Aufgaben: zu 3, 4, 5 gegebenen Richtungen resp. eine 4., 5., G. zu

finden, welche resp. 1, 2, 3 andere gegebene Gerade schneidet, dergestalt,

dass sich Kräfte angeben lassen, welche, nach diesen 4, 5, 6 Richtungen
wirkend, sich das Gleichgewicht halten. Zu 7 gegebenen Richtungen las-

sen sich im Allgemeinen immer sich das Gleichgewicht haltende Kräfte

finden. — §. 99. Bemerkungen zu diesen Aufgaben. Von vier sich das

Gleichgewicht haltenden Kräften müssen die Richtungen, wenn sie nicht

in einer Ebene enthalten sind, eine hyperboloidische Lage gegen einander

haben. — §. 100. Aus dem Vorigen fliessende Bedingungen für die gegen-
seitige Lage von 2, 3, 4, 5, 6 Axen, wenn zwischen den auf sie bezogenen
Momenten eines Systems eine Relation stattfinden soll. — §. 101. Zusätze.

Ein System ist im Gleichgewichte, wenn seine Momente in Bezug auf

sechs von einander unabhängige Axen einzeln Null sind. — §§. 102. 103.

Noch ein anderes Verfahren, die Bedingungen für die gegenseitige Lage
der Richtungen von 4, 5 oder 6 sich das Gleichgewicht halten sollenden

Kräften und die Verhältnisse zwischen diesen Kräften zu finden. Erläute-

rung dieses Verfahrens an einem Systeme von 4 Kräften.

Siebentes Kapitel.

Von den Mittelpuncten der Kräfte.

§. 104. Allgemeiner Begrifl' des Mittelpunctes von Kräften.

I. Von dem Mittelpuncte paralleler Kräfte. §. 105. Jedes

System paralleler Kräfte, welche eine einfache Resultante haben, hat einen

Mittelpunct. Bestimmung desselben durch Construction. — §. 106. Lage
des Mittelpunctes von 2, 3, 4 parallelen Kräften gegen die Angrifi'spuncte

derselben. — §. 107. Betrachtung der Fälle, wenn das System ein Paar zur

Resultante hat, oder im Gleichgewichte ist. — §. 108. Analytische Be-

stimmung des Mittelpunctes. — §. 109. Folgerungen.

Vom Schwerpunkte. §. 110. Erklärung von Schwerpunct, Schwer-

kraft, Gewicht, Masse, Dichtigkeit. — §. 111. Allgemeine Ausdrücke für

die Coordinaten des Schwerpunctes eines Körpers, einer Fläche und einer

Linie. — §. 112. Elementare Bestimmung des Schwerpunctes einer geraden

Linie, eines Parallelogramms, eines Parallelepipedums , eines Dreiecks,

eines dreiseitigen Prisma und einer dreiseitigen Pyramide mit Hülfe des

Archimedischen Grundsatzes , dass ähnliche Figuren ähnlich liegende

Schwerpuncte haben. — §. 113. Bestimmung des Schwerpunctes eines ebe-

nen Vierecks; merkwürdige Eigenschaften desselben.

II. Von dem Mittelpuncte nicht paralleler in einer Ebene
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Avirkender Kräfte. §. 114. Es wird hierbei vorausgesetzt, dass bei der

Verrückung des Körpers die Ebene der Kräfte nur in sich selbst gedreht

oder verschoben wird. — §. 115. Jedes System von Kräften in einer Ebene,

vrelches auf eine Kraft reducirbar ist, hat einen Mittelpunct. Bestimmung

desselben durch Constraction. — §§. 116. 117. Die Ordnung, in welcher

man bei dieser Construction die Kräfte nach und nach in Betracht zieht,

ist willkürlich; hieraus entspringende geometrische Sätze, an ein Viereck,

beschriebene Kreise betreffend. — §§. 118. 119. Verallgemeinerung dieser

Sätze durch Betrachtung eines Systems von Puncten und eines Systems

ihnen entsprechender Kreise. — §§. 120. 121. Noch eine Methode, den

Mittelpunct durch Construction zu finden ; neue daraus abgeleitete geome-

trische Sätze. — §§. 122— 125. Analytische Bestimmung der Art, auf welche

sich die Wirkung eines in einer Ebene enthaltenen Systems von Kräften

ändert, wenn die Ebene in sich selbst gedreht wird. Werthe der Coordi-

naten des Mittelpunctes.

Achtes Kapitel.

Von den Axen des Gleichgewichtes.

§. 126. Zweck der nächstfolgenden Untersuchungen. — §. 127. Die

Bedingungsgleichungen, bei denen zwischen Kräften, die, auf einen Kör-

per nach beliebigen Eichtungen wirkend, sich das Gleichgewicht halten,

auch dann noch Gleichgewicht besteht, wenn die Lage des Körpers ge-

ändert wird, und die Kräfte auf die anfänglichen Angrifispuncte parallel

mit ihren anfänglichen Richtungen zu wirken fortfahren. — §§. 128. 129.

Geometrische Bedeutung der eingeführten Hülfsgrössen. — §§. 130. 131.

Entwickelung des Begriffs einer Axe des Gleichgewichtes, als einer Axe
von der Eigenschaft, dass, wenn der Körper um sie gedreht wird, das an-

fängliche Gleichgewicht fortdauert. Bedingungsgleichung, bei welcher

einem Systeme von Kräften eine Gleichgewichtsaxe zukommt. — §. 132.

Einfacher Ausdruck der Bedingungen, unter welchen ein System eine

Gleichgewichtsaxe von gegebener Richtung hat. — §. 133. Geometrischer

Beweis dieser Bedingungen. — §-134. Gibt es bei einem Systeme zwei

Gleichgewichtsaxen , so sind es auch alle diejenigen Axen, welche mit

ersteren beiden einer und derselben Ebene parallel laufen. Ist ein Körper

in vier verschiedenen Lagen im Gleichgewichte, so ist er es im Allgemei-

nen auch in jeder fünften.

§. 135. Wie zu einem Systeme von Kräften, das im Gleichgewichte

ist, aber keine Axe des Gleichgewichtes besitzt, zwei neue das Gleichge-

wicht nicht störende Kräfte immer hinzugefügt werden können, so dass

das System eine Gleichgewichtsaxe von gegebener Richtung erhält. — §. 136.

Zusätze und geometrische Erläuterungen.

§. 137. Wie zu einem Systeme von Kräften, welche nicht im Gleich-

gewichte sind, zwei Kräfte hinzugefügt werden können, dass ein auch bei

der Drehung um eine gegebene Axe fortdauerndes Gleichgewicht entsteht. —
§. 138. Statt die Axe als gegeben anzunehmen, kann man die Bedingung

hinzusetzen, dass die Angriffspuncte der zwei hinzuzufügenden Kräfte in

der Axe liegen sollen. Eine also bestimmte Axe heisse eine Hauptaxe der

Drehung. Eigenschaft derselben. — §. 139. Jedes System von Kräften, das

weder im Gleichgewichte, noch auf ein Paar reducirbar ist, hat im Allge-

meinen entweder zwei Hauptaxen der Drehung, oder keine. — §§. 140. 141.

Bestimmung der zwei Hauptaxen bei einem nur aus zwei Kräften bestehen-
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den Systeme. — §. 142. Hiernach können auch von drei oder mehreren

Kräften, die mit einer Ebene parallel sind, die zwei Hauptaxen gefunden

werden. Es wird hieraus gefolgert, dass wenn von Kräften, die derselben

Ebene parallel sind, jede nach denselben zwei mit der Ebene parallelen

Richtungen zerlegt wird, die zwei Mittelpuncte der mit der einen und mit

der anderen Richtung parallelen Kräfte immer in derselben Geraden liegen,

wie auch die zwei Richtungen angenommen werden. — §. 143. Beweis die-

ses Satzes für Kräfte, welche in einer Ebene enthalten sind, ohne Anwen-

dung der Theorie der Hauptaxen. — §. l-l-l. Ausdehnung des Satzes auf

Kräfte, die nach beliebigen Richtungen im Räume wirken. — §. 145. Hier-

aus entstehen die Begriffe von Centrallinie und Centralebene eines Systems

;

—
§. 146. Centrallinie der Centralebene, Centralpunct der Centrallinie. —

§. 147. Beziehungen, die bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene

zwischen der Centrallinie, dem Centralpuncte und den beiden Hauptaxen

stattfinden. — §. 148. Analoge Beziehungen bei einem Systeme von Kräf-

ten im Räume. — §§. 149. 1-50. Merkwürdige Beziehungen in dem speciel-

len Falle, wenn das System im Räume sich auf eine einzige Kraft redu-

ciren lässt. Ein solches System hat stets zwei Hauptaxen. Es gibt nämlich

in der Richtung seiner Resultante zwei Puncte und zwei durch sie gehende

Axen von der Eigenschaft, dass das durch Befestigung des einen oder

anderen Punctes entstehende Gleichgewicht bei Drehung des Körpers um
die dem Puncte zugehörige Axe fortdauert.

§. 151. Ist ein System nicht anders, als auf zwei Kräfte reducirbar, so

kann für jede Richtung eine ihr parallele Axe gefunden werden, von der

Beschaffenheit, dass durch Befestigung derselben Gleichgewicht entsteht

und bei Drehung des Körpers um dieselbe fortdauert. — §. 152. Zusätze.

§§. 153. 154. Untersuchung der Bedingungen, unter welchen einem

Systeme, das mit einem Paare gleiche AVirkung hat, Hauptaxen der

Drehung zukommen.

Neuntes Kapitel.

Von der Sicherheit des Gleichgewichtes.

§. 155. Begriff der Sicherheit und Unsicherheit des Gleichgewichtes. —
§§. 156. 157. Das Gleichgewicht zwischen nur zwei Kräften ist sicher oder

unsicher, jenachdem die Kräfte ihre Angriffspuncte von einander zu ent-

fernen oder einander zu nähern streben. Dauerndes Gleichgewicht. —
§§. 158. 159. Bestimmung der Merkmale, bei welchen das Gleichgewicht

zwischen parallelen Kräften sicher, dauernd, oder unsicher ist. — §§. 160.

161. Dieselbe Untersuchung für das Gleichgewicht zwischen Kräften in

einer Ebene und in Bezug auf eine solche Verrückung des Körpers, bei

welcher die Ebene sich parallel bleibt.

§. 162. Dem Gleichgewichte eines und desselben Systems kann nach

der Verschiedenheit der Verrückung des Körpers Sicherheit und Uusicher-

heit zugleich zukommen. — §. 16.3. Analytische Bestimmung der Beschaf-

fenheit des Gleichgewichtes zwischen Kräften, die auf einen Körper nach

beliebigen Richtungen im Räume wirken, bei Drehung des Körpers um
eine ihrer Richtung nach gegebene Axe. — §. 1 64. Durch Construction ge-

führter Beweis, dass das Gleichgewicht von einerlei Beschaffenheit mit dem
Gleichgewichte der auf eine die Drehungsaxe normal schneidende Ebene

projicirten Kräfte ist. — §. 165. Vom neutralen Gleichgewichte. — §§. 166.

167. Entwickelung der Bedingungen, unter welchen das Gleichgewicht für
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alle Axen von einerlei Beschaffenheit ist. — §.168. Noch einige bemer-

kenswerthe Relationen zwischen den hierbei eingeführten Hülfsgrossen. —
§. 169. Im allgemeinen Falle werden von allen durch einen Punct gehenden

Axen die des sicheren Gleichgewichtes von denen des unsicheren durch

eine Kegelfläche des zweiten Grades abgesondert; für diejenigen Axen,

welche die Kegelfläche selbst bilden, ist das Gleichgewicht neutral. —
§§. 170. 171. Untersuchung der Sicherheit des Gleichgewichtes, wenn das

System der Kräfte Axen des Gleichgewichtes hat.

Zehntes Kapitel.

Von den Maximis und Minimis beim Gleichgewichte.

§. 172. Analogie zwischen der Sicherheit und Unsicherheit des Gleich-

gewichtes und der Natur der grössten vmd kleinsten AYerthe einer veränder-

lichen Grösse. — §. 173. Für ein System von zwei Kräften wird eine Func-

tion der Coordinaten der Angriffspuncte der Kräfte entwickelt, welche beim

Gleichgewichte des Systems ein Maximum oder Minimum ist, und zwar

ersteres beim sicheren, letzteres beim unsicheren Gleichgewichte. — §. 174.

Entwickelung der analogen Functionen für ein System von mehreren Kräf-

ten in einer Ebene und — §§. 175. 176. für ein System von Kräften im

Räume überhaupt.

DasPrineip der virtuellen Geschwindigkeiten. §.177. Folge

dieses Princips aus der Function, welche beim Gleichgewichte ein Maximum
oder ein Minimum ist. — §. 178. Elementarer Beweis des Princips. — §. 179.

Beweis des umgekehrten Satzes, dass, wenn die Gleichung zwischen den

virtuellen Geschwindigkeiten bei jeder Verrückung des Körpers erfüllt wird,

Gleichgewicht herrscht. — §. 180. Mit Hülfe des Princips der virtuellen

Geschwindigkeiten können alle Aufgaben der Statik in Rechnung gesetzt

und gelöst werden. Kurze Andeutung des hierbei von Lagrange beob-

achteten Verfahrens. — §.181. Erläuterung dieses Verfahrens durch Ent-

wickelung der Bedingungen für das Gleichgewicht eines einzigen frei be-

weglichen Körpers. — §. 182. Es wird hieraus umgekehrt die Function in

§. 163 abgeleitet, welche durch ihren positiven oder negativen "Werth zu

erkennen gibt, ob das Gleichgewicht in Bezug auf eine gegebene Axen-

drehung sicher oder unsicher ist. — §. 183. Aus den Formeln in §.181 her-

geleitete Theorie der Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen. Diese

Zusammensetzung geschieht ganz auf dieselbe Weise, auf welche Kräfte

zu einer Resultante mit einander verbunden werden. Analogie zwischen

Kräften und Drehungen in Bezug auf Paare und Momente.

Das Princip der kleinsten Quadrate. §.184. Wird zu dem
beweglichen Systeme der Angriffspuncte von Kräften ein zweites System

von eben so viel unbeweglichen Puncten hinzugefügt, so dass die Ent-

fernungen der letzteren von den ersteren ihrer Richtung und Grösse nach

die Kräfte ausdrücken , so ist die Summe der Quadrate dieser Entfer-

nungen beim Gleichgewichte ein Maximum oder Minimum. Der umge-
kehrte Satz. — §. 185. Sind die gedachten Entfernungen unendlich klein,

so ist die Summe ihrer Quadrate stets ein Minimum. — §. 186. Diese

Summe wächst bei einer unendlich kleinen Verrückung des beweglichen

Systems um die Summe der Quadrate der beschriebenen Wege. — §. 187.

Anwendung hiervon auf die einfachsten Fälle.
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Erstes Kapitel.

x\llgememe Sätze vom Gleichgewichte.

§. 1, Ein ruhender Körper kann nicht von selbst sich zu be-

wegen anfangen. Die Ursache der Bewegung eines vorher ruhenden

Körpers muss daher eine äussere sein. Diese äussere Ursache der

Bewegung nennt man Kraft.

Nicht immer wird durch die Wirkungen von Kräften auf einen

oder mehrere in Verbindung mit einander stehende Körper Bewegung

erzeugt. Es kann auch geschehen, dass die Wirkungen der Kräfte

sich gegenseitig aufheben. Dieser Zustand der Ruhe, welcher un-

geachtet mehrfacher Veranlassung zur Bewegung stattfindet, heisst

Gleichgewicht, und die Wissenschaft der Bedingungen, unter

welchen die auf einen, oder mehrere mit einander verbundene, Körper

wirkenden Kräfte im Gleichgewichte sind, wird die Statik genannt.

§.2. Im Vorliegenden werden wir die Bedingungen des Gleich-

gewichtes nur bei festen Körpern, d. h. bei denen in Untersuchung

ziehen, bei Avelchen die gegenseitigen Entfernungen ihrer Theilchen

durch keine Kraft geändert werden können. Allerdings ist dieser

Begriff von Festigkeit nur ideal, indem es keinen Körper in der

Natur gibt, dessen Gestalt durch die Einwirkung von Kräften nicht

in etwas, sei es auch noch so unmerklich, geändert würde. Die Re-

sultate, zu denen wir unter der Annahme solch einer idealen Festig-

keit durch die Theorie gelangen, werden daher durch keine Erfahrung

vollkommen bestätigt werden. Indessen wird von diesen Resultaten

die Erfahrung um so weniger abAveichen, je weniger die dabei an-

gewendeten Körper von jener idealen Festigkeit sich entfernen.

Uebrigens werden wir in diesem ersten Theile der Statik das

Gleichgewicht nur an einem einzigen, mit keinem anderen in Be-

2*
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rührung stehenden und somit frei beweglichen, festen Körper be-

trachten. Ein solcher ist daher in dem Nächstfolgenden, auch Avenn

er nicht besonders erwähnt wird, stets als vorausgesetzt anzunehmen.

§. 3. Derjenige Punct eines Körpers, den eine auf den Körper

wirkende Kraft zunächst in Bewegung zu setzen strebt, heisst der
Angriffspunct der Kraft. Die Richtung aber, nach welcher sich

dieser Punct, Aväre er ohne Verbindung mit dem Körper, durch die

Kraft getrieben, bcAvegen Avürde, nennt man die Richtung der

Kraft.

Ausser dem Angriffspuncte und der Richtung ist bei jeder Kraft

noch ihre Intensität oder Stärke zu berücksichtigen, eine Grösse,

deren Begriff hier noch nicht näher bestimmt werden kann, sondern

erst im weiteren Fortgange dieses Kapitels durch die Principieu des

Gleichgewichtes selbst seine Bestimmung erhalten wird.

§. 4. I. Grundsatz. An einem frei heweglichen Puncte^ auf
welchen eine Kraft loirkt, kann immer eine zweite^ der ersteren das

Gleichgewicht haltende Kraft angebracht werden^ und diese zxoeite

muss^ wenn Gleichgewicht stattfinden soll^ eine der ersteren entgegen-

gesetzte Richtung haben.

Nicht je zwei auf einen frei beweglichen Punct nach entgegen-

gesetzten Richtungen wirkende Kräfte halten einander das Gleich-

gewicht. Geschieht dieses aber, so sollen die Kräfte ihrer Inten-
sität nach einander gleich, oder schlechthin einander gleich
genannt werden.

Wenn von drei Kräften die erste und zAveite, an einem Puncto

nach entgegengesetzten Richtungen angebracht, mit einander im
Gleichgewichte sind, und wenn dasselbe auch von der zweiten und
dritten gilt, so gilt es auch von der ersten und dritten ; oder kürzer

:

n. Grundsatz. Zwei Kräfte, deren Jede einer dritten gleich ist.

sind einander selbst (gleich.

in. Grundsatz. Ist von zwei oder mehreren auf einen Körper

wirkenden Systemen von Kräften jedes für sich im Gleichgewichte , so

sind es auch die Kräfte aller Systeme in Vereinigung

.

IV. Grundsatz. Wenn zwischen mehreren auf einen Körper

wirkenden Kräften Gleichgewicht stattfindet, mid ei?ie Anzahl derselben

für sich im Gleichgewichte ist, so herrscht auch zwischen den übrigen,

für sich genommen, Gleichgewicht.

§. 5. Folgerungen, a) Hält eine Kraft p einem Systeme S
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zweier oder mehrerer Kräfte das Gleichgewicht, so ist auch jede andere

der Kraft p gleiche Kraft q, wenn sie an dem Angriffspuncte A von

p und nach der Richtung von p angebracht wird, mit S im Gleich-

gewichte. Denn sei r eine zweite der Kraft p, also nach §. 4, II

auch der Kraft q, gleiche Kraft. Man bringe ^^ in ^ nach der

Richtung von j^i ^^iid r ebendaselbst nach der entgegengesetzten

Richtung, an. Alsdann ist q mit r im Gleichgewichte, und es wird

folglich das GleichgcAvicht zwischen p und S dadurch nicht gestört

(§. 4, ni). Bei dem nunmehrigen Systeme von ^j, q, r, S sind aber

auch p und r im Gleichgewichte ; folglich muss auch z^äschen q
und ^S* Gleichgewicht stattfinden (§. 4, IV).

h) Halten sich mehrere Kräfte p, q, r, ... das Gleichgewicht, so

besteht dasselbe auch zwischen Kräften p , q\ r', ..., die den erste-

ren resp. gleich sind und auf die Angriffspuncte der ersteren nach

entgegengesetzten Richtungen wirken. Denn lässt man 7/, q' , r\ ...

mit ^j, q, r, ... zugleich wirken, so ist ^' mit p , q mit q, u. s. w.

besonders im Gleichgewichte ; folglich sind es auch p^ q, r, ... und

p\ q\ /, ... in Vereinigung (§. 4, III . Weil aber p, q, r, ... für

sich im Gleichgewichte sind, so herrscht dasselbe auch zwischen p\
q\ r\ ... (§.4, IV).

In dem System von ^j', q\ /, , . . kann nach a) für 7;' die ihr

gleiche Kraft /> nach der Richtung von ^;', und eben so q für q' nach
der Richtung von q , u. s. w. gesetzt werden. Hiernach lässt sich

der voranstehende Satz auch also ausdrücken:

Das GleichgeivicJit zwischen mehreren Kräften icird nicht unter-

hrochen, ivenn man jede Kraft an ihrem Angriffspuncte nach einer,

ihrer anfanglichen entgegengesetzten Dichtung anhringt.

c) Bezeichne P ein System von Kräften, und P' ein zweites, in

welchem die Angriffspuncte und Intensitäten der Kräfte dieselben

wie im ersten, die Richtungen aber die entgegengesetzten sind. In

derselben gegenseitigen Beziehung stehen die Systeme Q und Q', S
und S' . Ist nun 1) P mit Q und 2) P mit ^S* im Gleichgewichte,

so ist es auch Q' mit S. Denn wegen 1) ist nach h) P' mit Q im
Gleichgewichte, folglich sind Avegen 2) nach §. 4, III P', Q', P, S
zusammen im Gleichgewichte. Es sind aber die Systeme P und P'
für sich im Gleichgewichte, weil sie zusammen aus Paaren von ein-

ander gleichen Kräften bestehen, die auf einerlei Punct einander

entgegen wirken. Mithin müssen nach §. 4, IV auch Q' und S sich

das Gleichgewicht halten.

Da endlich nach a) statt Q' die Kräfte des Systems Q selbst,

nach entgegengesetzten Richtungen genommen, gesetzt werden kön-
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nen, so lässt sich der ebeu erwiesene Satz folgendergestalt aus-

sprechen

:

Wenn von ztcei Systemen von KrUfteil (Q tind S) jedes mit einem

dritten [P] ifn Gleichgeicichte ist, so sind sie es auch unter sich, nach-

dem die Kräfte des ei7ien [Q) an ihren Angriffspuncten nach entgegen-

gesetzten Richümgen angebracht worden.

§. 6. ZAvei auf einen Körper Avirkende Systeme von Kräften

nenne man gleichwirkend, Avenn das eine, nachdem die Rich-

tungen seiner Kräfte in die entgegengesetzten verAvandelt Avorden,

dem anderen das GleichgeAAicht hält. So sind, mit AuAA'endung der

A'origen Bezeichnung, die Systeme P' und Q, oder P' und S, sowie

P und S' , gleicliAvirkend, Avenn P mit Q, oder P mit S im Gleich-

geAA'ichte ist; und eben so sind Q und S gleichwirkend, AA'enn Q'

und S, also auch Q und S' sich das Gleichgewicht halten.

Mit Hülfe dieser Benennung lässt sich der Satz in §. 5, c auf

mehrfache Weise ausdrücken:

1) Zicei Systeme von Kräften [Q und S), deren jedes mit einem

dritten (P) im Gleichgeicichte ist, sind von gleicher Wirkung

;

und umgekehrt:

2) Sind zwei Systeme [P und S') gleichwirkend, so ist mit jedem

dritten Systeme [Q), mit welchem das eine [P] das Gleichgeioicht hält,

auch das andere [S') im Gleichgeicichte ; d. i.: Gleichioirkende Systeme

können in Bezug auf das Gleichgewicht für einander gesetzt icerden.

3) Zwei Systeme (Q und S), deren jedes einem dritten {P') gleich-

loirkend ist, sind es auch unter sich.

§. 7. Eben so, wie ganze Systeme, können auch einzelne Kräfte

unter sich und mit Systemen einerlei Wirkung haben. Sollen zwei

einzelne Kräfte gleichAA^rkend sein, so muss, nach der A^orhergehen-

den Definition gleichAvirkender Systeme, die eine, in entgegengesetzter

Richtung genommen, der anderen das GleichgcAAdcht halten. Es
müssen folglich beide, wenn sie auf einen und denselben Punct des

Körpers AA'irken, einerlei Richtung und gleiche Intensität haben.

Eine einzelne Kraft, welche mit einem Systeme von zAvei oder meh-
reren Kräften gleichwirkend ist, heisst die Resultante des Systems.

Hat daher ein System eitie Residtante , und wird diese mit ent-

gegengesetzter Richtung als netie Kraft dem Systeme hinzugefügt, so

kommt dadurch das System ins Gleichgewicht. Und umgekehrt: ist eiti

System im Gleichgewichte, so ist jede Kraft desselben, nach entgegen-

gesetzter Richtung genommen, die Resultante der jedesmal übrige7i.
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Ist die Kraft p die Resultante des Systems S, und soll auch die

Kraft q als Resultante von S gelten können, so müssen nach §. 6, 3

p und q gleichwirkend sein und folglich, Avenn sie auf einerlei Punct

wirken, einerlei Richtung und gleiche Intensität haben.

Einem Systeme von Kräften können daher nicht zicei Hesultanten

zukommen^ die, auf denselben Punct loirkend, an Intensität oder Rich-

tung verschieden u'ären. Und ebenso müssen zicei Kräfte, deren jede

auf denselben Punct tvirketid mit demselbe7i Systeme das Gleichgewicht

hältj gleiche Intensität und einerlei Richtung haben.

§. 8. Aus jedem Systeme von mehr als ZAvei Kräften, welche

im Gleichgewichte sind, lassen sich immer auf mehrfache Weise zwei

gleichwirkende Systeme bilden, indem man zii dem einen System

einen beliebigen Theil der Kräfte des anfänglichen Systems nach

entgegengesetzten Richtungen nimmt, und das andere System aus

den übrigen Kräften mit nicht veTänderten Richtungen bestehen lässt.

Man kann daher die Statik auch vergl. §. 1) als die Wissenschaft

betrachten, welche lehrt, unter welchen Bedingungen zwei Systeme

von Kräften gleiche Wirkung mit einander haben, und Avie ein ge-

gebenes System in ein anderes von gleicher Wirkung verAvandelt

w^erden kann, — auf ähnliche Art wie die mathematische Analysis in

Bezug auf Grössen überhaupt die aus ihnen zusammengesetzten Aus-

drücke mit einander vergleichen und umformen lehrt.

Sind aber zAvei Systeme in statischer Rücksicht von einerlei

Wirkung, so sind sie es auch in dynamischer, d. h. sie bringen einer-

lei Bewegung hervor, wie dies ganz leicht mit Zuziehung des Grund-

satzes erhellt, dass die BeAvegung eines Körpers durch Hinzufügung

oder Wegnahme von Kräften, die unter sich im Gleichgewichte sind,

nicht geändert wird. Die Statik ist hiernach die nothwendige Vor-

bereitungsAAdssenschaft zu der BeAvegungslehre oder Dynamik,
indem sie die vorgegebenen Kräfte dergestalt mit einander verbinden,

oder in andere verAvandeln lehrt, dass daraus mittelst der Principien

der Dynamik die bcAvirkten BeAvegungen am einfachsten hergeleitet

Averden können.

§. 9. V. Grundsatz. Wenn Kräfte in beliebiger Anzahl einen

gemeinschaftlichen Angriffspunct haben und nicht im Gleichgewichte

sind, so ka?m dieses immer durch Hinzifügung einer neuen aif den-

selben Punct xoirkenden Kraft hergestellt \oerden\

oder

:

Ein System von Kräften., die auf einen und denselben Punct icirken
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und nicht im Gleichgeioichte sind^ hat eine auf denselben Punct wir-

kende Hesultante.

Zusätze, d) Die Richtung uud Stärke jener das Gleichgewicht

haltenden Kraft oder dieser Resultante ist aus den Kräften des

Systems nur auf eine Weise bestimmhar (§. 7). Fallen daher die

Richtungen sämmtlicher Kräfte in dieselbe gerade Linie, so ist darin

auch die Richtung ihrer Resultante enthalten, indem sonst, wenn

die Resultante mit dieser Linie einen Winkel bildete, jede andere

Gerade, welche mit der Linie denselben Winkel macht, die Richtung

der Resultante sein könnte.

h) Aus gleichem Grunde ist von zwei Kräften p und q, die einer-

lei xlngrifFspunct A haben und mit einander einen Winkel bilden,

die ihnen das Gleichgewicht haltende Kraft r, folglich auch ihre

Resultante, in der Ebene des Winkels enthal-

ten. Denn seien (vergl. Fig. 1) AP, AQ, AR
die Richtungen von 2^, ^, ^*, so müssen, auch

wenn diese Linien über A hinaus nach P', Q',

R' verlängert werden, die Kräfte p, q, r nach

den Richtungen AP\ AQ', AR' im Gleich-

gewichte sein (§. 5, b). Man drehe nun das

System letzterer drei Richtungen in der Ebene

des Winkels P'AQ' um A herum, bis AP' in

^P fällt, so fällt AQ' in AQ; AR' aber muss

in AR fallen, indem, wenn AR' nicht die

Richtung AR, sondern irgend eine andere

AS erhielte, die nach AP vmd AQ wirkenden Kräfte jj und q so-

wohl durch eine nach AR als durch eine nach AS gerichtete Kraft

ins Gleichgewicht gebracht werden könnten, welches nicht möglich

ist (§. 7). Die Richtung AR' fallt aber nach der Drehung ersicht-

lich nur dann, und dann immer, mit AR zusammen, wenn AR in

der Ebene PAQ enthalten ist.

c) Sind zw^ei auf einen Punct A wirkende Kräfte p und q ein-

ander gleich , so wird der Winkel ihrer Richtungen AP und A Q
von ihrer Resultante halbirt. Denn man vertausche die Kräfte, in-

dem man 2^ nach AQ und q nach AP wirken lässt, so wird die

Resultante nunmehr mit AQ denselben Winkel machen, den sie vor-

her mit AP bildete. Da aber ^j und q einander gleich sein sollen,

so ist durch diese Vertauschung das System der beiden Kräfte, folg-

lich auch ihre Resultante, unverändert geblieben. Die Resultante

muss daher mit AP und AQ gleiche Winkel machen, d. i. den

Winkel PAQ halbiren.
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§. 10. VI. Grundsatz. Zwischen Kräften^ die auf einen und
denselben Punct nach einerlei Richtung wirken^ gibt es kein Gleich-

geicicht.

Die ihnen das Gleichgewicht haltende Kraft hat daher die ent-

gegengesetzte Richtung, und ihre Resultante mit ihnen selbst einer-

lei Richtung.

VIT. Grundsatz. Wen7i die Richtungen ziveier auf einen Punct

ioirketider Kräfte einen Winkel bilden, so fällt die Richtung der Kraft,

tvelche zum Gleichgeioiclite erforderlich ist, in den Scheitelwinkel, cdso

die Richtung der Resultante in den Winkel selbst.

§. 11. Die Intensität einer Kraft nennt man das Doppelte,
Dreifache u. s. w, der Intensität einer anderen Kraft, oder ffe-

radezu die eine Kraft das Doppelte, Dreifache u. s. w. der anderen,

wenn sie von zwei, drei u. s. w. Kräften, welche einzeln der anderen

gleich sind und auf einen Punct nach einerlei Richtung wirken, die

Resultante ist.

Zwei Kräfte P und Q, sagt man hiernach, verhalten sich wie

die ganzen Zahlen j) und g', wenn es eine dritte Kraft gibt, von
welcher P das j»j-fache und Q das j-fache ist; oder was auf dasselbe

hinauskommt: wenn das ^-fache von P dem j^-fachen von Q gleich

ist. Weil aber Kräfte auch in irrationalen Verhältnissen zu einander

stehen können, so stellen wir noch folgende Definition des Verhält-

nisses zwischen Kräften auf, die der bekannten Euklidischen Defini-

tion des Verhältnisses zwischen Grössen überhaupt, nachgebildet ist;

Zwei Kräfte P und Q verhalten sich wie die Zahlen p und q.

xcenyi von beliebigen Gleichvielfachoi, die man von P und p, und be-

liebigen Gleichvielfachen, die man von Q und q nimmt, das Vielfache

von p dem Vielfachen vo7i q gleich, oder kleiner, oder grösser als das-

selbe ist, je nachdem die Vielfachen von P und Q, wenn man beide

nach entgegengesetzten Richtungen auf einen Punct wirken lässt, sich

entweder das Gleichgewicht halten, oder man in der Richtung des Viel-

fachen von P , oder des Vielfachen von Q eine Kraft hinzuzufügen

nöthig hat, um Gleichgewicht hervorzubringen.

Hiernach kann das Verhältniss zweier Kräfte P und Q stets

durch Zahlen, und dieses so genau, als man will, bestimmt werden.

Sei nämlich P = Q^ Z, wo Q-fZ einstweilen noch nicht die

Summe, sondern die Resultante zweier nach einerlei Richtung; wirken-

der Kräfte Q und Z bezeichnen soll, so dass in Folge der gesetzten

Gleichung auf der Seite von Q noch eine Kraft Z angebracht wer-

den muss, um der Kraft P auf der anderen Seite das Gleichgewicht
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ZU halten. Man nehme min von P irgend ein Vielfaches tiP, und
von Q, wenn es möglich ist, ein Vielfaches mQ, welches dem wP
ffleich ist, und es -werden sich die Kräfte P und Q wie die Zahlen

m und n verhalten. Gibt es aber kein dem nP gleiches Vielfaches

von Q, so lässt sich doch immer von Q ein solches Vielfaches mQ
nehmen, dass mit Anwendung der vorigen Bezeichnungsart 1) 71

P

:=;;?Q+X und 2) ?iP -{- Y= {m -{- 1) Q ist. Verhalten sich nun

P und Q, wie die Zahlen p und q, so muss, zufolge der Definition,

Avegen l) np'^mq, und Avegen 2) 7ip <C[m -\- \)q sein. Das ge-

suchte Verhältniss p : q ist daher zwischen den zwei Verhältnissen

fn : n und m-\- \ : n enthalten, deren Unterschied desto kleiner, klei-

ner als jede angebbare Grösse, wird, je grösser man n, und folglich

auch w, nimmt.

§.12. So Avie auf diese Weise das Verhältniss je zweier Kräfte

numerisch bestimmt werden kann, so ist auch umgekehrt, wenn von

zwei Kräften ihr numerisches Verhältniss und die eine gegeben ist,

auch die andere gegeben. Von zwei oder mehreren Kräften werden

daher alle bestimmt sein, wenn es nur eine derselben unmittelbar

ist, für jede andere aber ihr Verhältniss zu jener bestimmt ist. Man
pflegt hiernach eine gewisse Kraft als Einheit anzunehmen und jede

andere Kraft durch die Zahl auszudrücken, die sich eben so zu der

numerischen Einheit, wie letztere Kraft zu der als Einheit festge-

setzten Kraft verhält.

Wenn daher in dem Folgenden von der Summe oder dem Unter-

schiede zweier Kräfte die Kede sein wird, so ist darunter nichts

anderes, als die Kraft zu verstehen, deren Zahl der Summe oder dem
Unterschiede der den ersteren Kräften zugehörigen Zahlen gleich ist.

Eben so wird eine Kraft kleiner, als eine andere, genannt werden,

wenn die Zahl der ersteren kleiner, als die der letzteren ist, oder,

was nach obiger Definition des Verhältnisses dasselbe aussagt: wenn
die erstere erst in Verbindung mit einer anderen nach derselben

Richtung wirkenden Kraft mit der anderen gleiche Wirkung erhält.

Denn die gewöhnliche Erklärung, wonach eine Grösse kleiner, als

eine andere, heisst, Avenn sie einem Theile der anderen gleich ist,

kann auf Kräfte nicht angoAvendet Averden, da Kräfte, als intensive

Grössen, nicht, gleich den extensiven, aus unterscheidbaren Theilen

zusammengesetzt sind.

Sehr vortheilhaft kann man in der Statik die Kräfte auch durch

Linien ausdrücken. Ist nämlich A der Angriffspunct einer Kraft,

so trage man nach der Richtung zu, in Avelcher sie Avirkt, eine ihrer

Intensität proportionale Linie AB^ d. i. eine Linie, Avelche in dem-
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selben Verhältniss zu der als Linieneinheit angenommenen Länge

steht, als die Kraft zu der Einheit der Kräfte: und auf diese Weise

wird mit der Linie AB der Angriffspunct, die Richtung und die

Intensität der Kraft zugleich vorgestellt.

§. 13. Lehrsatz. Die Resultante zweier auf einen Punct nach

einerlei Richtung tcirkencler Kräfte P und Q ist der Summe derselben

gleich.

Beweis. Verhalten sich P und Q wie zwei ganze Zahlen p
und q. gibt es also eine Kraft TJ^ von welcher P das ^j-fache und Q
das <^-fache ist, so kann man statt P, p Kräfte, und statt Q, q Kräfte,

deren jede gleich TJ ist und nach derselben Richtung wie P oder Q
wirkt, setzen. Von tliesen y> + ? Ki'äften mit einerlei Richtung ist

aber die Resultante das {p + jj-fache von V^ oder die Kraft p + q,

wenn P und Q durch die ihnen proportionalen Zahlen p und q aus-

gedrückt werden.

Dasselbe erhellt auch daraus, dass, wenn sich P : Q = p : q ver-

hält, das j-fache von P, oder qP, mit j9 Q, also auch y^P und cqP

(nach einerlei Richtung genommen) mit pP und pQ (nach einerlei

Richtung genommen), d. i. das (/> -|- j) -fache von P mit dem p-

fachen der Resultante von P und Q ins Gleichgewicht gebracht

werden kann, und dass sich daher diese Resultante zu der Kraft P
Avie p -\- q zw p verhält.

Lässt sich das Verhältniss zwischen P und Q nicht durch ganze

Zahlen ausdrücken, so ist der BeAveis mit Anwendung der Grenz-

verhältnisse zu führen, oder auf ähnliche Art, Avie Euklides in seiner

Lehre von den Verhältnissen zu Werke geht, was ich aber, um Weit-

läufigkeit zu vermeiden, hier unterlasse.

Zusatz. Auf ganz ähnliche Weise ergibt sich, dass auch von

drei oder mehreren Kräften, Avelche auf einen Punct nach einerlei

Richtung Avirken, die Resultante ihrer Summe gleich ist; dass von

zwei einander nicht gleichen Kräften, Avelche auf einen Punct nach

entgegengesetzten Richtungen Avirken, die Resultante der Unterschied

der beiden Kräfte ist und die Richtung der grösseren hat; dass A-on

mehreren an einem Puncto angebrachten Kräften , welche in der-

selben Linie zum Theil nach einerlei, zum Theil nach entgegenge-

setzten Richtungen AA-irken, und deren je ZAA-ei, wenn sie entgegen-

gesetzte Richtuno^ haben, mit entojeo^engesetzten Zeichen s^enommen

AAerden, die Resultante der algebraischen Summe der Kräfte gleich

ist, und nach der Richtung derjenigen Kräfte AA'irkt, mit denen sie

einerlei Zeichen hat; dass endlich, wenn diese algebraische Summe
sich Null findet, Gleichgewicht herrscht.



28 Lehrbuch der Statik. Erster Theil. §. 14.

§. 14. Vin. Grundsatz. Zwei Kräfte, welche auf zwei Pimcte

eines frei heioeglichen festen Körpers wirken, sind nur dann, und dann

immer, im Gleichgeicichte , icenn sie gleiche Intensitäten und einander

gerade entgegengesetzte Richtungen haben, so class letztere in die, die

beiden Pimcte verbindende Gerade seihst fallen.

Folgerungen, a) Sind zwei Kräfte auf die besagte Art im

Gleichgewichte, und wird von einer derselben die Richtung in die

entgegengesetzte verwandelt, so hat man zwei Kräfte, die gleiche

Intensität und einerlei Richtung haben und nach §. 6 gleich^virkend

sind. Die Wirkung einer Kraft wird daher nicht geändert, wenn

man zu ihrem AngrifFspuncte einen beliebigen anderen Punct ihrer

Richtung wählt, der mit dem anfänglichen fest verbunden ist; oder,

wie man sich kurz auszudrücken pflegt:

Eine Kraft kann ohne Aenderung ihrer Wirkung auf jeden Punct

ihrer Richtung verlegt icerden.

b) Es wird daher auch das Gleichgewicht eines Systems von

Kräften nicht gestört und überhaupt die Wirkung eines Systems

nicht geändert werden, wenn man die Intensität und Richtung jeder

Kraft ungeändert lässt, für den Angriff"spunct aber irgend einen

anderen mit dem ersteren fest verbundenen Punct ihrer Richtung

nimmt; mit anderen Worten: die Wirkung einer Ki"aft auf einen

festen Körper ist schon genugsam durch die Richtung und Intensität

der Kraft bestimmt, indem für ihren Angrifl" jeder Punct des innerhalb

des Körpers fallenden Theiles ihrer Richtung genommen werden kann.

c) Der Satz, dass auf einen Punct wirkende Kräfte eine auf den-

selben Punct wirkende Resultante haben, lässt sich hiernach allge-

meiner also ausdrücken: Zwei oder mehrere Kräfte, deren Richtungen

sich in einem Puncto schneiden, haben eine durch denselben Punct

gehende Resultante.

d) Ebenso gilt Alles, was im §. 13 von Kräften erwiesen wurde,

die einerlei Angriffspunct und in dieselbe Gerade fallende Richtungen

haben, auch dann schon, wenn bloss die letztere Bedingung erfüllt ist.

Unter der Voraussetzung also, dass Je zwei Kräfte, deren Pichtungen

einander entgegengesetzt sind, mit entgegengesetzten Zeichen genom-
men werden, ist von zwei oder mehreren Kräften, von denen die

Pichtungen [und mithin auch die Angriffspu7icte) in dieselbe Gerade
fallen, die Pesultante gleich der Summe der Kräfte und die Richtung

der Resultante einerlei mit der Richtmig derjenigen Kräfte, mit denen

sie einerlei Zeichen hat; ihr Angriffspunct aber kann willkürlich in der

Geraden genommen werden. Ist die Summe der Kräfte Null, so sind

sie im Gleichgeicichte.
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Zweites Kapitel.

Vom Gleichgewiclite zwischen Kräftepaaren

in einer Ebene.

§. 15. Seien p und q zwei auf einen Punct A (vergl. Fig. 2)

nach den Richtungen AP und AQ wirkende Kräfte, r ihre Resul-

tante, deren Richtung AR in die Ebene PAQ, fällt (§. 9, h). Die

Intensität dieser Resultante und die Winkel ihrer Richtung mit den

Richtungen von p und q können von nichts Anderem, als den In-

tensitäten und dem Winkel der Richtungen von

p und q abhängig sein. Bringt man daher an

irgend einem anderen Puncte A ZAvei den p
und q resp. gleiche Kräfte p und q^ nach Rich-

tungen AP' und AQ an, die mit AP und

AQ, parallel sind, so wird die Resultante r' von

p' und q der r gleich sein und eine mit AR
parallele Richtung AR' haben. Ist dabei A
ein Punct der AR selbst, wie in Fig. 2, so

fallen die Richtungen AR und AR' zusammen,

und die beiden Resultanten r und r werden

gleichwirkend (§. 14, a), also auch p' und q

gleichwirkend mit p und q. Lassen wir folglich die Kräfte p' und

q nach den entgegengesetzten Richtungen P'A und QA wirken,

so sind sie mit p und q zusammen im Gleichgewichte. Zwei Kräfte,

deren Richtungen sich schneiden (vergl. §. 14, h), kommen demnach

ins Gleichgewicht, wenn durch einen Punct ihrer Resultante zwei

ihnen resp. gleiche, parallele und entgegengesetzte Kräfte gelegt w^er-

den; woraus wir Aveiter schliessen:

1) Zwei sich schneidende Kräfte [p, q) und eine dritte [p'), der

einen [p) von ihnen gleiche, parallele und entgegengesetzte Kraft

können nicht im Gleichgewichte sein, indem dieses erst dann ent-

steht, wenn durch den Punct, in welchem die dritte (/?') die Resul-

tante (r) der beiden ersteren schneidet, eine vierte, der anderen [q]

jener beiden gleiche, parallele und entgegengesetzte Kraft [q] ge-

legt wird.

Die Richtungen von /?, q, p, q bilden hierbei ein Parallelo-
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gramm, in dessen eine Diagonale die Richtungen der Resultanten r

und r fallen. Ist nun noch p = q^ also auch = p' = q\ so halbirt

jene diagonale Richtung die Winkel von q mit p und von q' mit p>'

(§. 9, c), und das Parallelogramm wird ein Rhombus, welches folgen-

den Satz gibt:

2) Sind Ä, B, C. D (vergl. Fig. 3) die vier auf einander folgen-

den Ecken eines Wiomhus^ so halten sich vier einander gleiche nach

AD^ AB^ OB, CD gerichtete Kräfte das Gleichgewicht.

§. 16. Um die Ergebnisse des §. 15 einfacher ausdrücken und

damit bequemer benutzen zu können, nenne man zwei einander

gleiche nach parallelen, aber entgegengesetzten Richtungen wirkende

Kräfte ein Kräftepaar oder schlechthin ein Paar. Der gegensei-

tige Abstand der beiden Richtungen, oder das von irgend einem

Puncte der einen Richtung auf die andere gefällte Perpendikel,

heisse die Breite des Paares. Zwei Paare nenne man einander

gleich, wenn die zwei Kräfte und die Breite des einen Paares den

zwei Kräften und der Breite des anderen gleich sind.

Denkt man sich auf der Ebene des Paares zwischen den beiden

Kräften stehend, und erscheint dann die eine Kraft, nach welcher man
das Auge gewendet hat, von der Rechten nach der Linken (oder von der

Linken nach der Rechten) gerichtet, so wird nach einer halben Drehung

des Auges um eine auf der Ebene normale Axe auch die andere

Kraft in dieser Richtung erscheinen. Man sage alsdann : das Kräfte-

paar habe einen Sinn von der Rechten nach der Linken (oder von

der Linken nach der Rechten). Auch kann man den einen Sinn,

etwa den von rechts nach links, den positiven und den anderen

den negativen Sinn nennen. Hiernach verstehe man auch den

Ausdruck: zwei Paare in einer Ebene, — oder auch in zwei paral-

lelen Ebenen, — haben einerlei, oder sie haben entgegenge-
setzten Sinn. — Der so erklärte Sinn eines Paares ist übrigens zu-

gleich mit demjenigen einerlei, nach welchem jede der beiden Kräfte

den Körper, worauf sie wirken, zu drehen strebt, wenn dieser an

einer auf der Ebene der Kräfte normalen und zwischen ihnen hin-

durch gehenden Axe befestigt ist

§. 17. Von den vier einander gleichen Kräften in dem 2. Satze

des §.15 bilden demnach die nach AD und CB (vergl. Fig. 3) ge-

richteten ein Paar, und die nach AB und CD gerichteten ein zwei-

tes von entgegengesetztem Sinne. Beide Paare aber sind einander

gleich, da die vier Kräfte es sind, und zwei einander gegenüber-

liegende Seiten eines Rhombus eben so weit von einander entfernt
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sind, als die beiden anderen Seiten. Da nun auch umgekehrt die

Richtungen der vier Kräfte zweier einander gleichen Paare in einer

Ebene, den einzigen Fall ausgenommen, wenn sämmt-

liche vier Richtungen einander parallel sind, einen

Rhombus bilden, so können wir, mit einstweiliger Be-

seitigung dieses Falles, den obigen Satz also ausdrücken

:

Zwei Paare in einer Ebene ^ die einander gleich und Bi

von entgegengesetztem Sinne sind, halten einander das

Gleichgevnch t

;

folglich auch nach §. G, wenn man die Richtungen

der Kräfte des einen Paares in die entgegengesetzten

verwandelt :

Ztoei Paare in einer Ebetie. die einander gleich und von einerlei

Sinne sind, haben gleiche Wirkung ; —
oder, was dasselbe aussagt:

Ein Paar kann in seiner Ebene, ohne Aenderung seiner Wirkung,

wohin man will, verlegt werden.

Was noch den hierbei beseitigten Fall anlangt, Avenn die Kräfte

der zwei einander gleichen Paare einander parallele Richtungen

haben, so denke man sich noch ein drittes Paar hinzu, das mit jenen

zweien in einer Ebene liegt, jedem derselben gleich ist, mit ihnen

einerlei Sinn hat, und dessen Kräfte die Kräfte der ersteren unter

einem beliebigen Winkel schneiden. Vermöge des vorhin Erwiesenen

ist nun dieses dritte Paar mit jedem der beiden ersteren gleicliAvir-

kend; mithin sind auch die beiden ersteren selbst von gleicher Wir-

kung, und der aufgestellte Satz gilt daher ohne Beschränkung.

§. IS. Aus dem 1. Satze in §. 15 folgern wir:

Zwischen drei Kräften [p, p\ q) in einer Ebene, von denen zwei

[p, p') ein Paar bilden , kann kein Gleichgewicht bestehen. Wohl
aber kann dieses durch Hinzufügung einer vierten Kraft [q] herge-

stellt werden, Avelche mit derjenigen [q) der drei Kräfte, die nicht

zum Paare gehört, ein zweites in derselben Ebene gelegenes Paar,

mit einem dem ersteren entgegengesetzten Sinne, ausmacht: oder mit

Berücksichtigung von §. 6:

Sind iji einer Ebene ein Paar und eine einzelne Kraft gegeben, so

lässt sich letztere durch eine noch andere Kraft in der Ebe7ie zu einem

Paare ergänzen, welches mit dem gegebenen Paare einerlei Wirkung
hat. Dieses zioeite Paar aber muss mit dem gegebenen, loenn es ihm

gleichicirkend sein soll, einerlei Si?in haben.

Dass, wie hier hinzugesetzt wurde, zwei sich das Gleichgewicht

haltende Paare von entgegengesetztem, und folglich zwei gleich-
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wirkende von einerlei Sinne sein müssen, erhellt leicht mittelst des

VII. Grundsatzes in §. 10. Ist nämlich AB CD (vergl. Fig. 4) das

von den zwei Paaren p, p' und q, q gebildete Parallelogramm, und
AB die Richtung von p, so ist CT) die Richtung von p'\ und die

zwei Paare sind von einerlei oder entgesren-

jP gesetztem Sinne, jenachdem DA oder AD
\^ die Richtung von einer der beiden Kräfte

des anderen Paares, etwa von q^ ist. Sollen

nun die Paare im Gleichgemchte sein, und

wäre q nach DA oder AE gerichtet, wo E
einen Punct in der Verlängerung von DA
über A bezeichnet, so Avürde nach jenem

Grundsatze die durch A gehende Resultante

j.jg 4 " von p und q innerhalb des Winkels BAE
liegen, könnte also nicht dem innerhalb des

Winkels BAD fallenden Durchschnitte C von p' und q' begegnen,

wie doch zum Gleichgewichte erforderlich ist (§. 15). Diese Begeg-

nung wird aber möglich, sobald AD die Richtung von q ist, und

mithin die Resultante Yon p und q innerhalb des Winkels BAD fällt.

Noch ist zu bemerken, dass zufolge des 1. Satzes in §. 15, von

welchem der obige nur ein anderer Avisdruck ist, die gegebene ein-

zelne Kraft q die Kräfte p^ p' des gegebenen Paares jedenfalls

schneiden sollte. Statt dessen ist hier bloss gesetzt worden, dass q

mit p und p in einer Ebene liege, indem der Fall, wenn q mit p
und p parallel ist, durch Verlegung des Paares p^ p' in seiner Ebene,

so dass es eine gegen q geneigte Lage erhält, auf den in §.15 vor-

ausgesetzten Fall zurückgeführt wird.

Zusatz. Dass mit zwei Kräften p, p\ welche ein Paar aus-

machen, eine dritte in der Ebene des Paares enthaltene mit p) und
p' nicht parallele Kraft q nicht im Gleichgewichte sein und folglich

auch nicht gleiche Wirkung haben kann, dies erhellt schon daraus,

dass nach dem Satz in §. 17 jede in der Ebene von p, p enthaltene

mit der Richtung von q parallele Gerade gegen p und p' vollkommen

dieselbe Lage, wie §', hat, und dass daher eine der q gleiche, nach

irgend einer dieser Richtungen wirkende Kraft mit p und p eben-

falls im Gleichgewichte sein müsste, wenn q es wäre. Eine solche

Kraft müsste daher mit q selbst gleiche Wirkung haben, welches

nicht möglich ist (§. 14).

Auf eben die Weise zeigt sich, dass auch keine nicht in der

Ebene eines Paares p^ p wirkende und mit dessen Kräften nicht

parallele Kraft q mit ihm im Gleichgewichte sein kann. Denn jede

mit q parallele und in der durch q mit p und />' parallel gelegten
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Ebene enthaltene Richtung hat gegen jw und p' vollkommen dieselbe

Lage, welche q hat.

Ist endlich q mit p und p parallel, so kann man immer noch

eine Richtung angeben, die gegen p und p ganz dieselbe Lage hat,

welche q gegen p und p' hat.

Es ist daher hi Jedem Falle das GleichgetoicJd oder die gleiche

Wirkung einer einzigen Kraft mit den Kräften eines Paares mimöglich.

§. 19. Aus dem Satze von der Verlegung eines Paares (§. 17)

lassen sich mehrere für das Folgende sehr wichtige Schlüsse ziehen.

a) Indem wir Kräfte ihrer Intensität und Richtung nach durch

gerade Linien darstellen (§. 12), seien AB, CD und EF, GH (vergl.

Fig. 5) zwei Paare in einer Ebene,

die einerlei Sinn haben, und deren

Kräfte sämmtlich einander gleich

sind. Auf der Seite von CD,
welche derjenigen, auf welcher

^5 liegt, entgegengesetzt ist, ziehe

man KL gleich und parallel mit

CD und in demselben Abstände

von CD, welchen GH von FE
hat. Alsdann ist das Paar EF,
GH gleichwirkend mit dem Paare D C, KL, und folglich die Paare

AB, CD und EF, GH zusammen gleichwirkend mit AB, CD,
DC, KL, d. i. mit dem Paare AB, KL.

Statt zweier Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn und gleiche

Kräfte hahen, kann man daher ein einziges Paar mit demselben Sinne

und denselben Kräften setzen, dessen Breite der Summe der Breiten

der ersteren Paare gleich ist.

Es erhellt ohne weitere Erörterung, dass sich auf gleiche Weise
drei und mehrere in einer Ebene gelegene Paare von einerlei Sinne

und von insgesammt einander gleichen Kräften zu einem Paare ver-

binden lassen, dessen Kräfte und Sinn dieselben, Avie bei den zu

verbindenden Paaren sind, und dessen Breite der Summe der Breiten

dieser Paare gleich ist.

Sind von den zu verbindenden Paaren auch die Breiten einander

gleich, so haben wir folgenden Satz:

Ein Paar, dessen Kräfte denen eines anderen Paares gleich sind,

und dessen Breite irgend ein Vielfaches der Breite des anderen ist,

hat gleiche Wirkung mit eben so viel in seiner Ebene und mit ihm
nach einerlei Sinn wirkenden Paaren, deren jedes dem anderen

gleich ist.

Möbins Werke III. 3
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b) Auf ähnliche Art, wie Paare mit gleichen Kräften, lassen sich

auch Paare, die einander gleiche Breiten haben, zusammensetzen.

Seien AB, CD und EF, GH (vergl. Fig. 6) zwei dergleichen, die

in einer Ebene liegen und einerlei Sinn haben. Man mache in den

Richtungen von AB und CD resp. BK
und DL den Kräften des anderen Paa-

res EF und GH gleich, so sind wegen

der noch hinzukommenden gleichen

Breiten die Paare BK, DL und EF,
GH gleichwirkend, also die Paare AB,
CD und EF, GH zusammen gleich-

Avirkend mit AB, BK, CD, DL, d.i.

mit AK, CL (§. 14, d).

Also sind zicei Paare in einer Ebene,

die einerlei Sifin und gleiche Breite haben

^

gleichwirkend mit einem Paare, welches

de?iselbe?i Sinti und dieselbe Breite, tvie die beiden ersteren Paare, hat,

und dessen Kräfte der Summe der Kräfte der ersteren Paare gleich sind.

Ebenso sind drei und mehrere Paare, die in einer Ebene liegen

und einerlei Sinn und gleiche Breiten haben, gleichwirkend mit einem

einzigen Paaare von demselben Sinne und derselben Breite, dessen

Kräfte die Summen der Kräfte der ersteren Paare sind.

Wenn daher von zwei Paaren, die gleiche Breiten haben, die

KjL-äfte des einen beliebige Vielfache der Kräfte des anderen sind, so

ist das erstere gleichwirkend mit eben so viel dem anderen gleichen

Paaren, die in der Ebene des ersteren liegen und mit ihm einerlei

Sinn haben.

Fig. 7.

§. 20. Lehrsatz. Sind A, B, C, i> (vergl. Fig. 7) die vier auf
einander folgenden Ecken eines Parallelogramms . so haben die durch

AB, CDundBC, DA dargestellten Paare

gleiche Wirkung.

Beweis. In dem besonderen Falle,

wenn das Parallelogramm ein Rhombus
ist, folgt der Beweis schon aus §. 15, 2.

Seien ferner die anliegenden Seiten

AB, AD überhaupt in einem rationalen

Verhältnisse zu einander, und in, n die

ganzen Zahlen, durch welche dieses Ver-

hältniss ausgedrückt werden kann. Man nehme in AB von A nach

B zu einen Abschnitt AM gleich dem w2-ten Theile von AB, und

t-45
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in AD von A nach I) zu einen Abschnitt AN gleich dem n-ten

Theile von AD, so ist AM= AN, und wenn man durch 3f, N
Parallelen mit AD, AB zieht, welche DC, BC in K, L, sich selbst

aber in schneiden, so ist AMON ein Rhombus. Hiernach ist die

Breite des Paares AB, CD das w-fache der Breite des Paares AB,
LN, und die Kräfte des letzteren sind die w-fachen von AM, ON.

Nach §. 19, a ist folglich das Paar AB, CD gleichwirkend mit dem

w-fachen des Paares AB, LN, d. i. mit n Paaren, deren jedes dem

Paare AB, LN gleich ist und mit ihm einerlei Sinn hat. Das Paar

AB, LN aber ist gleichwirkend mit dem ?n-fachen des Paares A3I,

ON (§. 19, b); folglich AB, CD gleichwirkend mit dem ?^ . m-fachen

von AM, ON. Auf gleiche Art zeigt sich durch Vermittlung des

Paares MK, DA, dass das Paar BC, DA mit dem w . w-fachen des

Paares MO, NA gleiche Wirkung hat. Da aber AMON ein Rhom-

bus ist, so sind die Paare AM, ON und iWO, NA selbst von glei-

cher Wirkung, folglich auch die m . «-fachen derselben, d. i. die Paare

AB, CD und BC, DA.
Ist endlich das Verhältniss AB : AD (vergl. Fig. 8) irrational,

und wäre nicht AB, CD gleichwirkend mit BC, DA, so müsste

Fig. 8.

sich AB durch eine andere Kraft zu einem Paare ergänzen lassen,

das mit^C, DA gleiche Wirkung hätte (§. IS). Diese andere Kraft

würde daher durch eine zwischen den Parallelen BC, AD enthal-

tene und mit CD parallele Linie EF dargestellt werden können,

die, weil das Paar AB, EF, ebenso wie AB, CD, mit BC. DA
einerlei Sinn haben muss (ebend.), mit CD auf einerlei Seite von

AB liegen müsste. Sei nun G ein zwischen C und E so gelegener

Punct, dass 5 G zu ^-B in einem rationalen Verhältnisse steht. Man
ziehe durch G eine Parallele mit CD, welche AD in H schneide,

so sind nach dem Vorigen die Paare AB, GH und BG, HA mit

einander gleichmrkend, oder, was dasselbe ist, die Paare AB. EF
und FE, GH zusammen von gleicher Wirkung mit den Paaren

BC, DA und CG, HD in Vereinigung. Nach der Voraussetzung

3*
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aber soll AB, EF mit BC, DA gleichwirkend sein, mithin müsste

es auch FE, GH mit CG, HD sein, Avelches nicht möglich ist, da

letztere zwei Paare von entgegengesetztem Sinne sind.

§. 21. Lehrsatz. Zivei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn

haben, und deren Kräfte sich umgekehrt tvie ihre Breiten verhalten,

sind von gleicher Wirkung.

Weil ein Paar in seiner Ebene beliebig verlegt werden kann, so

lässt sich immer annehmen, dass die Kräfte des einen der beiden

Paare die des anderen schneiden, und dass folglich die Richtungen

der vier Kräfte ein Parallelogramm AB CD (vergl. Fig. 8) bilden.

Seien demnach AB, CD die Richtungen der Kräfte des einen Paa-

res, und, weil beide Paare einerlei Sinn haben sollen, BC, DA die

Richtungen der Kräfte des anderen. Aus der Geometrie ist aber

bekannt, dass sich zwei aneinander stossende Seiten AB, BC eines

Parallelogramms umgekehrt wie ihre Abstände von den gegenüber-

liegenden Seiten, also umgekehrt wie die Breiten der Paare AB,
CD und B C, DA verhalten. Da nun in demselben Verhältnisse

die Kräfte der beiden Paare stehen sollen, und da wegen der will-

kürlichen Annahme der Länge, durch welche die Krafteinheit aus-

gedrückt wird, die Linien AB, CD die Kräfte des einen Paares

selbst vorstellen können, so sind alsdann die Kräfte des anderen

durch BC, DA auszudrücken. Dass aber die Kräfte AB, CD mit

den Kräften BC, DA gleiche Wirkung haben, ist in §. 20 darge-

than worden.

Zusatz. Wenn in den zwei in einer Ebene liegenden Parallelo-

grammen AC und Gl (vergl. Fig. 9) eine

Seite AB des einen und eine Seite GH
des anderen sich umgekehrt wie ihre Ab-

stände von den gegenüberliegenden Seiten

verhalten, so sind nach dem jetzt Erwie-

senen die Paare AB, CD und GH, IK
von gleicher Wirkung. Unter der ge-

machten Voraussetzung sind aber die Pa-

rallelogramme AC und Gl bekanntlich

von gleichem Inhalte, und umgekehrt,

und wir können daher den jetzigen Satz

Fig. 9. sehr einfach auch folgendergestalt in

Worte fassen:

Sind zwei Paare in einer Ebene von einerlei Sinne, und haben die

durch sie bestimmten Parallelogramme gleichen InhaU., so sind die

Paare gleichwirkend.
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§. 22. Folgerungen. Sind AB, CD und EF, GH (vergl.

Fig. 10) zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn haben, und

construirt man in ihrer Ebene ein Parallelogramm IKL3I, dessen

Fläche der Summe der Flächen der Parallelogramme AC und EG
gleich ist, so wird das Paar IK, LM, von dem ich annehme, dass

es mit ersteren Paaren einerlei Sinn hat,

mit ihnen auch gleiche "Wirkung haben.

Denn theilt man das Parallelogramm IL
durch eine mit IK gezogene Parallele ON
in zwei Parallelogramme IN und OL, so

dass IN=AC und folglich OL = EG
ist, so sind (§. 21) die Paare AB, CD
und EF, GH resp. gleichwirkend mit den

Paaren IK, NO und ON, LM, d. i. mit

dem Paare IK, LM.
Man sieht nun leicht, dass auf gleiche

Weise auch drei und mehrere Paare in

einer Ebene, die von einerlei Sinne sind,

sich zu einem Paare vereinigen lassen. Man verzeichne nämlich in

ihrer Ebene ein Parallelogramm, welches der Summe der Parallelo-

gramme, die von den zusammenzusetzenden Paaren gebildet werden,

gleich ist, und es wird das durch dieses Parallelogramm bestimmte

Paar, so genommen, dass es mit den gegebenen Paaren einerlei Sinn

hat, das resultirende sein.

Sollen zwei Paare IK, LM nndi BA, DC von entgegengesetz-

tem Sinne verbunden werden, so construire man ein Parallelogramm

EFGH, welches dem Unterschiede der Parallelogramme IL und

AC gleich ist, und das durch EG so bestimmte Paar EF, GH,
dass sein Sinn mit dem Sinne desjenigen IK, LM der zwei gegebe-

nen Paare übereinkommt, dessen Parallelogramm das grössere ist,

wird gleiche Wirkung mit den zwei gegebenen haben. Denn schnei-

det man von dem grösseren Parallelogramme IL durch eine Parallele

ON mit IK ein Parallelogramm IN ab, welches dem kleineren AC
gleich ist, so ist der Rest OL = EG und BA, DC gleichAvirkend

mit KI, ON; folglich IK, L3I und BA, DC zusammen gleich-

wirkend mit ON, LM, d. i. mit EF, GH.
Haben zwei Paare, die von entgegengesetztem Sinne sind, ein-

ander gleiche Parallelogramme, ist also der Unterschied der letzteren

Null, so sind die Paare im Gleichgewichte, wie sogleich aus §. 21

in Verbindung mit §. 6 folgt. Aber auch umgekehrt können wir

behaupten: Halten sich zwei Paare in einer Ebene das Gleichge-

wicht, so sind sie von entgegengesetztem Sinne (§. 18) und haben



3S Lehrbuch der Statik. Erstes Theil. §. 28.

einander gleiche Parallelogramme. Denn fände zwischen letzteren

rin Unterschied statt, so wären die Paare gleichwirkend mit einem

einzisien Paare . dessen Parallolosrramm diesem Unterschiede gleich

wäre, und würden mithin nicht im Gleichgewichte sein. Sind folg-

lich, — so können wir nach §. G noch schliessen, — zwei Paare in

einer Ehene gleichwirkend mit einander, so sind sie von einerlei

Sinne und haben einander gleiche Parallelogramme.

Endlich können^ um noch den allgemeinsten Fall zu berücksichtigen^

drei oder mehrere Paare in einer Ehene ^ die nicht von einerlei Sinne

sind, zu einefn einzigen Paare zusammengesetzt xcerden.

Zu dem Ende sondere man sie in zwei Gruppen, deren jede aus

Paaren von einerlei Sinne besteht, und bestimme von jeder dieser

Gruppen das resultirende Paar. Die Zusammensetzung dieser zwei

Paare, welche von entgegengesetztem Sinne sind, gibt alsdann das

resultirende Paar des ganzen Systems. Falls aber die zwei Paare

sich das Gleichgewicht halten, so ist auch das ganze System im
Gleichgewichte

.

Ehen so weyiig, als ei?i einziges Paar, kann daher auch ein System

C071 Paaren in einer Ehene ?nit einer einzigen Kraft gleiche Wirkung

hohen.

§. 23. Das Product aus der einen der beiden Kräfte eines

Paares in die Breite desselben, — dieses Product positiv oder nega-

tiv genommen, nachdem das Paar einen positiven oder negativen

Sinn hat (§. IG), — •\\-ird das Moment des Paares genannt. Das
Moment ist daher nichts anderes, als der arithmetisch ausgedrückte

Flächeninhalt des Parallelogramms, Avelches von den geometrisch dar-

gestellten Kräften des Paares gebildet wird, und wir können nach

dem, was in den §§. 2J und 22 von diesen Parallelogrammen er-

wnesen worden, sogleich folgende Sätze aufstellen:

Zicei Paare in einer Ehene^ ivelche einander [auch hinsichtlich der

Zeichen) gleiche Momente hahen^ sind gleichioirkend

;

und umgekehrt:

Sind zioei Paare in einer Ehene von gleicher Wirkung., so hahen

sie gleiche Momente.

Ztcei oder mehrere Paare in einer Ehene hahen gleiche Wirkufig

mit einem einzigen Paare in derselben Ebene, dessen Moment der [alge-

braischen) Summe der Momente ersterer Paare gleich ist. Ist aber diese

Summe Null, so halten sich die Paare das Gleichgewicht ; woraus wir

noch, in Verbindung mit dem vorigen Satze, umgekehrt schliessen:

Sind zwei oder mehrere Paare in einer Ebene gleichwirkend mit

einem Paare in derselben Ehene, so ist die Summe der Momente der
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ersteren gleich dein Momente des letzteren. Sind aher die Paare im

Gleirhgeicichte, so ist die Summe ihrer Momente Null.

Die Resultate, zu denen die Theorie in einer Ebene ^virkender

Kräftepaare führt, sind hiernach ganz denen analog, welche hinsicht-

lich einfacher in einer Geraden wirkender Kräfte gelten. Ebenso,

Avie eine einfache Kraft in der Geraden, worin sie wirkt, nach Be-

lieben verlegt werden kann, so bleibt auch die Wirkung eines Paares

unverändert, wenn nur seine Ebene und sein Moment sich nicht

ändern; und ebenso, wie die Summe der Intensitäten von Kräften,

die in einer Geraden wirken, der Intensität der Resultante gleich

ist, und letztere in derselben Geraden wirkt, so ist auch die Summe
der Momente von Paaren in einer Ebene dem Momente des resulti-

tirenden Paares gleich, und die Ebene desselben einerlei mit der

Ebene der ersteren. Der Geraden, in welcher eine einfache Kraft

Avirkt, ihrer Richtung in dieser Geraden und ihrer Intensität ent-

spricht demnach bei einem Paare die Ebene, worin es enthalten ist,

sein Sinn in dieser Ebene und sein Moment.

JDas Paar ist folglich ganz das Analoge für die Ebene, was die

ei?fache Kraft für die gerade Linie ist.

Etwas Analog-es für den Raum von drei Dimensionen existirt nicht.

Gleichgewicht zwischen drei Kräften in einer Ebene.

§. 24. So speciell auch der Gegenstand scheint, dessen Theorie

wir so eben entwickelt haben, indem nur solche Systeme von Kräften

betrachtet wurden, bei denen zu jeder Kraft eine zweite ihr gleiche,

parallele und entgegengesetzte gehörte, so ist doch die Theorie die-

ser Kräftepaare der Schlüssel zu allen ferneren Untersuchungen über

das GleichgcAvicht.

Alle statischen Untersuchungen können in ihren Elementen

auf Zusammensetzung von Kräften, die sich entweder parallel

sind, oder sich in einem Puncte begegnen, und auf die umgekehrte

Operation der Zerlegung von Kräften zurückgebracht werden.

Es wird daher schon im Voraus der Nutzen der Theorie der Paare

erhellen, wenn Avir zeigen, wie mit Hülfe derselben sich ganz einfach

die Regeln ergeben, nach denen von zwei Kräften, die entweder mit

einander parallel sind, oder sich schneiden, die Resultante gefunden

werden kann.

Seien AB, CD und KL, JIN zwei Paare in einer Ebene, die
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einander das Gleichgewicht halten und daher von entgegengesetztem

Sinne sind. Man verlege sie, was unbeschadet des Gleichgewichtes

immer geschehen kann (§. 17), in der Ebene so, dass die Richtung

einer Kraft CD des einen Paares mit der Richtung einer Kraft KL
der anderen Paares in eine und dieselbe Linie fällt, und dass diese

zwei Richtungen einerlei, nicht einander entgegengesetzt, sind (vergl.

Fig. 11), — obwohl auch die letztere Annahme zu demselben Resul-

tate, wie die erstere, führen würde. — Somit sind die anfänglichen

vier Kräfte auf drei reducirt: AB, MN
und KL + CD , von welchen die dritte

der Summe der zwei ersten gleich ist,

die zwei ersten aber, wie man leicht

sieht, auf verschiedenen Seiten der drit-

ten liegen und eine der dritten entgegen-

gesetzte Richtung haben. Nächstdem aber

verhalten sich AB und MN umgekehrt

wie die Breiten der beiden Paare (§. 21),

fig. 11. d. i. die beiden ersten Kräfte umgekehrt

wie ihre Abstände von der dritten.

We?in daher von drei parallelen Kräften in einer Ebene 1) die

mittlere eine den beiden äusseren entgegengesetzte Richtung hat und 2)

der Summe der äusseren gleich ist, und wenn sich 3) die äussei'en um-

gekehrt wie ihre Abstände von der mittleren verhalten, so herrscht

Gleichgewicht.

Denn man wird immer nach Anleitung des Vorigen ein solches

System in zwei einander das GleichgeAvicht haltende Paare zerlegen

können.

§. 25. Die eben gefundenen drei Bedingungen für das Gleich-

gewicht di'eier paralleler Kräfte in einer Ebene lassen sich noch

etwas kürzer und damit für die Anwendung brauchbarer darstellen.

Zu dem Ende werde hier, so wie auch immer in dem Folgen-

den, bei Bezeichnung eines Abschnitts einer Geraden durch

Nebeneinanderstellung der zwei an die Enden des Abschnitts gesetz-

ten Buchstaben die durch diese Stellung zugleich angedeutete Rich-
tung berücksichtigt, so dass je zwei Abschnitte einer und derselben

Geraden mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen genommen
werden, nachdem die durch die Bezeichnungen der Abschnitte aus-

gedrückten Richtungen einerlei oder einander entgegengesetzt sind;

dass daher immer

AB-\-BA = ,
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und dass, wenn A, B, C drei in einer Geraden befindliche Puncte

sind, mag C zwischen A und B, oder ausserhalb auf der Seite von

A, oder der Seite von B liegen, man immer

AB-^BC-{- CA = .

AB-{-BC = AB—CB = BC—BA = AC .

u. s. "w. hat.

Dieses vorausbemerkt, nenne man die beiden äusseren Kräfte P
und Q , die mittlere B. ,

welche man , weil sie nach der ersten Be-

dingung die entgegengesetzte Richtung von P und Q hat, als nega-

tiv betrachte, wenn man P, Q positiv nimmt. Alsdann ist zufolge

der zweiten Bedingung:

P-\-Q = —B, oder P-{-Q-{-B = .

Man ziehe ferner in der Ebene der Kräfte eine ihnen nicht parallele

Gerade, welche von den Richtungen von P, Q, B resp. in F, G,

H geschnitten werde, so haben die Abschnitte HF und GH einerlei

Zeichen und sind den Abständen der P und Q von B proportional.

Es verhält sich daher zufolge der dritten Bedingung:

P:Q= GH: HF
,

also auch

P:{P+Q = —B) = GH:{GH-\-HF=GF)
,

also

P:B= GH.FG
,

und in Verbindung mit der ersten Proportion:

P:Q:B= GH.HF.FG
,

so dass jede der drei Kräfte dem gegenseitigen Abstände der beiden

anderen proportional ist.

Da hierin jede Kraft und ihr Durchschnitt mit der geraden

Linie auf gleiche Art vorkommen, nämlich P und F ebenso wie Q
und G, oder wie B und H, so ist es gleichviel, welche der drei

Kräfte wir als die mittlere ansehen, und ^^-ir können unsem Satz

ganz einfach so ausdrücken:

Zwischen drei parallelen Kräften P , Q, B in einer Ebetie herrscht

Gleichgewicht , iceim sie eine gerade Linie in F. G. H so schneiden,

dass

P: Q:B= GH.HF.FG .

In der That folgt daraus

P-f-Q-hi2 = ,

weil immer

GH-{-HF-{-FG = ,
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in welcher Ordnung auch F, G, H in der Geraden auf einander

folgen mögen. Es muss daher eine der drei Kräfte nach der ent-

gegengesetzten Richtung der beiden anderen wirken, und, absolut

genommen, der Summe der anderen gleich sein. Sei, wie vorhin, R
diese eine Kraft, so haben, vermöge der Proportion, GH und HF
einerlei Richtung, FG die entgegengesetzte. Es muss folglich H
zwischen F und G, also R zwischen P und Q liegen. — Ebenso

würde man P zwischen Q und R liegend und der Summe von Q
und Rj absolut genommen, gleich gefunden haben, wenn man P
nach der entgegengesetzten Richtung von Q und R hätte wirken

lassen.

§. 26. Zusätze. (/) Eine der Kraft jR gleiche und gerade ent-

gegengesetzte Kraft R' = — R = P -}- Q ist die Resultante von P
und Q.

Sollen daher zwei gegehene parallele Kräfte P und Q i?i eine zu-

sammengesetzt tcerden^ so ziehe man in ihrer Ebene eine gegen ihre

Richtungen beliebig geneigte Gerade und nenne F, G die Durch-

schnitte derselben mit P, Q. Man theile nun die Gerade FG in

H so, dass

GH:HF=P: Q .

Nach der Regel der Zeichen fällt dieser Punct H entweder zwischen

F und G, oder ausserhalb und zwar auf die Seite von F (wo absolut

GH^ HF), oder auf die Seite von G (wo absolut GH<^HF), je

nachdem P und Q einerlei Zeichen, d. i. einerlei Richtungen, oder

entgegengesetzte haben und nachdem alsdann P absolut grösser oder

kleiner als Q ist. Eine durch H mit P und Q parallel gelegte Kraft

R'=P-\-Q, die daher im ersten jener drei Fälle die gemeinschaft-

liche Richtung von P und Q hat und der Summe von P und Q
gleich ist, in den beiden anderen nach der Richtung der jedesmal

grösseren, P oder Q, wirkt und der Differenz von P und Q gleich

ist, wird die verlangte Resultante sein.

b) Nur in dem Falle kann der Punct H nicht angegeben, also

auch die Resultante von P und Q nicht construirt werden, wenn

P= — Q ist, d. i. wenn die zwei zusammenzusetzenden Kräfte ein

Paar ausmachen (vergl. §. 18, Zus.). Denn alsdann wird R' = 0, und

GH: HF= 1 :
— 1 , also GH : FH= 1:1, welcher Proportion, da

F imd G nicht zusammenfallen sollen, streng genommen, nicht Ge-

nüge geschehen kann, der man aber um so näher kommt, je weiter

man H in der Linie FG nach der einen oder anderen Seite hinaus-

rückt. Denn hierdurch nähern sich die Verhältnisse
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GH:FH= P: — Q

immer mehr der Einheit, und R' wird gegen P und Q immer kleiner.

In der Sprache der Analysis ist daher die Pesvltante eines Paares

eitle Kraft von der Intensität Null i?i miendlicher Entfernung.

c] Soll umgekehrt eine gegebene Kraft R' = — R in zivei andere

mit ihr parallele und in derselben Ebene etithaltetie Kräfte P und Q
zerlegt loerden , so schneide eine gerade Linie die Richtung von R'

und die ebenfalls als gegeben vorauszusetzenden Richtungslinien von

P und Q in den Puncten H^ F, G, und man hat nach dem Vori-

gen die Gleichungen:

P —^.R^~FG ^
HG
FG R' Q== HFFG

7? — ^^ 7?'

wodurch mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen der Abschnitte

FG u. s. w. die Intensitäten von P und Q und ihre Richtungen in

Bezug auf R' vollkommen bestimmt werden.

§.27. Mittelst der Theorie der Kräftepaare wollen wir- jetzt

noch die Resultante zweier sich schneidenden Kräfte zu bestimmen

suchen. Seien diese Kräfte durch

FA, FB (vergl. Fig. 12) dargestellt.

Die ihnen das Gleichgewicht haltende

Kraft, deren Richtung ebenfalls durch

F geht und in den Scheitelwinkel von

AFB fällt (Grundsatz V und VII)

sei FC.

Man ergänze den Winkel AFB
zu einem Parallelogramm AFBD, so

ist das Paar FA, DB gleich^virkend

mit dem Paare AD, BF{§. 20). Folg-

lich sind auch die Kräfte FA, FB
gleichwirkend mit den Kräften AD,
BD, folglich die durch F gehende Resultante der beiden ersteren

Kräfte gleichwirkend mit der durch D gehenden Resultante der bei-

den letzteren; mithin ist FD die gemeinschaftliche Richtung der

beiden Resultanten. Da nun wegen des Gleichgewichtes zwischen

FA, FB, FC, durch CF die Resultante von FA, FB dargestellt

wird, so müssen FD und FC in dieselbe Gerade fallen. Ebenso

wird bewiesen, dass, wenn man den Winkel AFC zu einem Paral-

lelogramm AFCE vollendet, die FB in die Verlängerung von EF
fallen muss.

Hiernach ist AD mit FB sowohl, als auch mit EF. und AE

Fig. 12.



44 Lehrbuch der Statik. Erster Theil. §. 28.

mit FC sowohl, als mit DF, parallel. Folglich ist auch ADFE
ein Parallelogramm, mithin FD = EA = CF, d. i. gleich der Re-

sultante von FA und FB , und es wird daher diese Resultante durch

FD nicht allein der Richtung, sondern auch der Grösse nach aus-

gedrückt. — Dies gibt den berühmten Satz vom Parallelogramm der

Kräfte

:

Scimeiden sich die Richtungen zweier Kräfte^ so ist, loenn man

vom, Schneidepuncte aus auf die Itichtungen den Kräften proportionale

Linien ahtrügt und diese zwei Li7iien zu einem Parallelogramm ergänzt,

die durch den Schneidepunct der Kräfte gehende Diagonale des Paral-

lelogramms ihrer Richtung und Grösse nacli die Resultante der beiden

Kräfte.

§. 28. Zusätze, a) Soll eine gegebene Kraft FD in zwei

andere durch F gehende und nach gegebenen Richtungen FG, FH
wirkende Kräfte zerlegt Averden, so ziehe man durch D mit FH,
FG Parallelen, welche FG, FH resp. in A, B schneiden, und FA,
FB werden die gesuchten Kräfte sein.

h) Die Kräfte FA, FB, FC sind resp. den Seiten FA, AD,
DF des Dreiecks DFA gleich, und kommen auch ihren Richtungen

nach mit denselben überein. Sind daher drei Kräfte bloss ihrer In-

tensität nach gegeben, und will man sie dergestalt auf einen Punct

F' wirken lassen, dass sie einander das Gleichgewicht halten, so

construire man aus ihnen ein Dreieck DFA, und es werden die

durch F' mit den Seiten des Dreiecks gleich und parallel gelegten

Kräfte F'A' , F'B', F'C mit einander im GleichgCAvichte sein. —
Kann aus den drei Kräften kein Dreieck construirt werden, ist also

eine Kraft grösser, als die Summe der beiden anderen, so ist auch

zwischen ihnen, wenn sie auf einen Punct wirken, auf keine Weise

Gleichgewicht möglich.

c) In dem aus den drei Kräften gebildeten Dreiecke DFA sind

die Winkel ADF, DFA, FAD resp. den Nebenwinkeln gleich von

denen, welche die auf F oder F' wirkenden Kräfte mit einander

machen, d. i. den Nebenwinkeln von BFC, CFA, AFB.
Alle zioischen den Seiten und Winkeln eines Dreiecks aus der

Trigonometrie bekannten Relationen finden daher auch beim Gleichge-

wichte dreier auf einen Punct wirkender Kräfte zxoischen ihnen selbst

und den Supplementen der von ihnen mit einander gebildeten Winkel

statt. Es verhält sich daher beim Gleichge-wichte

:

FA.FB :FC= sin BFC : sin CFA : sin AFB
,

d. h, jede Kraft ist dem Sinus des von den zwei anderen Kräften
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gebildeten Winkels proportional, — auf analoge Art, wie bei drei

parallelen Kräften im Gleichgewichte jede Kraft mit der gegenseiti-

gen Entfernung der beiden anderen im Verhältnisse war. Diese

Aehnlichkeit der Gesetze für beiderlei Arten von Gleichgewicht

rührt, wie man leicht wahrnimmt, daher, dass parallele Kräfte auch

als solche angesehen werden können, die sich in unendlicher Ent-

fernung unter unendlich kleinen AVinkeln schneiden, und dass die

Sinus dieser Winkel den gegenseitigen Abständen der Parallelen

proportional zu achten sind. Man hätte daher das GleichgeAA'icht

zwischen parallelen Kräften auch unmittelbar aus dem Gleichge-

wichte zwischen Kräften, die sich in einem Puncte treffen, als den

Grenzfall dieses letzteren ableiten können.

Gleichgewicht zwischen vier Kräften in einer Ebene.

§. 29. Die eben erhaltenen Sätze vom Gleichgewichte ZAvischen

drei Kräften in einer Ebene sind, wie sich zeigen lässt, hinreichend,

um die Bedingungen des Gleichgewichtes für irgend ein System auf

einen freien Körper wirkender Kräfte zu entsvickeln. Indessen werde

ich, um zu diesen allgemeinen Bedingungen zu gelangen, von jenen

Sätzen keinen unmittelbaren Gebrauch machen, sondern, von der

Theorie der Paare ausgehend, einen mehr analytischen Weg ein-

schlagen, auf dem sich zuletzt jene Sätze, als die speciellsten Fälle

der allgemeinen Resultate, Avieder finden werden. — Mag hier nur

noch eine einfache Anwendung des Parallelogramms der Kräfte auf

ein System von vier Kräften in einer Ebene eine Stelle finden.

Von vier in einer Ebene ivirhenden Kräften sind die Richtungen

gegehen; man soll hieraus unter der Voraussetzung^ dass sich die

Kräfte das Gleichgeuicht halten, die Verhältnisse ihrer Intensitäten

ßnden.

Vier in einer Ebene enthaltene Gerade bestimmen im Allge-

meinen drei Vierecke, bei deren einem von keiner Seite oder der

Verlängerung derselben die gegenüberliegende Seite innerhalb ihrer

Endpuncte geschnitten wird. Sei ABCD (vergl. Fig. 13, folgende

Seite) dieses eine der drei Vierecke, welche von den Richtungen der

vier Kräfte gebildet werden.

Die Kräfte in den Linien AB, BC, CD, DA heissen resp. j9,

q, r, s; die Resultante \on p und q, welche durch B geht, heisse

t, und die durch D gehende Resultante von r und s nenne man u.



46 Lehrbuch der Statik. Erster Theil.
§. 29.

Weil p, q, r, s, folglich auch t und ti, einander das Gleichgewicht

halten sollen, so sind t und w einander gleich und wirken in der

Diagonale BD nach entgegengesetzten Richtungen. Nimmt man
daher AB, nicht BA, als die Richtung von />, so muss, damit die

Fig. 13.

Resultante t innerhalb des Winkels von p mit q fällt, OB die Rich-

tung von q sein. DB ist dann die Richtung von t, folglich BD die

von ^^, und CD, AD die Richtungen von r, s.

Man construire nun ein Dreieck, dessen Seiten ab, hc, ac mit

AB, CB, DB, als den Richtungen von p>^ ?> t parallel sind, so

verhalten sich (§. 28, h)

p : q: t = ah -.hc : ac
;

und ebenso ist, wenn man über ah ein zweites Dreieck beschreibt,

dessen Seiten da und dh mit AD und AC, als den Richtunsren.

welche s und die Resultante von p und s haben, parallel sind:

p : s = ah : da
,

folglich

s : t = da: ac .

Da ferner s, t, r sich das Gleichgewicht halten, und da, ac

mit den Richtungen der Kräfte s, t parallel, ihnen selbst aber er-

wiesenermaassen proportional sind, so ist cd der Kraft r parallel und
es verhält sich:

s .r = da: cd
,

und somit sind die Verhältnisse zwischen den Intensitäten der Kräfte

gefunden.

Bemerkt man hierbei noch, dass das Viereck ah cd zu dem Vier-

eck ABCD in derselben Eeziehung steht, wie letzteres zu ersterem,

und dass, wenn die Richtung von p gleichlaufend mit ah, nicht mit

ha ist, die Richtung von q gleichlaufend mit hc, nicht mit ch, ge-

nommen werden muss u. s. w., so kann man das erhaltene Resultat

folgendergestalt ausdrücken

:

Wc7i7i V071 ztvei ehenen Vierecken AB CD und ah cd die Diago-
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naleii des einefi mit deii ungleichnamigen Diagonalen des anderen, d. i.

AC mit hd und BD mit ac. und drei Seiten DA, AB. BC des

eine7i mit den gleichnamigen Seiten da,, ab, bc des andere7i parallel

sind, so sind auch die zwei ilbrige?i Seiten CD und cd einander par-

allel; und vier Kräfte,, deren Intensitäten den Seiten des eineii Vier-

ecks proportional sind, und deren Richtungen in die entsprechenden

Seiten des anderen Vierecks fallen und dabei mit den im ersten Vier-

ecke durch die Aufeinanderfolge der Ucken bestimmten Richtungen der

Seiten übereinstimmen, halten einander das Gleichgetvicht.

Drittes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwisclien Kräften in einer

Ebene tiberliaupt.

§. 30. Bei Untersuchungen über das Gleichgewicht eines Sy-

stems von Kräften in einer Ebene verstehe man unter dem Mo-
mente einer Kraft in Bezug auf einen Punet der Ebene das

Moment des Paares (vergL §. 23), welches von der Kraft und einer

ihr gleichen, parallelen und entgegengesetzten durch den Punct ge-

legten Kraft gebildet wird. Der geometrische Ausdruck des Momen-
tes der Kraft AB in Bezug auf den Punct M ist daher das Paral-

lelogramm, zu welchem sich das Dreieck MAB ergänzen lässt, oder

das Doppelte dieses Dreiecks. Der numerische Werth des Moments

aber ist das Product aus der Kraft in ihren Abstand von dem Puncte,

und dieses Product ist nach §. 23 und §.16 positiv oder negativ zu

nehmen, je nachdem die Richtung der Kraft, von dem Puncte aus

beobachtet, von der Rechten nach der Linken z. B. oder von der

Linken nach der Rechten geht, oder, was dasselbe ist: je nachdem,

wenn der Punct unbeweglich wäre, die Ebene um ihn nach der einen

oder anderen Seite zu von der Kraft gedreht werden würde.

Das Moment einer und derselben Kraft ist demnach ihrem Ab-

stände von dem Puncte, worauf sie bezogen wird, proportional, und

kann nur für solche Puncte von gleicher Grösse sein, die in einer

mit der Kraft gezogenen Parallele liegen. Für zwei Puncte, die auf
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t'utjjeo^engesetzten Seiten der Kraft sich betinclcn, haben die Momente
entgegengesetzte Zeichen, und für einen in der Richtung der Kraft

selbst gelegenen Punct ist das Momont gleich Null. Für drei Punete

endlich , die nicht in einer Geraden liegen , kann es keine Kraft

geben, die in Bezug auf dieselben der Grösse und dem Zeichen nach
gleiche Momente hätte.

§.31. Was Avir in dem zweiten Kapitel das Moment eines

Paares genannt haben, ist nichts anderes, als die Summe der Mo-
mente der zwei das Paar bildenden Kräfte

in Bezug auf einen beliebigen Punct der

Ebene des Paares. Denn sind AB, CD
(vergl. Fig. 14) die zwei Kräfte eines Paa-

res, und M der Punct ihrer Ebene, auf

welchen sie bezogen werden sollen, so ist,

wenn man durch M eine der Kraft AB
gleiche, parallele und entgegengesetzte

Figi^- Kraft FG legt, das Moment von AB in

Bezug auf M, gleich dem Momente des

Paares AB , FG, und das Moment von CD in Bezug auf M gleich

dem Momente des Paares CD, GF\ folglich die Summe der Mo-

mente von AB und CD in Bezug auf M gleich der Summe der

Momente der Paare AB, FG und CD, GF, gleich dem Momente

des Paares AB, CD, da die Paare AB, FG und CD, Cr i^ zusam-

men gleichwirkend mit dem Paare AB, CD sind.

Ein Krüftepaar besitzt demnach die merkwürdige Eigenschaft,

dass die Summe der Momente seiner Kräfte ganz unabhängig von dem

Punete ist, worauf die Momente bezogen loerden.

Es ist diese Summe dem Momente der einen Kraft selbst gleich

wenn man dasselbe auf einen in der Richtung der anderen Kraft

liegenden Punct bezieht.

So wie übrigens diese constante Summe der Momente von den

Kräften eines Paares in dem Vorigen das Moment des Paares selbst

genannt wurde, so soll auch in der Folge die Summe der Momente

von den Kräften eines beliebigen Systems in Bezug auf einen ge-

wissen Punct der Ebene, worin das System enthalten ist, das Mo-
ment des Systems in Beziehung auf diesen Punct heissen.

§.32. Dieses vorausgeschickt, seien AB, CD, EF, ... (vergl.

Fig. 15) mehrere in einer Ebene nach beliebigen Richtungen wir-

kende Kräfte. Durch einen Avillkürlich in der Ebene genommenen

Punct M lege man AB', CD', E'F' , ... resp. den Kräften AB,

I
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6'Z>, EF, ... gleich, parallel und nach entgegengesetzten Richtungen.

Alsdann ist das System der Kräfte AB, CD. EF, ..., welches der

Kürze willen S genannt werde, gleichwirkend mit dem Systeme der

Paare AB, A'B', CD, CD'- EF,
E'F'; .... welches W heisse, in Ver- T.

bindung mit dem Systeme der durch A

den Punct M gehenden Kräfte B'A', \ ^ —
.jj\

D'C", F'E', ..., welches man K nenne, \ / /

indem sich in den beiden letzteren Sy- -ü-

—

-ML^^,
stemen die Kräfte A'B', CT)', ... mit /\

^

B'A', D'C, ... aufheben, und bloss die j' ,, ^

Kräfte ^5, CZ^, ... des ersten Systems Fig. i5.

übrig bleiben. — Hinsichtlich des

Gleichgewichtes können nun dabei folgende vier Fälle eintreten

:

J) Jedes der beiden Systeme V und TV ist für sich im Gleich-

gewichte, mithin auch S.

2) V ist für sich im Gleichgewichte, nicht aber IV. S ist dann

gleichwirkend mit TV, und hat daher ein Paar zur Resultante (§. 2:i).

'S) IV ist allein im Gleichgewichte. Alsdann ist »S' gleichwir-

kend mit V, hat also zur Resultante eine einfache Kraft (§. 9, V).

4) Weder V noch JV ist im Gleichgewichte. Die einfache Kraft,

Avelche dann V. und das Paar, welches IV zur Resultante hat. las-

sen sich aber wieder zu einer einfachen Kraft (§. IS) zusammen-
setzen, welche die Resultante des mit V und TV gleichwirkenden

S ist.

TVir ersehen hieraus, dass ein System S von Kräften in einer

Ebene entweder itn Gleichgeicichte ist, oder ein Paar, oder eine ein-

fache Kraft zur Residtante hat. Zugleich aber sind Avir damit in

den Stand gesetzt, die Bedingungen anzugeben, unter denen diese

drei Fälle einzeln stattfinden.

§. 33. Soll zuerst in dem Systeme S Gleichgewicht herrschen,

so ist dieses nicht anders möglich , als wenn von den Systemen V
und TV jedes für sich im Gleichgewichte ist. Sind aber die Paare

AB, A'B', CD, CD'; ..., aus denen TF besteht, im Gleichgewichte,

so ist die Summe der Momente dieser Paare Null (§. 23). Da nun
das Moment des Paares AB, A'B' einerlei mit dem Momente der

einfachen Kraft AB in Bezug auf den in A'B' liegenden Punct M
ist (§. 31), und dasselbe auch rücksichtlich der übrigen Paare gilt,

so ist die Summe der Momente von AB, CD, EF, oder kürzer,

das Moment des Systems S (§. 31), in Bezug auf M, Null; also:

Möbins Werke III. 4
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A. Ist ein System von Kräften, die in eitler Ebene nach beliebi-

gen Richtimgen wirken, itn GlcicltgeicicJde , so ist das Moment des

Systems für Jeden Punct der Ebene Null.

Aus zwei mit einander gleichwirkenden Systemen von Kräften

lässt sich immer ein im Zustande des Gleichgewichtes befindliches

System bilden, wenn man die Kräfte des einen der beiden Systeme

mit entgegengesetzten Richtungen den Kräften des anderen hinzu-

fügt. Da nun zwei einander gleiche und gerade entgegengesetzte

Kräfte in Bezug auf denselben Punct offenbar auch gleiche und ent-

gegengesetzte Momente haben, so können wir den vorigen Satz auch

folgenderweise ausdrücken

:

Ztcei gleiclncirkende Systeme vo?i Krüfteii in einer Ebetie haben

in Bezug auf einen und denselben Punct der Ebene gleiche Momente.

— Das Moment eines Systems, welches ein Kräftepaar, oder eine

einfache Kraft zur Resultante hat, ist daher dem Momente des Paa-

res, oder der einfachen Kraft gleich: also mit Berücksichtigung der

Eigenschaften dieser letzteren Momente (§§. 30. 31):

B. Hat ein in einer Ebene enthaltenes System ein Kräftepaar zur

Residtante, so ist das Moment des Systems für keinen Punct der Ebene

Null, für alle aber von einer und derselben Grösse.

C. Reducirt sich das System auf eine einzige Kraft, so sind seitie

Mome7ite nur für diejenigen Puncte der Ebene Null, welche in der

Resultante selbst liegen, und überhaupt sind die Momente, icelche das

Systetn für irgend drei, nicht in evier Geraden liegende Puncte hat,

nicht alle drei einander gleich.

Da es ausser diesen drei Fällen A, B und C keinen anderen

noch gibt, so ist es gestattet, auch umgekehrt zu schliessen:

A*. Hat man ei?i System ton Kräften in einer Ebene, und sind

für drei Puncte der Ebene, icelche nicht in einer Geraden liegen, die

Momente des Systems einzeln Nidl, so ist das System im Gleichge-

loichte, und sein Moment auch für Jeden vierten Punct der Ebene Null.

B*. Sind für gedachte drei Puncte die Momente nicht Null, Je-

doch von gleicher Grösse, so reducirt sich das System axf ein Kräfte-

paar, und sein Moment ist für Jeden vierten Punct der Ebene von der-

selben Grösse.

C*. Wird keine dieser beiden Bedingungen erfüllt, so hat das

System eitie einfache Kraft zur Resultante.

§. 34. Um von dem Vorigen eine einfache und zugleich für

das Folgende nutzbare Anwendung zu machen, wollen wir bei dem
Parallelogramm OACB (vergl. Fig. 16, a) das Moment der drei durch
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OA, OB, CO dargestellten Kräfte in üezug auf die drei Puncte O,

A, B betrachten.

Weil O ein Punct in der Richtung jeder der drei Kräfte ist, so

ist in Bezug auf ihn das Moment jeder

derselben gleich Null , also auch die

Summe dieser Momente oder das Moment
der drei Kräfte gleich Null.

In l^ezuff auf A sind die Momente

von OB und CO einander entgegenge-

setzt, und ihrem absoluten Werthe nach

einander gleich, weil es die Dreiecke

AOB und ACO sind, deren Doppelte

diese Momente ausdrücken. Es ist mit-

hin die Summe derselben gleich Null,

und da in Bezug auf A das Moment von

OA gleich Null ist, so ist fiir A das

Moment aller drei Kräfte gleichfalls gleich Null.

Ebenso wird bewiesen, dass auch in Bezug auf den Punct B
das Moment dieser Kräfte gleich Null ist.

Da also für jeden der drei Puncte 0, A, B das Moment der

drei Kräfte Null ist, und diese Puncte nicht in einer Geraden lie-

gen, so sind die Kräfte im Gleichgewichte, und ihr Moment auch für

jeden vierten Punct ihrer Ebene Null, oder, was dasselbe ausdrückt:

OC ist die Resultante von OA und OB (§. 27) und für jeden Punct

H in der Ebene dieser Kräfte ist die Summe der Dreiecke HOA
und HOB dem Dreiecke HOC gleich: d. h.

Von drei Dreiecken in einer £be7ie, icelche eine gemeinscJiaftUclic

Ecke H und zu gegenüberstehenden Seiten zwei a7istosse?ide Seiteti OA
und OB, tmd die durch die denselben gemehischaftliche Ecke gehende

Diagonale OC eines Parallelogramms haben ^ ist die Sum?ne der beide?}

ersten Dreiecke HOA z/nd HOB dem driften HOC gleich.

Nur hat man in dieser Formel, wenn sie allgemeine Gültigkeit

haben soll, stets die Vorzeichen der Dreiecke gehörig mit zu

berücksichtigen, und, nach der in §. 30 für die Momente gegebenen

Regel, jedes Dreieck positiv oder negativ zu nehmen, jenachdem,

von der in seinem Ausdrucke zuerst gesetzten Ecke H aus, die Rich-

tung von der zweiten nach der dritten nach rechts z. B. oder nach

links gehend erscheint. So haben in Fig. 16, a die drei Dreiecke

HOA, HOB. HOC einerlei Zeichen; dagegen liegt in Fig. 16, b

(folgende Seite) der Punct H so, dass dem Dreiecke HOB das ent-

gegengesetzte Zeichen der beiden übrigen zukommt.
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Auch in dem Folgenden hat man, wenn Dreiecksilächen durch

Neheneinanderstelhing der die Ecken bezeichnenden Buchstaben aus-

gedrückt Averden, auf die Ordnung der Buchstaben immer mit Rück-

sicht zu nehmen und hiernach das Vor-

, zeichen der Fläche zu beurtheilen. Man
/ lasse nämlich, was mit der vorigen Be-

^k- 'Z^l^ Stimmung auf dasselbe hinauskommt, um
\ -rr

^-^^/^^ / den im Ausdrucke zuerst gesetzten Punct

/
"

/^v^^^^ / ^"^^ ^'*^^^ ^^^ ausgehende Gerade sich der-

/ / y^^^
I ffestalt drehen, dass ihr Endpunct von dem

l/yl \ / zweiten nach dem dritten Puncte des Aus-

fj^
—

-f
2—^ drucks fortgeht, sie selbst also die Fläche

Fig, i,3_ 5. des Dreiecks beschreibt; und jenachdem

der Sinn dieser Drehung mit dem voraus

festgesetzten positiven Sinne der Drehung in der Ebene überein-

stimmt oder nicht, lege man der Fläche einen positiven oder

negativen Werth bei.

Wie man leicht sieht, haben hiernach von den sechs möglichen

Ausdrücken

ABC, BCA, CAB ,
ACB , BAC , CBA

für eine Dreicksfläche, deren Ecken A, B, C sind, die drei ersteren

einerlei Zeichen, die drei letzteren aber das entgegengesetzte der

ersteren.

§. 35. Zusätze, a) Der geometrische Satz des §. 34 kann noch

folgendergestalt ausgedrückt werden: Legt man durch eine Ecke O
eines Dreiecks OCH in seiner Ebene zwei sich unter einem belie-

bigen Winkel schneidende Axen m und w., und projicirt auf sie

durch Parallelen mit ihnen eine der beiden anderen Ecken, C, so

ist, wenn A und B diese Projectionen von C auf m und n sind, das

Dreieck OCH gleich der Summe der beiden Dreiecke OAH und

OBH, die man erhält, wenn man in dem Ausdrucke des ersteren

für die Ecke C successive ihre Projectionen setzt.

b) Auf gleiche Weise hat man, wenn F und G die Projectionen

von H auf dieselben Axen m und n sind:

OAH=^ OAF+OAG
,

OBH= OBF+OBG .

Weil aber Oj A, i^ sowohl, als 0, B, G, in gerader Linie lie-

gen, so ist jedes der Dreiecke OAF und OBG Null, und daher

OAH= OAG , OBH= OBF
,
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folglich

OCH= OAH-\- OBH= OAG-\- OBF= OAG—OFB .

c) "Werden m, n zu zwei Coordinatenaxen genommen, so sind

0-4, OB die Coordinaten von C, und OF^ OG die Coordinaten

von H. Mittelst der letzterhaltenen Formel lässt sich dann leicht

der Inhalt eines Dreiecks OCH, dessen eine Ecke der Anfangspunct

der Coordinaten ist, durch die Coordinaten der beiden anderen Ecken
ausdrücken. Bezeichnet nämlich in dem Ausdrucke GAG eines

Dreiecks der zuerst gesetzte Buchstabe O den Anfangspunct der Co-

ordinaten, der zweite A einen Punct in der Axe w, der dritte G
einen Punct in der Axe 7i, und ist u der Winkel, um welchen nach

dem vorher festgesetzten positiven Sinne der Drehung der positive

Theil von m gedreht werden muss, bis er mit dem positiven Theile

von n zusammenfällt, so ist immer nicht allein rücksichtlich des ab-

sokiten Werthes, sondern auch mit Hinsicht auf das Zeichen, der

Inhalt des Dreiecks OAG dargestellt durch

OAG = ^_.OA. OG.sina .

Denn liegen A und G von O nach den positiven Seiten der

Axen m und 7i zu, und ist o:<^180°, so sind sämmtliche Factoren

des den Werth von OAG ausdrückenden Products positiv, und man
überzeugt sich durch unmittelbare Anschauung, dass dann nach der

zu Ende des §. 34 gegebenen Regel auch die Dreiecksfläche OAG
einen positiven Werth hat. Eben so leicht gewahrt man, dass, wenn
entweder A von der positiven auf die negative Seite von 771 rückt

und damit OA negativ wird, oder wenn G negativ wird, oder wenn
sin« es wird, jedesmal auch die Fläche OAG ihr Zeichen ändert,

und dass somit letztere Formel allgemeine Gültigkeit hat.

Bezeichnet man daher die Coordinaten von C mit a, h und die

von H mit f, g, so ist in jedem Falle

OA G = \ag sin u , ebenso OFB = \fb sin a
,

und ergibt sich nach der Formel in b) als Atisdruck des Inhaltes des

Dreiecks OCH durch die Coordinaten seiner Ecken

:

OCH=\{ag—fb) sin« .

§. 36. Um jetzt, den in §. 33 erhaltenen Resultaten gemäss,

irgend ein vorgelegtes System von Kräften in einer Ebene leicht be-

urtheilen und, falls es eine Resultante hat, dieselbe berechnen zu

können, wollen wir alle Puncte der Ebene auf zwei Axen von Co-
ordinaten X und y beziehen. Der Winkel der Axe der y mit der

der X sei gleich « (von dessen Bestimmung dasselbe gelte, was in
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§. 35 von der Bestimmung des Winkels der Axe n mit m gesagt

•worden).

Indem wir nun, wie \n dem Vorhergehenden, eine in der Ebene

wirkende Kraft C ihrer Intensität und Richtung nach durch eine

gerade Linie AB ausdrücken, seien die Coordinaten des Punctes A
mit X

, y ; die des Punctes B mit x -\- X, y -{- Y bezeichnet. Hier-

nach sind X und Y die Projectionen der Linie AB auf die Axen

der X und der y, und stellen damit zugleich Kräfte vor, zu denen

sich die Kraft P ebenso, Avie die Linie AB zu ihren Projectionen

verhält.

Durch X, ^/, X, Y ist daher die Kraft vollkommen bestimmt:

durch X, y ein Punct ihrer Richtung, und durch X, Y ihre Inten-

sität und die Winkel ihrer Richtung mit den Coordinatenaxen, —
die Winkel schon durch das Verhältniss X : Y. Ist nämlich cp der

AVinkel, den die Kraft AB = P mit der Axe der x macht, d. h. der

Winkel, um welchen diese Axe nach dem vorher als positiv bestimm-

ten Sinne gedreht werden muss, bis sie mit P parallel Avird, und

ihre positive Richtung mit der Richtung von P selbst, nicht mit der

entgegengesetzten, übereinkommt, so folgt aus der Betrachtung des

Dreiecks, welches von AB und von den durch A und B mit den

Axen der x und y gelegten Parallelen gebildet wird:

p _ X _ y
sin a sin (a— cp) sin (p

'

wodurch sich X und Y aus P und rp, und umgekehrt P und cp aus

X und y, finden lassen.

In der analytischen Geometrie ist es gewöhnlich, einen Punct,

dessen Coordinaten x und y sind, durch {x, y) auszudrücken. Auch

hier werde ich von dieser Abkürzung Gebrauch machen, und zu-

gleich auf analoge Weise eine Kraft, deren Projectionen auf

die Axen der x und y resp. X und y sind, mit (X, Y) bezeichnen.

Eine andere Kraft (X', Y') ist hiernach mit (X, Y) parallel,

wenn X' : X == Y' : Y, und jenachdem der Exponent dieser Ver-

hältnisse positiv oder negativ ist, haben die beiden Kräfte einerlei

oder entgegengesetzte Richtungen. Die Kräfte (X, Y) und (— X,
— Y) bilden daher im Allgemeinen ein Paar, halten aber einander

das Gleichgewicht, wenn die parallelen Richtungen beider zusammen-

fallen. (X, 0) ist der Ausdruck einer mit der Axe der x parallel

wirkenden Kraft X, sowie (0, Y) die Kraft Y in einer mit der Axe

der y parallelen Lage vorstellt; u. s. av.

§. 37. Bezeichnet den Anfangspunct der Coordinaten, so ist,

wie man aus der analytischen Geometrie weiss, und wie auch in
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§. 35 durch statische Betrachtungen erwiesen Avorden, der doppelte

Inhalt der Dreiecksfläche OAB, von deren Ecken A und B die

Coordinaten resp. x, y und .r + X, z/ + Y sind,

2 OAB = {x[ij -{- Y]— ij [x + X]) sin a = {xY—y X) sin a .

Dies ist also zugleich das Mome7it der durch den Punct (x, y)

gehenden Kraft (X, Y) in Bezug auf den Anfangspunct der Coordi-

naten.

Wird das Moment nicht in Bezug auf den Anfangspunct, son-

dern für irgend einen anderen Punct H der Ebene, dessen Coordi-

naten /, g sind, verlangt, so kommt, weil für diesen als Anfangs-

punct die vorigen Coordinaten x, y in. x—/", y— g übergehen

:

[[x-f)Y-{y-g)X]^ina .

Hat man daher ein System von Kräften (X, Y), (X', Y'),

{X", Y"), ... in einer Ebene, welche resp. durch die Puncte {x, y),

{x', y'), [x", y"), ... gehen, so erhält man das Moment des ganzen

Systems in Bezug auf den Punct H oder (/, g), wenn man nach

letzterer Formel das Moment jeder Kraft einzeln entwickelt und alle

diese Momente in eine Summe bringt.

Dies gibt, xoemi das Moment des Systems in Beziehung aufH mit

[H] bezeichnet., und die von den Coordinaten dieses Bundes imahhän-

gigen Summen
X -j- X' -f X" + = A
Y+ r +Y" H- = 5
xY—yX-\-x'Y' — y'X' + ... = N

gesetzt loerden:

{H) = {gA—fB-\-X')^ina .

Mit Hülfe dieses Ausdrucks für das Moment eines Systems von

Kräften in einer Ebene lassen sich nun alle hierher gehörigen Auf-

gaben ohne Schwierigkeit lösen.

§. 38. Soll erstlich das System im Gleichgewichte sein, so muss

für jede Lage des Punctes H in der Ebene, also für alle Werthe,

die f und g annehmen können, das Moment [H) = sein (§. 33, A).

Dieses ist aber nicht anders möglich, als wenn:

A = , B = , N= ;

und umgekehrt wird, wenn diese Gleichungen erfüllt werden, für

jeden Ort von H, [H] = 0, und findet somit Gleichgewicht statt

(§. 33, A*).

Daher sind diese drei Gleichungen die nothicendigen und hinreichen-

den Bedingungen für das Gleichgeicicht.
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Die zwei ersten drücken aus, dass die Summe der Projectionen

der Kräfte auf die Axe der a-, und die Summe der Projectionen auf

die Axe der y, jede für sich, gleich Null ist. Die dritte Gleichung

gibt zu erkennen, dass das Moment des Systems in Bezug auf den

Anfangspunct der Coordinaten gleich Null ist. Denn versetzt man
H in den Anfangspunct, so werden f und g gleich Null und damit

[H) = N sin a

.

Uebrigens ^^'ürde man zu diesen drei Bedingungsgleichungen

schon gekommen sein, Avenn man nur für drei Puncte [f. g), {f\ g'),

{f'i 9")i '^^'t)bei nicht die Relation

f[9 - 9") +f {9"- 9) +f"{9- 9) =
obwaltet, das Moment gleich Null gesetzt hätte; — übereinstimmend

damit, dass, wenn das Moment für drei Puncte der Ebene, die nicht

in einer Geraden liegen, gleich Null ist, es damit auch für alle

übrigen Puncte der Ebene verschwindet.

§. 39. Soll zweitens sich das System auf ein Paar reduciren,

so muss [H) für jede Lage des Punctes H von constanter Grösse,

also unabhängig von f und g sein (§. 33, B). Dies führt zu den

zwei Gleichungen A = 0, B = Q, wodurch (H) den constanten

Werth N sin a erhält, Avelcher nicht Null sein darf. Sind umgekehrt

A und B gleich Null , so ist [H) für alle Werthe von f und g von

derselben Grösse, und das System, wenn es nicht im Gleichgewichte

ist, hat ein Paar zur Resultante (§. 33, B*), dessen Moment seinem

Sinne und seiner Grösse nach durch iS" sin a gegeben ist.

Die Bedingungen, dass die Summen der Projectionen der Kräfte

auf die Axen der x und y einzeln gleich Null sind, sind demnach
hinreichend und notliAvendig, um uns zu vergewissern, dass das

System, wofern es nicht im Gleichgewichte ist, sich auf ein Kräfte-

paar reducirt. Man bemerke hierbei noch, dass, wenn die Kräfte

durch Parallelen mit der Axe der y (der x) auf die Axe der x (der

y) projicirt werden, und die Summe der Projectionen Null ist, sie

dieses bleibt, wenn man statt der Axe der x (der y) irgend eine

andere Gerade der Ebene zur Projectionslinie wählt. Da also die

Lage der Geraden, auf welche projicirt vnvd, hierbei nicht in Rück-
sicht kommt, so können wir, diese Gerade ganz unerwähnt lassend,

das eben erhaltene Resultat folgendergestalt ausdrücken:

Werde)i die Kräfte zu zioeien Malen, Jedes Mal durch Parallelen

mit ei?ier anderen Richttmg in der Ebene, projicirt, und ist beide Male
die Summe der Projectionen Null, so halten sich die Kräfte das Gleich-

gewicht, oder sie reduciren sich atf ein Paar, und die Smnme der
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Projectionen ist auch für Jede dritte Richtung der projicirenden Pa-

rallelen Null.

Denken wir uns die Projectionen als in der Axe selbst, worauf

projicirt wird, wirkende Kräfte, so können wir statt des Ausdrucks:

die Summe der Projectionen sei Null, nach §. 14, d auch sagen: die

Projectionen der Kräfte seien im Gleichgemchte mit einander.

§. 40. Werden die Bedingungen A = 0, B = nicht erfüllt,

so hat das System eine einfache Resultante. Sie sei (X^ , YJ, und

{x^, y,) ein beliebiger Punct ihrer Richtung. Da die Resultante, in

gerade entgegengesetzter Richtung genommen, mit dem Systeme das

Gleichgewicht hält, so hat man, um sie zu bestimmen, nur die Be-

dingungen für das Gleichgewicht zwischen den Kräften des Systems

und einer durch den Punct (x^
, ^/J gehenden Kraft (— X^, — 1",)

niederzuschreiben. Diese Gleichungen sind (§. 38):

— X, + ^ = ,
— i; + 5 = ,

-x,Y,+y,X, + N=0 .

Hieraus folgt:

X,==A, Y, = B. x,B— y,A = N.

Nach den zwei ersten dieser drei Gleichungen sind die Projec-

tionen der Resultante auf die Axen der x und ij resp. den Summen
der Projectionen der gegebenen Kräfte auf dieselben Axen gleich,

oder mit anderen Worten (vergi. §. 39)

:

Werden die Kräfte und ihre Resultante auf eine und dieselbe

Linie der Ebe?ie projicirt, so ist die Projection der Resultante die Re-

sultante der Projectionen der Kräfte.

Hiermit ist die Resultante ihrer Grösse und den Winkeln nach,

die sie mit den Axen bildet, bestimmt.

Die dritte Gleichung gibt je zwei zusammengehörige Werthe der

Coordinaten eines Punctes in der Richtung der Resultante und ist

daher die Gleichung dieser Linie, deren Lage somit vollkommen

bestimmt ist. Auch erkennt man aus den Coefficienten von x^ und

1/, , dass diese Linie, wie gehörig, mit den Axen der x und y dieselben

Winkel macht, welche sich aus den Werthen von X^ und Y^ für

die Richtung der Resultante ergeben. Findet sich iV=0, so geht

die Resultante durch den Anfangspunct der Coordinaten.

Zusatz. Auf eben die Art, wie wir jetzt von einem Systeme,

welches eine einfache Resultante hatte, dieselbe fanden, lässt sich

auch der Fall in §. 39, wo A und B gleich Null, behandeln, indem

man durch Hinzufügung zweier Kräfte das Gleichgewicht herzustellen
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sucht. Deun man sieht sogleich, dass durch den Zusatz einer ein-

zigen Kraft die Summen der Projectionen nicht mehr gleich Null

bleiben können, wie doch zum Gleichgewichte erforderlich ist. Seien

daher (

—

X^, — Y^), (— X, , — YJ ^^^ zwei neuen Kräfte und

[•^n l/i)} (•'^2' y^) Puncte ihrer Richtungen, so hat man, wenn diese

Kräfte mit dem System im Gleichgewichte sein sollen:

— X, — X, + ^ = , — y, — y^ + i? = ,

— Ä-, y, + y, X, — x^ Y^ + «/., X^ + iY= ,

folglich, weil A und B gleich Null sind:

Xo = ^15 ^2 = ^i ?

d. h. die zwei neuen Kräfte bilden ein Paar (§. 36). Die dritte Glei-

chung aber drückt bloss aus, dass das Moment dieses Paares dem
Momente des gegebenen Systems gleich ist, ohne etwas weiteres über

die Grösse der Kräfte und ihre Richtungen kund zu geben, — über-

einstimmend mit dem in §. 39 erhaltenen Resultat und mit der

Eigenschaft der Paare, dass sie in ihrer Ebene, Avohin man will, ver-

legt werden können.

§. 41. Eine besondere Betrachtung verdienen noch die zwei

speciellen Fälle, Avenn sich alle Kräfte des Systems in einem Puncte

schneiden, und wenn sie alle mit einander parallel sind.

Den ersteren Fall anlangend, nehme man der Einfachheit willen

den gemeinschaftlichen Schneidepunct der Richtungen zum Anfangs-

puncte der Coordinaten. Hierdurch wird das Moment einer jeden

Kraft in Bezug auf den Anfangspunct, als einen Punct ihrer Rich-

tung, gleich Null (§. 30). Es ist daher auch N, oder die Summe
aller Momente in Bezug auf den Anfangspunct, gleich Null, und es

bleiben für das Gleichgewicht eines solchen Systems nur

A = und B =
als Bedingungsgleichungen übrig. Werden sie nicht erfüllt, so hat

das System eine durch den Anfangspunct gehende Resultante (X,
,

y,), wo
X,=A , Y,=B •

d. h. : Wenn sich alle Kräfte des Systems in einem Ptmcte schneiden^

so hat das System eine den gemeinschaftliche?! Durchschnitt der Kräfte

treffende Restdta7ite {A, B).

§. 42. Zusätze, a) Die zwei Gleichungen ^ = 0, ^ = er-

gaben sich in §§. 38 und 39 als die Bedingungen, unter denen das

Moment irgend eines Systems von Kräften in einer Ebene für jeden
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Punct der Ebene entweder Null oder überhaupt constant war. Dem
jetzt Gefundenen gemäss können wir diese Bedingungen für die

Unveränderlichkeit des Moments auch so ausdrücken:

Die Kräfte mässe?i, ivetiti sie parallel mit sich fortgeführt loerden^

so class ihre Richtimgen sich in einem Puncte schneiden^ einander das

Gleichgeicicht halten.

Dasselbe fliesst auch aus §. 32, wo, wenn das System *S' im

Gleichgewichte sein oder sich auf ein Paar reduciren soll, das System

F, d. h. die parallel mit den Kräften des Systems *S' durch einen

und denselben Punct gelegten Kräfte, im Gleichgewichte sein müssen.

h) Besteht das System nur aus zwei sich schneidenden Kräften,

so nehme man die Richtung der einen Kraft zur Axe der x^ die

Richtung der anderen zur Axe der y, und bezeichne daher die Kräfte

mit (X, 0), (0, Y). Hieraus folgt

A = X , B= Y
,

und die Resultante ist (X, Y). Von zwei sich schneidenden Kräften

wird folglich die Resultante ebenso gefunden, wie aus den zwei Pro-

jectionen einer Linie sie selbst hergeleitet Avird, also dadurch, dass

man aus den zwei Kräften ein Parallelogramm, das Parallelo-

gramm der Kräfte (§. 27), construirt, von welchem dann die durch

den Schneidepunct der Kräfte gehende Diagonale die Resultante

ihrer Grösse und Richtung nach vorstellt.

c) Die Projectionen einer Kraft auf die beiden Axen sind daher

nichts anderes, als die zwei Kräfte, welche man erhält, indem man
erstere Kraft in irgend einem Puncte ihrer Richtung in zwei andere,

parallel mit den beiden Axen zerlegt. In dieser Bedeutung die Pro-

jectionen genommen, wird umgekehrt die Richtigkeit des obigen

Verfahrens, um von mehreren auf einen Punct wirkenden Kräften

die Resultante zu finden, noch einleuchtender. Es sind nämlich

X, = x + x' + ... und y, = y-h r' + ...

die in den Axen der x und g wirkenden Resultanten der zwei Sy-

steme, die durch Zerlegung jeder Kraft des gegebenen Systems nach

diesen zwei Axen hervorgehen. Die Resultante von X, und y,

,

oder die Kraft (X,, Y^), muss folglich die Resultante des ganzen

Systems sein.

§.43. Der zweite specielle Fall, dem wir noch Aufmerksam-

keit Avidmen wollen, ist der, wenn alle Kräfte des Systems einander

parallel sind. Werde dann, um möglichst einfache Formeln zu er-

halten, die Axe der x mit den Kräften parallel gelegt, so sind, wel-

ches auch die Richtung der Axe der y sein mag, Y, Y', Y", ...
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gleich Null. X, X', X", ... drücken dann die Kräfte des Systems

selbst aus, und es werden:

B = ,
N=—tjX— z/X' — y"X"— ...

Die drei Bedingungen des Gleichgewichtes (§. 38) reduciren sich

hiermit auf die zwei:

A = , N= ,

d. h. lVe)i7z alle Kräfte des Systems ei7iander parallel sind und Gleich-

geiüicht stattfinden soll ^ so müsseji die Summe der Kräfte und die

Summe ihrer Momente in Bezug auf einen heliehigeti Punct der Ebene

beiderseits gleich Null sein.

Ist bloss A = ^ so hat das System ein Paar zur Resultante,

dessen Moment gleich N sin «

.

Wenn A nicht gleich Null ist, so reducirt sich das System auf

eine einfache Kraft. Sei diese, wie in §. 40, {X^, Y^), und {x^, ij^)

ein Punct ihrer Richtung, so ist nach den dortigen Formeln:

X, = A, Y, = 0, —y,A = N.
Die Resultante ist demnach [A^ 0), d. h. mit der Axe der x pa-

rallel, also parallel mit den Kräften des Systems, und der Summe
derselben gleich. Der Abstand y^ der Resultante von einem belie-

bigen Puncte der Ebene ergibt sich aus den Kräften X, X', ... und

ihren Abständen y, ?/', ... von demselben Puncte mittelst der dritten

Gleichung und ist:

N_ yX + y'X'+y"X'-^...
^'"~ A" X+ X'-H X"+...

Wird dieser Punct in der Resultante selbst genommen, sind also

y^ y\ y'-i •• die Abstände der Kräfte von ihrer Resultante, so ist

?/j = und

2/X + 3/'X' + 2/"X" + ... = .

Bei bloss zwei Kräften hat man

yX-{-y'X' = ,

folglich

y:y' = X' :
- X

;

d. h. die Abstände zweier parallelen Kräfte von ihrer Resultante,

die in diesem speciellen Falle ebenso, wie in dem allgemeinen, mit

den Kräften parallel geht und ihrer Summe gleich ist, verhalten sich

umgekehrt wie die Kräfte, und die Kräfte liegen, wenn sie einerlei

Richtung haben, auf entgegengesetzten Seiten der Resultante (vergl.

§. 26).

I
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(Teometrisclie Folgerungen.

§. 44. Das Moment eines Systems von Kräften in einer Ebene

ist entweder für alle Puncte der Ebene von constanter Grösse

(§. 39), — Nnll mit eingeschlossen, wo Gleichgewicht stattfindet —
oder es ist von einem Puncte zum anderen veränderlich, und alsdann

lässt sich aus den Kräften des Systems eine neue Kraft, die Resul-

tante, finden von der Beschaffenheit, dass für jeden Punct der Ebene

das Moment des Systems dem Momente dieser neuen Kraft gleich ist.

Da nun das Moment einer Kraft AB in Bezug auf den Pimct

M dem doppelten Inhalte des Dreiecks 31AB gleich ist (§. 37), so

lässt sich der voranstehende Satz von den Momenten auf folgende

Art rein geometrisch darstellen:

Hat mafi ein System fferader Linien AB, CD, ... in einer Ebene,

so ist die algebraische {§. 34) Summe der Dreiecke MAB , MCD , . .
.

,

welche diese Linien zu Grundlinien und einen und denselben Punct M
der Lbene zur gemeinschaftlichen Spitze haben, entioeder für jeden Ort

dieses Punctes von einerlei Grösse, oder von einem 0?'te zum anderen

veränderlich. Im letzteren Falle aber lässt sich in der Ebene noch

eine Linie von solcher Lage und Grösse angeben, dass für jeden Punct

der Ebene jene Summe von Dreiecken dem Dreiecke gleich ist, loelches

denselben Punct zur Spitze und diese letztere Linie zur Basis hat.

Wir wollen jetzt diesen Satz mit Hülfe der Geometrie selbst zu

beweisen suchen, indem dieses zu mehrerer Veranschaulichung eini-

ger der vorigen Sätze dienen, und zur Entwickelung einiger neuen

das Gleichge^svicht betreffenden Beziehungen Gelegenheit geben wird.

Um aber den Beweis in möglichster Allgemeinheit führen zu können,

ist es nöthig, folgende Sätze vorauszuschicken.

§. 45. Lehnsätze. 1) Sind A, B, C (hei in einer Geraden

liegende Puncte, D ein vierter ausserhalb der Geraden, so ist, ebenso

wie in §. 25

AC=AB + BC=AB—CB ,

u. s. w. war, auch mit Vorsetzung von D, das Dreieck

DAC= DAB -{- DBC = DAB— DCB= u. s. w.

und es verhalten sich:

AB.BC: CA= DAB.DBCDCA .

Nur müssen dabei nach der in §. 34 gegebenen Regel stets die Vor-

zeichen der Dreiecke gehörig berücksichtigt werden.
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2) Ist iJi ein beliebiger Punct in der Ebene des Dreiecks ABC,
so ist immer

MAB 4- MB C+ MCA = ABC .

Beweis. Von den drei Geraden, welche M mit den Ecken des

Dreiecks verbinden, Avird wenigstens eine, es sei AM, die der Ecke

A gegenüberliegende Seite BC schneiden. Geschehe dieses in Z,

so ist nach 1)

ABC=ABZ-\-AZC
]

^ weil B, C, Z
3IBZ = MBC-\-MCZ j

BZA= BZM-\- BMA \ ., ,

\ weil A, 31, Z
CAZ = CA3I+ CMZ /

'
'

in einer Geraden liegen. Addirt man diese vier Gleichungen und

bemerkt, dass nach §. 34

ABZ = BZA
,

u. s. w., so erhält man die zu beweisende Gleichung, die daher rich-

tig ist, mag 31 innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks ABC liegen,

wenn nur die Vorzeichen der Dreiecke gehörig beachtet werden.

3) Ebenso, wie nach dem jetzt Erwiesenen, die algebraische

Summe der drei Dreiecke, welche die Seiten eines Dreiecks zu

Grundlinien und einen Punct M in der Ebene des letzteren zur ge-

meinschaftlichen Spitze haben, dem letzteren Dreiecke selbst gleich,

und daher von der Lage von 31 unabhängig ist. so ist auch bei

jedem ebenen Vielecke von mehreren Seiten die algebraische Summe
der über den Seiten sich erhebenden und in einer gemeinschaftlichen

Spitze 31 zusammenstossenden Dreiecke für jeden Ort von 31 in der

Vielecksebene von gleicher Grösse.

Denn sind A, B, C, D die vier auf einander folgenden Ecken

eines Vierecks, so ist diese Summe

31AB + 3IB

C

-f- MCD + 3IDA
= 31AB + 3IB C -{-3ICA + 31A C+ MCD + MDA ,

weil

3ICA -h MA C= .

Letztererer Ausdruck der Summe zieht sich aber nach §. 45 , 2 zu-

sammen in

ABC^ACD
und ist daher von 31 unabhängig.

Sind ferner A, B, C, D, E die fünf auf einander folgenden

Ecken eines ebenen Fünfecks, so ist die Summe der fünf Dreiecke
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MAB + MB C+ MCD + MDE-\- MEA
= 31AB + MB C+ 31CD -f- 3II)A + 31AD + 31DE + 3IEA
= ABC -\-ACD + ADE ,

also gleichfalls von 31 unabhängig-: und auf dieselbe Art lässt sich

die Unabhängigkeit der Summe 3IAB-\-... von ilf auch bei jedem

mehrseitigen Vielecke darthun.

Ist nun das Vieleck ein gewöhnliches, d. h. von der l)eschaffen-

heit, dass keine zwei seiner Seiten sich innerhalb ihrer Grenzpuncte

schneiden, so erhellt ohne Weiteres, dass die Summe

ABC-[- ACD + ...

den Flächeninhalt des Vielecks ausdrückt. Der Analogie nach wird

daher auch in dem Falle, wenn der Perimeter des Vielecks, bevor

er in sich zurückkehrt, sich selbst ein oder mehrere Male schneidet,

dieselbe von 31 unabhängige, von jeder Seite aber auf gleiche Weise

abhängige Summe 31AB -\- 31BC -{- . . . der Inhalt des Vielecks
genannt werden müssen.

Liegen z. B. die vier Ecken A, B. C, D eines Vierecks so, dass

von den vier Seiten AB, BC, CD, DA die

erste und dritte sich innerhalb ihrer Eud-

puncte in G (vergl. Fig. 17) schneiden, so

haben die zwei Dreiecke der Summe

ABC-^ACD
entgegengesetzte Zeichen und die Summe ist

dem Unterschiede der Dreiecke
Fi?. 17.

GBC—GAD
gleich. Als der Inhalt eines solchen Vierecks ist daher dieser Unter-

schied anzusehen, so dass, wenn DB mit AC parallel läuft, und
mithin GBC und GAD einander gleich sind, der Inhalt gleich

Null i?t.

Von der Summe der Dreiecke

3IAB-^31BC+...
kann man sich eine sehr anschauliche Vorstellung machen, wenn
man sich, wie in §. 34, jedes dieser Dreiecke durch die Bewegung
einer geraden Linie um 31, als um den einen ihrer Endpuncte, ent-

standen denkt, während der andere Endpunct die gegenüberstehende

Seite AB, oder BC, ... durchläuft.

Die Summe de)- Dreiecke 31A B , 3IB C, .... ode?' die Flache

des Vielecks, lüsst sich dcüier als die Fläche hetrachten, welche erzeugt

icird., indem eine Gerade, tvelche von einem willkürlich in der Viel-

ecksehene zu hestimmenden Puncfe 31 ausgeht, mit ihrem anderen End-
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Fig. 18.

puncte den Perimeter des Vielecks hescJireibt; nur dass dabei Theile

der Fläche, hei weichest die Beicegung um M nach entgegengesetztem

Sinne geht, als sich gegenseitig aufhebend genommen werden müssen.

Uebrigens werden wir, wie gewöhnlich, die Fläche eines Viel-

ecks durch Nebeneinanderstellung der Ecken in der Ordnung, nach

welcher sie im Perimeter auf einander folgen, ausdrücken, so dass

hiernach von dem Vierecke AB CD z. B. das Viereck BCDA weder

der Grösse noch dem Zeichen nach verschieden ist, dagegen ^4Z>C5

ein Viereck ausdrückt, das mit dem ersteren zwar einerlei absolute

Grösse, aber das entgegengesetzte Zeichen hat, ACBD aber ein von

ABCD ganz verschiedenes Viereck darstellt,

4) Wird in dem Ausdrucke ^^C eines

Dreiecks statt eines der drei Puncte, z. B.

statt B , ein anderer E gesetzt, der mit dem
ersteren in einer der gegenüberstehenden

Seite CA parallelen Geraden liegt, so ist

das neue Dreieck AEC dem ersteren ABC
sowohl der absoluten Grösse, als auch dem
Zeichen nach, gleich.

5) Ist ABCD (vergl. Fig. 18) ein Parallelogramm, und 31 ein

beliebiger Punct in dessen Ebene, so ist

MAB + MCD = MB C -f- MDA = {ABCD .

Beweis. Man ziehe durch M mit AB eine Parallele, welche

DA in L treffe, so ist, nach §. 45, 4,

3fAB = LAB und MCD = LCD = LBD
,

folglich

:

3IAB + MCD = LAB + LBD
=BDL+BLA = BDA (§.45, 1)

=^ABCD
;

und ebenso wird gezeigt, dass auch

MBC-{-MDA = ^ABCD .

Dieser Satz ist, statisch betrachtet,

offenbar kein anderer, als der schon in

§. 31 beAviesene, dass die Summe der

Momente der zwei Kräfte eines Paares

für jeden Punct in der Ebene des Paa-

res von gleicher Grösse ist.

Fig. 19.

AA

§. 46. Wir lassen jetzt den Be-

weis des Satzes in §. 44 folgen. Sei

B^C.2, O^D., (vergl. Fig. 19) ein System gerader Linien in
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einer Ebene, und die Summe der Dreiecke zu untersuchen, welche

diese Linien zu Grundlinien und irgend einen Punct M der Ebene

zur gemeinschaftlichen Spitze haben. — Durch einen beliebigen

Punct A der Ebene ziehe man die Linie AB gleich und parallel

mit A^B^; durch B die Linie BC gleich und parallel mit B^C^\

durch C die Linie CD gleich und parallel mit C\D^. Alsdann ist

(§. 45, 5), wo auch der Punct M genommen wird:

MA,B.^ + MBA = AA^B.,
,

oder

und ebenso

MA^B^ = 31AB + AA,B^

MB, e, = MB C + BB, C. ,

il/C,Z>, = MCD + CC, Z>, .

Addirt man diese drei Gleichungen, setzt die zu untersuchende

Svimme der Dreiecke

MA, B^ -h MB, C^ H- MC, D^ = S
,

die Summe
AA,B.^-\-BB,C^ -\-CC,D._ = z/,

und bemerkt, dass nach §. 45, 3

MAB 4- MB C+ MCD + MDA = ABCD
,

so kommt:

(a) S= ABCD -\-J— MDA .

Tritt demnach bei der eben gemachten Construction der specielle

Fall ein, dass der letzte Punct D der gebrochenen Linie ABCD
mit dem ersten A zvisammenfällt, so wird

31DA = ,

das Vieleck ABCD geht in eines mit einer um eins geringeren

Seitenzahl ABC über, und man erhält:

S= ABC-\-z/
,

d. h. die Summe S ist für jeden Ort von M von constanter Grösse.

Fällt aber D mit A nicht zusammen, so sei D,A^ eine der Linie

DA gleiche und parallele Linie und man hat

31D, ^, = 3IDA + DD, A,_
,

und, wenn man den hieraus fliessenden Werth von 3IDA in {a) sub-

stituirt

:

&' = ABCD-\-J-{-DD,A^ — 3ID,A^ .

Bestimmt man nun den noch willkürlichen Abstand der Linien

D,A^ und DA so, dass das Dreieck

DA.,D, = ABCD + J
,

Möbius Werke HI. 5
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so wird

Man hat somit eine Liiiie -A-^^D^ gefunden, welche die Eigenschaft

besitzt^ dass für jeden Ort der gemeinschaftliclien Spitze M die Summe
der Dreiecke über deti gegebenen Linien A^ B^ . B^C^^ C^ D^ dem

Dreiecke über A^D^ gleich ist.

§. 47. Zusätze, a) Aus der Gleichung S = MA^D^ folgt,

dass, wenn M in Ac^D^ selbst liegt, S gleich Null ist, dass für alle

Puncte M, welche mit A^D^ in einer Parallele liegen, S gleiche

Werthe hat, und dass überhaupt der Werth von S dem Abstände

des M von A.^D^^ proportional ist.

b) Werden durch A^B.^, B^C^, ^'1-^2 Ki'äfte vorgestellt, so ist

A^Di die Resultante derselben. Die Resultante eines Systems von

Kräften kann daher ihrer Grösse und den Winkeln nach, welche

sie mit den Kräften bildet, auch gefunden Averden, wenn man die

den Kräften proportionalen Linien, in beliebiger Folge genommen,

parallel mit sich so fortbewegt, dass der Anfangspunct jeder folgen-

den mit dem Endpuncte der nächstvorhergehenden zusammenfällt,

und somit eine zusammenhängende gebrochene Linie entsteht. Die

vom Anfangspuncte dieser gebrochenen Linie bis zu ihrem Endpuncte

geführte Gerade ist dann der Resultante gleich und parallel. Fallen

aber der Anfangs- und Endpunct der gebrochenen Linie zusammen,

so dass die Kräfte nach ihrer parallelen FortbcAvegung ein geschlos-

senes Vieleck bilden, so hat das System keine einfache Resultante,

sondern reducirt sich entweder auf ein Paar, oder ist im Gleichge-

wichte.

c) Kräfte in einer Ebene., die durch die Seiten eines geschlossenen

Vielecks ABC ... dargestellt icerden., sind daher immer gleichwirkend

mit einem Paare oder im Gleichgewichte. Das Moment des Paares ist

gleich 2 31AB -\- 2 31B C+ . .
.

, also dem doppelteii Inhalte des Vielecks

gleich, und wenn dieser Inhalt sich gleich Null ßndet^ so herrscht

Gleichgeioicht. Sind daher z. B. ABC ... und FGH ... zwei in

einer Ebene beliebig gelegene Vielecke von gleichem Lihalte, so sind

die ZAvei Systeme von Kräften AB, BC ... und FG, GH ... von

gleicher Wirkung.

d) Ist AB CD ein ebenes Vieleck und sind Ä, B\ C, U die

Projectionen seiner Ecken auf eine in einer Ebene enthaltene Ge-

rade, — gleichviel, unter Avelchem Winkel die mit einander paralle-

len projicirenden Linien die Gerade schneiden, — so ist die Summe
der Projectionen der Seiten gleich dem Ausdrucke
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AB'
-\- B'C + C T)' -^ UA

,

also immer gleich Null: und ebenso ist die Summe der Projectionen

der Theile einer gebrochenen Linie AB CD, also

AB' -i-B'C -\- CD' = AU
,

d. i. gleich der Projection der vom Anfange bis zum Ende der ge-

brochenen Linie gezogenen Geraden. Da nun bei paralleler Fort-

bewegung einer Linie die Projection derselben ihrer Grösse nach sich

nicht ändert, so ist, wenn die Summe der Dreiecke in §.46 für alle

Puncte der Ebene unverändert bleibt, die Summe der Projectionen

der Linien des Systems auf jede Gerade in der Ebene gleich Null.

Hat aber das System eine Resultante, so ist die Summe der Projec-

tionen der Projection der Resultante gleich.

Ist, umgekehrt, für eine gewisse Richtung der projicirenden

Linien die Summe der Projectionen gleich Null, so schliessen wir.

dass, wenn die Linien des Systems durch parallele Fortbewegung zu

einer gebrochenen Linie vereinigt werden, der Anfangs- und End-

punct dieser gebrochenen in einer mit den projicirenden Linien pa-

rallelen Linie liegen. Ist daher die Summe der Projectionen für

zwei verschiedene Richtungen der projicirenden Linien jedesmal

gleich Null, so fallen Anfang und Ende der gebrochenen Linie zu-

sammen, und es entsteht ein geschlossenes Vieleck, weil sonst die

Linie durch den Anfangs- und Endpunct mit den zwei verschiedenen

Richtungen der projicirenden Linien zugleich parallel sein müsste.

Die Bedingung, unter welcher die Summe der Dreiecke von einem

Puncte der Ebene zum anderen constant ist, kann daher auch da-

durch ausgedrückt werden, dass die Summe der Projectionen der

Linien des Systems für zwei verschiedene Richtungen der projiciren-

den Linien, und damit auch für alle anderen Richtungen, gleich

Null ist (vergl. §§. 39 und 40).

e) "Wenn alle Linien des Systems sich in einem Puncte O schnei-

den, so ist die Summe der Dreiecke für diesen Punct gleich Null,

also auch für jeden anderen Punct gleich Null, wenn die Summe
nicht veränderlich ist. Ist sie aber veränderlich , so hat das System

eine durch gehende Resultante, weil eine veränderliche Summe
nur für Puncte der Resultante gleich Null ist. Nimmt man daher bei

der Construction der gebrochenen Linie den Punct zum Anfangs-

puncte, so ist die von bis zum Endpuncte der gebrochenen ge-

zogene Linie die Resultante selbst, nicht bloss mit ihr parallel. Die

Anwendung hiervon auf ein System von nur zwei sich schneidenden

Linien führt unmittelbar zu dem geometrischen Satze in §. 34, wie

ohne weiteres klar ist.

5*
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Fig. 20.

f) Sind sämmtliche Linien des Systems mit einander parallel,

so gellt die vorhin gebrochene Linie in eine einzige, mit den Linien

des Systems parallele Gerade über. Die Resultante, wenn eine solche

stattfindet, ist daher ebenfalls den Linien des Systems parallel und

Jer algebraischen Summe derselben gleich.

§. 48. Aufgabe. Von einem System in einer Ebene enthaltener

Kräfte {Linien) sind für drei Pimcte A, B, C (vergl. Fig. 20) der

Ebene, welche nicht in ei?ier Geraden

liegen, die Momente des Systems {die

Stimmen der Dreiecke) gleich {A), {B),

{C) gegeben. Die Residtante, soivie

das Moment {31) für irgend einen

vierten Punct M der Ebene zu finden.

Auflösung. 1) Die Momente
{A), {B), (C) sind den Abständen der

Puncte A, B, C von der Resultante

proportional (§. 47, a). Es verhalten

sich aber, wenn die Gerade BC von

der Resultante in D geschnitten

wird, die Abstände der Puncte B und C von der Resultante wie

BD und CD. Man theile daher BC in D so, dass auch hinsicht-

lich der Vorzeichen
BD:CD = {B) : (C) ,

und auf gleiche Weise CA in E so, dass

CE :AE= {C) : {A) .

so sind D und E zwei Puncte der Resultante, und die Resultante

ist somit ihrer Lage nach gefunden. Auch muss, wenn man noch

AB in F nach dem Verhältnisse

AF:BF-={A):{B)

theilt, F in der Resultante, also in DE, liegen. Nimmt man hier-

auf in DE einen Abschnitt GH von der Länge, dass das Dreieck

AGH=^{A)
,

[oder BGH=\{B), oder CGH=\{C)]
,

so ist GH die Gröse der Resultante.

2) Für den Punct M ist das Moment {M) = 2MGH. Ohne

aber zuvor die Resultante GH bestimmt zu haben, kann man aus

der gegenseitigen Lage der vier Puncte A, B, C, M und aus den

Momenten für die drei ersten das Moment für den vierten auch un-

mittelbar finden. — Werde BC von AM in Angeschnitten, und sei

{N) das Moment für den Punct N, so verhält sich, Avie vorhin:

BD:CD:ND = {B) : (C) : {N) .
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Man hat aber die identische Gleichung:

= BD{CD — ND) + CD{ND— BD) + ND[BD— CD)
= BD . CN+ CD.NB + ND.BC .

Substituirt man darin für BD, CD, ND die ihnen proportionalen

(B), (C), [N), so kommt;

CN. {B) + NB . {C) + BC.{N) = ,

die Relation zwischen den Momenten für drei in einer Geraden

liegende Puncte. Sie geht hervor, wenn man in der Gleichung

zwischen den gegenseitigen Abständen dieser Puncte jeden Abstand

mit dem Momente für den jedesmal übrigen Punct multiplicirt.

Auf gleiche Weise hat man in der Geraden AMN:
MN . [A) + NA .{M) + AM. {N) = .

Es verhält sich aber

CN: NB = MCN: MNB = ACN: ANB {§. 45, 1),

folglich

= CNM— CNA : BMN—BAN
= CAM: BMA = MCA : MAB

,

und ebenso

MN: NA = MB C:ACB .

Hiermit werden die vorigen zwei Gleichungen:

MCA . (B) + 31AB . (C) — {MCA + MAB) {N) = ,

3fBC .{A)-{-ACB .{3I)—{MBC-{-ACB){N) =0 .

Addirt man dieselben, so kommt, weil dabei der Coefficient von

{N) sich auf Null reducirt (§. 45, 2)

:

3IB C.{A) + 31CA . [B) + 3fAB .[C) = ABC. [31) .

welches daher die gesuchte Relation zwischen den Momenten für

irgend vier Puncte der Ebene ist. Sie entsteht, wie man sieht, un-

mittelbar aus der Gleichung (§. 45, 2) zwischen den vier Dreiecken,

die sich aus den vier Puncten bilden lassen, indem man zu jedem

dieser Dreiecke das Moment des jedesmal fehlenden Punctes als

Factor hinzufügt.

§. 49. Zusätze, a) Aus dem ersten Theile dieser Auflösung

fliesst der bekannte Satz:

Das Product aus den drei Verhältnisse?i, nach denen die drei Sei-

fert eines Dreiecks ABC von eifier vierten Geraden DEF geschnitten

werden

:

{BD : CD){CE : AE)[AF: BF)
,

ist der Einheit gleich.



70 Lehrbuch der Statik. Erster Theil. §. 50.

b) Setzt man in der zuletzt erhaltenen Gleichung statt (A), (B),

...die Werthe dieser Momente: 2AGH, 2BGII, ..., so kommt:

MBC.AGH+ MCA . BGH -\- MAB . CGH= ABO . MGH
,

eine Gleichung, die immer stattfinden muss, wie auch die sechs

Puncte A, B, C, G, H, 31 in der Ebene liegen mögen.

Lässt man 31 mit H zusammenfallen, so ergibt sich:

HBC.AGH + HCA.BGH-\-HAB.CGH=i) ,

eine Gleichung zwischen sechs Dreiecken, welche eine gemeinschaft-

liche Spitze H, und die vier Seiten und zrvei Diagonalen eines Vier-

ecks AB CG zu Grundlinien haben.

Yiertes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwischen Kräftepaaren

im Eaiime.

§. 50. Lehrsatz. Zwei einander gleiche Paare, die in zwei

parallelen Ebenen liegen und einerlei Sinn habe?i^ sind gleicJncirkend.

Beweis. Sei AB, CD (vergl.

i^^- -p7^ Fig. 21) das eine Paar und EG die mit

/ \ ^^^;:^C/' \ seiner Ebene parallele Ebene des ande-

/ _jy-i::^;52--ril—^^ deren Paares EF, GH, welches darin

/ / /' / / so gelegt Avorden, dass seine Kräfte mit

/ / / / / denen des ersteren parallel sind. Man
/ / /' / / nehme überdies an, dass die vier Puncte

eL:-—/—/'-'?'^ / A, D, E, H in einer Ebene liegen,

\ /:^^ \ / und dass daher und wegen der Gleich-

V^l -^ heit beider Paare die vier Kräfte der-

Fig. 21. selben vier einander parallele Kanten

eines Parallelepipedums vorstellen. Sei

alsdann 31 der Durchschnitt von AH mit DE und JV der Durch-

schnitt von B G mit CF, so sind 31 und N zugleich die Mittelpuncte

dieser Linien, und MN ist den vier Kräften gleich und parallel.

Nun ist das Paar AB, CD gleichwirkend mit den Paaren AB

,
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NM und CD . MN. Von diesen ist aber ersteres gleichwirkend mit

MN, GH, und letzteres mit NM, EF {^. 17). Folglich ist das Paar
AB, CD gleichwirkend mit MN, GH, NM, EF, d. i. mit dem
Paare EF, GH.

Folgerung. Ein Kräftepaar kann daher nicht nur in seiner

Ehene, sondern auch in jeder damit 'parallelen Ebene, wohin man will,

cerlegt teerden.

Auch sind die Bedingungen für das Gleichgewicht ZAvischen Paa-
ren, die in parallelen Ebenen liegen, mit den oben für den Fall ge-

fundenen Bedingungen, wenn die Paare in einer und derselben Ebene
enthalten sind, ganz einerlei.

§. 51. Lehrsatz. Ztcei Paare, die in zivei einander nicht pa-
rallelen Ebenen liegen, hönnen sich nicht das Gleichgeioicht halten,

sondern sind gleichwirkend mit einem Paare, dessen Ebene durch die

Durchschnittslinie jener Ebenen geht, oder (§. 50) mit dieser Linie pa-
rallel ist.

Beweis. Ueber einem willkürlich in der Durchschnittslinie ge-

nommenen Abschnitte AN
(vergl. Fig. 22) beschreibe man
in den Ebenen der beiden Paare

zwei Parallelogramme ANCB
und ANED, welche ihrem

Sinne und Inhalte nach den

Momenten der Paare gleich

sind. Alsdann können NC,
BA und NE, DA als die bei-

den Paare selbst angesehen

werden. Ist nvm von NC und
NE die Resultante NG, und
von BA und DA die Resultante

FA, so sind, wie schon aus

§.15 fliesst, NG, FA einander

gleich, parallel und entgegengesetzt und bilden daher ein Paar, dessen

Ebene durch NA geht, und welches mit den gegebenen zwei Paaren
gleiche Wirkung hat.

Folgerungen, a] Drei Paare können nur dann einander das

Gleichgemcht halten, wenn ihre Ebenen entweder zusammenfallen,

oder einander parallel, oder mit einer und derselben Geraden parallel

sind, also überhaupt, wenn ihi-e Ebenen keine körperliche Ecke bil-

den. Zwei Paare sind aber nur dann, und dann immer, im Gleich-

Fig. 22.
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gewichte, wenn sie in einerlei, oder in parallelen Ebenen liegen, von

entgegengesetztem Sinne sind und einander gleiche Momente haben.

h) Da zwei Paare, auch wenn sie nicht in einer Ebene liegen,

entAveder ein resultirendes Paar haben, oder im Gleichgewichte sind,

so loird Jedes System von Paaren überhaupt^ indem man die Zahl der-

selben durch successive Verbindung Je zweier immer um eins vermindert,

sich entioeder auf ein Paar zurückfuhren lassen^ oder im Gleichge-

wichte sein^ wenn es die letzten zwei zu verbindenden Paare siiid.

§. 52. Ohne dasjenige zu benutzen, was vom §. 24 an über die

Zusammensetzung einfacher Krälfte gelehrt Avorden, lassen sich mit

Hülfe der in §.51 gemachten Construction noch folgende Schlüsse

bilden.

In der Ebene CNEG nehme man willkürlich einen Punct M
und lege durch ihn MH, 3fl, MK gleich und parallel mit NC,
NE, NG, so ist K3I die Resultante von H3I und 131, und es

sind daher die Paare NC, H3I und NE, 131 zusammen gleich-

wirkend mit dem Paare NG, K3I: folglich (§. 22] sind die Paral-

lelogramme

(a) NCH3I -H NE131= NGK3I
,

folglich ihre Hälften oder die Dreiecke

3INC+3INE = 3ING .

folglich die Pyramiden, welche diese in einer Ebene liegenden Drei-

ecke zu Grundflächen und den Punct A zur gemeinschaftlichen

Spitze haben,

3INCA + 3INEA = 3INGA
,

drei Pyramiden, welche man auch als solche betrachten kann, deren

gemeinschaftliche Spitze 31 ist, und deren Grundflächen NCA,
NEA, NGA in den Ebenen der Paare NC, BA; NE, DA; NG,
FA liegen und den halben Momenten dieser Paare gleich sind. Es

ist aber 31 ein willkürlicher Punct in der Ebene CNE, und diese

Ebene ist selbst willkürlich, weil es der Punct N in dem Durch-

schnitte der Ebenen AC, AE und die Winkel ANC, ANE sind;

folglich ist 31 ein willkürlicher Punct im Räume überhaupt, und

wir sind somit zu folgendem Satze gelangt:

Wenn die Ebenen zweier Paare und ihres resultirenden Paares

sich in einem Puncte N (folglich in einer und derselben durch die-

sen Punct gehenden Geraden) schneiden, so ist von den drei Pyra-

miden, welche einen beliebigen anderen Punct 31 zur gemeinschaft-

lichen Spitze haben, und deren Grundflächen in den Ebenen der

Paare liegen und den Momenten der letzteren proportional sind, die
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Summe der zwei Pyramiden, welche den ZAvei zu.sammenzusetzeuden

Paaren angehören, der Pyramide des resultirenden Paares gleich.

Uebrigens müssen hierbei noch die Zeichen der Pyramiden ge-

hörig beachtet M'erden. Denn in der Gleichung (a) bekommen je

zwei Parallelogramme nur dann einerlei Zeichen, wenn die Paare,

zu denen sie gehören, von einerlei Sinne sind, und nachdem je zwei

dieser Paare, wie NC, HM und NE, IM, einerlei oder entgegen-

gesetzten Sinn haben, erscheinen offenbar die Paare NC, BA und

NE, DA, wenn von M auf die Ebene des jedesmaligen Paares her-

abgesehen wird, mit einerlei oder entgegengesetztem Sinne. Mithin

müssen sich auch die Vorzeichen der Pyramiden nach dem Sinne

richten, mit welchem die Paare, über deren Flächen sie construirt

sind, von M aus betrachtet, sich zeigen.

Der eben erwiesene Satz gilt aber nicht nur für zwei, sondern

auch für jede grössere Anzahl zusammenzusetzender Paare. Denn
werden ZT\'ei Paare kurz durch p und ^;', und ihr resultirendes Paar

durch r bezeichnet , und drückt 31}) die Pyramide aus, deren Spitze

M, und deren Grundfläche ihrer Lage und Grösse nach das Paral-

lelogramm des Paares /> ist, u. s. w. , so ist, wenn die Ebenen der

drei Paare durch einen und denselben Punct N gehen:

Mp H- Mp = Mr .

Kommt nun zu den Paaren p, p' ein drittes p", dessen Ebene

gleichfalls durch N gehe , — gleichviel , ob sie auch durch die ge-

meinschaftliche Durchschnittslinie von ^; ,
p' , r geht , oder nicht —

und gibt dieses Paar 2^" i^i Verbindung mit p und p' , oder mit r,

das Paar r' als resultirendes, so hat man, wenn auch die Ebene von

r durch N gelegt wird,

Mr + 3Ip"=Mr'
,

folglich

Mp + Mp' -{- 3Ip" = 31r'
,

und so fort bei noch mehreren durch denselben Punct N gelegten

Paaren, wenn auch hier je zwei Pyramiden mit einerlei oder ent-

gegengesetzten Zeichen genommen werden, je nachdem die Paare,

zu denen sie gehören, von 31 aus gesehen, mit einerlei oder ent-

gegengesetztem Sinne erscheinen.

Hat man daher ein System vo?i Paai'en im Räume, deren Ebenen

sich i?i einem und demselben Puncte N sehneiden, so ist die algebraische

Summe der Pyramiden, welche irgend einen anderen Punct 31 zur ge-

meinschaftlichen Spitze haben, und deren Grundflächen in den Ebenen

der Paare liegen und den Momenten der letzteren proportional sind,

gleich einer Pyramide mit derselben Spitze M und mit einer Grund-
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ßäcJie^ die in der durch N gelegten Ebe7ie des residtirenden Paares

ejithalten und dem Momente desselben proportional ist.

Haben aber die Paare kein residtirendes ^ sondern sind sie im

Gleichgeicichte., so ist für jeden Ort von M die Summe der Pyramiden

Null.

Denn Aveil dann jedes der Paare, z. B. p^ im entgegengesetzten

Sinne genommen, das resultirende der jedesmal übrigen ist, und mit

dem Sinne eines Paares zugleich das Zeichen seiner Pyramide in

das entgegengesetzte verAvandelt wird, so hat man

—Mp^ Mp' + Mp" + . . . ,

folglich

Mp + Mp + Mp' +... = () .

§. 53. Kehren wir noch einmal zu der in §.51 gemachten

Construction zurück und nehmen an, dass die in den Ebenen der zwei

zusammenzusetzenden Paare über dem Durchschnitte AN dieser Ebe-

nen beschriebenen, den Momenten der Paare gleichen Parallelogramme

AG., AE (vergl. Fig. 22 auf pag. 71) rechtAvinklig gemacht worden

sind. Alsdann wird in Folge der Construction auch A G ein Recht-

eck, die zwei Paare CiV, AB; EN, AD und ihr resultirendes GN,
AF erhalten gleiche Breiten gleich AN^ die einfachen Kräfte CN,
EN und GN werden folglich den Momenten der Paare proportional,

und die Winkel dieser Kräfte werden den Winkeln gleich, unter

denen sich die Ebenen der Paare schneiden. Sollen daher zwei in

zwei nicht parallelen Ebenen liegende Paare zusammengesetzt wer-

den, so kann man auch so verfahren, dass man zwei den Momenten
der Paare proportionale gerade Linien unter demselben Winkel an

einander setzt, den die Ebenen der Paare mit einander machen, und

von diesen Linien, als Kräfte betrachtet, die Resultante bestimmt.

Das Moment des resultirenden Paares ist alsdann dieser Resultante

proportional, und seine Ebene macht mit den Ebenen der gegebenen

Paare dieselben Winkel, welche die Resviltante mit jenen zwei Linien

bildet.

Da der Winkel zweier Ebenen immer dem Winkel gleich ist,

welchen zwei auf den Ebenen errichtete Normalen mit einander

machen, so lässt sich die Regel für die Zusammensetzung zweier

Paare auch folgendergestalt abfassen:

Durch einen beliebigen Punct lege man zwei, die Ebenen der

beiden Paare normal treffende und den Momenten derselben propor-

tionale Linien OP, OQ, und suche die Resultante dieser Linien,

welche OR (die Diagonale des Parallelogramms POQR) sei. Ein
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Paar, dessen Ebene normal auf OR, und dessen Moment der Linie

OR proportional ist, wird das verlangte resultirende sein. Dabei ist

hinsichtlich des Sinnes der Paare noch zu bemerken, dass, wenn die

Richtungen von P nach O, von Q nach O, von R nach 0, succes-

sive als die Richtung vom Kopfe nach den Füssen des Beschauen-

den genommen werden, jedes der zugehörigen Paare mit einerlei Sinn

erscheinen muss.

Um diese Vorschrift für die Zusammensetzung zweier Paare noch

einfacher ausdrücken zu können, wollen wir gerade Linien, die auf

den Ebenen der Paare normal stehen, deren Längen sich wie die

Momente der Paare verhalten, und deren Richtungen so genommen
sind, dass in Bezug auf sie die resp. Paare einerlei Sinn haben, die

Axen der Paare nennen. Alsdann ist, wenn die Axen sämmtlich

durch einen und denselben Punct gelegt werden, die Resultante der

Axen der zwei zusammenzusetzenden Paare die Axe des resultirenden

Paares; und man übersieht leicht, dass dieselbe einfache Regel auch

bei jeder grösseren Zahl zusammenzusetzender Paare ihre Richtig-

keit hat.

Somit ist die Zusammensetzung von Paaren in Jedem Falle auf
die Zusammensetzung einfacher Kräfte^ die in einem Puncte sich treffen^

zurückgeführt

.

Sind diese durch die Axen der Paare vorgestellten Kräfte im
Gleichgewichte, so herrscht auch Gleichgewicht z^vischen den Paa-

ren selbst.

§. 54. Noch eine Methode, Paare, die in verschiedenen Ebenen
liegen, zusammenzusetzen, gründet sich auf folgende Betrachtungen.

1) Bei dem Parallelogramm AB CD ist die Kraft CA gleich-

wirkend mit den Kräften CB, CD] folglich sind BC, CA, AB
gleichwirkend mit CD, AB; d. h. drei Kräfte, welche ihrer Rich-

tung und Grösse nach durch die drei Seiten eines Dreiecks darge-

stellt werden, sind gleichwirkend mit einem Paare, welches in der

Ebene des Dreiecks (oder in einer damit parallelen Ebene) liegt, und
dessen Moment durch den doppelten Inhalt des Dreiecks ausgedrückt

wird (vergl. §. 47, c).

2) Seien A, B, C, D die vier Ecken einer dreiseitigen Pyra-

mide. Man lasse in jeder der sechs Kanten derselben zwei der Kante

proportionale und einander entgegengesetzte Kräfte wirken: AB,
BA, AC, CA, U.S.W. Diese zwölf, einander zu ZAveien, und daher

auch alle zusammen, das Gleichgewicht haltenden Kräfte kann man
aber auch zu dreien so zusammenfassen, dass man vier in den vier
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Seiteuflächen der Pyramide wirkende Paare erhält: nämlich erstens

das Paar, worauf sich die drei Kräfte AB, BC, CA in der Ebene

^i5C reduciren, und dessen Moment der doppelte Inhalt des Drei-

ecks ^^Cist, und ebenso noch drei andere Paare, deren Ebenen

und Momente durch die Dreiecke CBD, CDA, ADB bestimmt

sind.

Vier in den vier Seitenflächen einer Pyramide wirkende Paare,

deren Momente den Flächen selbst proportional sind, und welche

für den Beschauenden, wenn dessen Richtung vom Kopfe nach den

Füssen jedesmal von der äusseren nach der inneren Seite der Fläche

geht, einerlei Sinn haben, halten demnach einander das Gleichgewicht.

3) Werden die Kräfte dreier dieser vier Paare, z. B. der in

CBD, CDA, ADB wirkenden, in die entgegengesetzten verwan-

delt, so dass nunmehr 2. DBC, 2 . DCA, 2 . DAB die Momente

der Paare ausdrücken, so werden diese Paare zusammen gleichwir-

kend mit dem vierten , dessen Moment 2 . AB C ist. Es lassen sich

aber die Dreiecke DBC, DCA, DAB auch ansehen als die Pro-

jectionen des Dreiecks ABC auf die Ebenen dieser drei Dreiecke

durch Linien, welche resp. mit DA, DB ^ Z) (7 parallel sind. Zu-

gleich verhält sich dabei jede in der Ebene ABC enthaltene Fläche,

z. B. das Parallelogramm eines Paares, zu ihrer Projection auf eine

der drei Ebenen DBC u. s. w., wie das Dreieck ABC zu dem Drei-

ecke DBC u. s. w.

Pi'ojicirt man demnach ein Paar auf drei sich unter beliebigen

Witikeln in einem Puncte schneidende Ebe7ien, und zivar so, dass jedes-

mal die projicirende?i Linien mit dem Durchschnitte der beiden Ebenen,

auf loelche nicht projicirt wird, parallel sind, so erhalt man drei Paare,

welche zusammen gleiche Wirkung mit dem ersteren Paare haben.

4) Soll daher von mehreren gegebenen Paaren das resultirende

Paar gefunden werden, so projicire man auf besagte Weise jedes der

ersteren auf drei Ebenen, die sich in einem Puncte schneiden. Die

hierdurch in jeder dieser Ebenen entstehenden Paare sind aber (§. 23)

gleichwirkend mit einem einzigen, dessen Moment der Summe der

Momente der ersteren gleich ist; und somit reduciren sich alle ge-

gebenen Paare auf drei in den drei Ebenen wirkende, die nun wie-

derum, durch Verbindung je zweier, zu einem Paare zusammenzu-

setzen sind.

5) Findet sich in jeder der drei Ebenen das Moment der Pro-

jectionen Null, so herrscht in jeder der Ebenen, und mithin auch

zwischen den gegebenen Paaren selbst, Gleichgewicht; und umge-

kehrt: sollen die gegebenen Paare im Gleichgewichte sein, so muss
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dieses zwischen den Projectionen in jeder Ebene besonders statt-

finden, und daher das Moment der Projectionen in jeder Ebene Null

sein. Denn wäre nur in zwei Ebenen das Moment der Projectionen

Null, so reducirte sich das System auf ein Paar in der dritten Ebene.

Wäre aber bloss in einer oder in gar keiner der drei Ebenen das

Moment Null, so hätte man zuletzt zwei Paare in zwei nicht paral-

lelen Ebenen, oder drei Paare, deren Ebenen sich nur in einem

Puncte schneiden, und es könnte dann nach §. 52, a ebenso wenig

Gleichgewicht vorhanden sein.

6) Hat man alle Paare des Systems auf drei in drei coordinirten

Ebenen liegende Paare, deren Momente gleich Z, J/, N seien, zu-

rückgebracht, und hat man diese drei Paare zu einem einzigen, des-

sen Moment gleich TF", zusammengesetzt, so muss man durch Pro-

jection von W auf die drei Ebenen die drei Momente Z», J/, N
selbst wieder erhalten. Denn ergäben sich als Projectionen von W
drei Paare, deren Momente L' , M' , N' von den vorigen verschieden

wären, so müssten, weil i, M, iV sowohl, als L' , 31', N' mit TV
gleichwirkend sind, die drei Paare, deren Momente gleich L' — L,

M'— M, N' — iV, im Gleichgewichte sein. Dieses ist aber, wie

eben gezeigt worden, nicht anders möglich, als wenn

L' — L = 0, M' — M=0, N' — N^O;
folglich u. s. w.

§. 55. Zusätze, a) Ist ABCD ein Viereck, mag es in einer

Ebene liegen, oder nicht, so sind die vier Kräfte AB, BC, CD,
DA gleichwirkend mit den Kräften AB, BC, CA und AC, CD,
DA, also (§. 54, 1) gleichwirkend mit zwei Paaren, deren Ebenen
und Momente die Dreiecke ABC und ACD angeben, folglich immer
gleichwirkend mit einem einzigen Paare, das, wenn das Viereck ein

ebenes ist, in der Ebene desselben liegt, und zum Momente die dop-

pelte Summe der zwei Dreiecke, d. i. den doppelten Inhalt des Vier-

ecks hat. Auf dieselbe Art kann man bei jedem Vieleck von meh-
reren Seiten verfahren, indem man dasselbe durch Diagonalen in

Dreiecke zerlegt, und kann daher den allgemeinen Satz aufstellen:

£in System von Kräften, ivelche ihren Richtimgen und Intensi-

täten nach durch die Seiten irgend eines Vielecks vorgestellt loerden,

l'dsst sich immer auf ein Paar reduciren, das, ioe7in das Vieleck ein

ebenes ist, iti der Ebene desselbeti liegt und ein dem doppelten Inhalte

des Vielecks gleiches Moment hat.

b) Auf ähnliche Weise lässt sich auch der Satz in 2) des §.54
von der dreiseitigen Pyramide verallgemeinern und auf jedes Poly-
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eder ausdehnen. — Jede Kante eines Polyeders ist die gemeinscliaft-

liche Seite zweier dasselbe begrenzenden Flächen, und wenn der

Sinn jeder dieser Flächen so genommen Avird, dass er einem auf ihre

Aussenseite herabschauenden Auge bei allen derselbe ist , so hat in

den Perimetern je zweier an einander stossenden Flächen die ihnen

gemeinschaftliche Seite entgegengesetzte Richtungen; z. B. die Kante

BC der obigen Pyramide AB CD, als die Seite BC der Fläche

ABC, und als die Seite CB der Fläche CBD. Lässt man daher

in jeder, ihrem Sinne nach auf die beschriebene Weise genommenen
Fläche jede Seite eine Kraft vorstellen, so halten sich diese Kräfte

paarweise das Gleichgewicht. Zugleich aber sind alle zum Perimeter

einer und derselben Fläche gehörigen Kräfte mit einem Paare gleich-

Avirkend, dessen Moment dem Inhalte der Fläche proportional ist;

und Avir schliessen daher:

Ein System von Paaren^ deren Ebenen und Momente durch die

Fl'dclien eines Polyeders dargestellt loerden, und ivelche. wenn alle

Flächen von einerlei Seite {ton der äusseren oder der inyieren) betrach-

tet werden^ insgesammt einerlei Sinn haben, ist im Gleichgewichte.

c) Nach §. 54, 6 ist das Moment L der Projection eines Systems

von Paaren auf eine beliebige Ebene dem Momente der Projection

des resultirenden Paares W auf dieselbe Ebene gleich. Da nun das

Moment der Projection eines Paares W auf eine mit seiner Ebene

parallele Ebene dem Momente des projicirten Paares selbst gleich

ist, Avas auch die projicirenden Linien mit den zAvei parallelen Ebe-

nen für einen Winkel machen; und da, AA^enn man ein Paar W
durch Linien, die in seiner Ebene selbst liegen, auf irgend eine

andere Ebene projicirt, das Moment der Projection immer Null ist:

so besitzt die Ebene des Paares, Avorauf sich ein System A^on Paaren

reduciren lässt, und AAclche Ebene man die Hauptebene des

Systems nennt, die folgenden zAA'ei Eigenschaften:

Erste7is ist das Moment der Projection des Systems auf die Haupt-

ebene immer von derselben Grösse, unter loelchem IVinkel auch die

projicirenden Linien die Hauptebene sclineiden; zweitens ist, wenn das

System durch Linien, welche mit der Hauptebene parallel sind, auf
irgend eine andere, mit ihr nicht parallele, Ebene projicirt wird, das

Moment der Projection Null.

Uebrigens ist schon Avegen §. 50 die Lage der Hauptebene nicht

vollkommen, sondern nur den Winkeln nach bestimmt, Avelche sie

mit den Ebenen der Paare des Systems bildet; d. h. es gibt ein

System paralleler Ebenen, deren jede als die Hauptebene angesehen

AA'erden kann.
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Eine dritte merkAvürdige Eigenschaft der Hauptebene besteht in

Folgendem

:

IVemi man die 'projicirenden Linien die Projectionsehene immer

rechticinklig schneiden lässt, ist das Moment der Projection auf die

Hauptehene grösser als das Moment der Projection auf irgend eine

andere Ebene.

Denn da das Moment der Projection des Systems immer dem
Momente der Projection des resultirenden Paares gleich ist, und die-

ses Paar in der Hauptebene liegt, so ist unter der Voraussetzung

rechtwinkliger Projectionen das Moment der Projection des Systems

auf irgend eine Ebene gleich dem Momente des resultirenden Paares,

multiplicirt in den Cosinus des Winkels, den diese Ebene mit der

Hauptebene macht; folglich am grössten, wenn der gedachte Winkel

Null ist, also die Projectionsehene mit der Hauptebene parallel geht.

— Ist dieser Winkel ein rechter, steht also die Projectionsehene auf

der Hauptebene normal, so ist der Cosinus des Winkels, und daher

auch das Moment der Projection des Systems Null, wie auch schon

daraus folgt, dass dann die projicirenden Linien mit der Hauptebene

parallel laufen. Ebenso leicht sieht man endlich:

Für alle Ebenen
.^ welche mit der Jlauptebene gleiche Winkel

machen . ist das Moment der Projection von gleicher Grösse.

§. 56. Alle die vorigen Sätze kann man auch rein geome-
trisch ausdrücken, indem man dem Systeme der Paare ein System

begrenzter Flächen, die in verschiedenen Ebenen liegen, und dem
Momente der Projection auf eine beliebige Ebene die Summe der

Projectionen der Flächen auf dieselbe Ebene substituirt. Wenn dem-
nach von einem solchen Systeme von Flächen die drei algebraischen

Summen ihrer Projectionen auf drei Ebenen, die sich nur in einem

Puncte schneiden, einzeln Null sind, so ist es auch die Summe ihrer

Projectionen auf jede vierte Ebene. Ist aber diese Summe für keine,

oder doch nicht für jede der drei Ebenen Null, so lässt sich immer
eine Ebene angeben, die mit den Ebenen des Systems bestimmte

Winkel macht, die Hauptebene des Systems, und in dieser Ebene

eine Fläche von bestimmtem Inhalte, die resultirende Fläche, so dass

die Summe der Projectionen der gegebenen Flächen auf irgend eine

Ebene der Projection der resultirenden Fläche gleich ist; dass daher,

wenn nur rechtwinklige Projectionen zugelassen werden, die Summe
der Projectionen auf die Hauptebene die grösste unter allen und der

resultirenden Fläche selbst gleich ist: u. s. w.

Da endlich ein System von Kräften, welche durch die Seiten
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eines Vielecks vorgestellt werden, sich auch dann, wenn das Vieleck

kein ebenes ist, auf ein Paar reducirt (§. 55, «), so kann man die

eben aufgestellten geometrischen Sätze noch mehr verallgemeinern,

indem man, statt in Ebenen enthaltener Flächen, nicht ebene Viel-

ecke, oder selbst in sich zurücklaufende Curven von doppelter Krüm-
mung setzt. So muss es z. B. für jede Curve dieser Art eine Haupt-

ebene geben von der Beschaffenheit, dass wenn man die Curve durch

Parallelen mit dieser Ebene auf irgend eine andere damit nicht

parallele Ebene projicirt, der Inhalt der Projection gleich Null ist.

Diese Projection muss folglich eine in sich zurücklaufende und dabei

sich selbst ein oder mehrere Male schneidende Curve sein (vergl.

§. 45, 3).

Zusatz. Besteht das System aus begrenzten Ebenen, so kann

man zufolge des §. 52 unter die Eigenschaften der Hauptebene noch

die setzen, dass, Avenn man alle Ebenen des Systems und die Haupt-

ebene durch einen und denselben Punct gehen lässt, die Summe der

Pyramiden, Avelche irgend einen Punct zur gemeinschaftlichen Spitze

und die begrenzten Ebenen zu Grundflächen haben, der Pyramide

gleich ist, welche dieselbe Spitze und die resultirende Fläche in der

Hauptebene zur Grundfläche hat.

Diese Gleichung zwischen Pyramiden findet selbst dann noch

statt, wenn die Ebenen des Systems sich nicht in einem Puncte

schneiden, sondern irgend andere bestimmte Lagen haben. Die

Hauptebene — wenn anders eine solche existirt, und Avenn nicht,

wie es auch geschehen kann, die Summe der Pyramiden über den

Flächen des Systems für jeden Ort der gemeinschaftlichen Spitze

von gleicher Grösse ist — hat dann ebenfalls eine vollkommen be-

stimmte Lage.

Dieser letztere Satz kann aus dem vorhergehenden leicht ver-

vermittelst des Lehnsatzes erwiesen werden , dass die algebraische

Summe zweier Pyramiden über zwei einander gleichen, parallelen

und ihrem Sinne nach entgegengesetzten Flächen für alle Oerter

ihrer gemeinschaftlichen Spitze constant ist. Doch hat dieser Lehn-

satz ebenso wenig, als der damit erweisbare Satz selbst, einen ihm
in der Statik vollkommen entsprechenden.
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Fünftes Kapitel.

Vom Gleichgewichte zwischen Kräften

im Räume überhanpt.

§. 57. Seien AB, CD, EF, ... mehrere auf einen festen

Körper nach beliebigen Richtungen im Räume wirkende Kräfte.

Durch einen beliebigen Punct N des Körpers lege man A'B\ CU

,

E'F', ... resp. mit^jB, CD, EF, ... gleich, parallel und nach ent-

gegengesetzten Richtungen, so ist, wie in §. 32, das System der Kräfte

AB, CD, ... welches S heisse, gleichwirkend mit dem Systeme V
der einfachen durch N gehenden Kräfte B'A', D'C, ... und dem
Systeme W der Paare AB, A'B'; CD, CD'; ... und es können
nun, wie a. a. O., nicht mehr als folgende vier Fälle eintreten: dass

entweder jedes der beiden Systeme V und W für sich, oder nur

das System V, oder nur W, oder keines von beiden im Gleichge-

wichte ist; und dass daher das System S selbst entweder im Gleich-

gewichte ist, oder sich auf ein Paar lo (§. 51, h), oder auf eine ein-

fache Kraft V, oder auf ein Paar w und eine einfache Kraft v zu-

gleich reducirt.

Letzterer Fall, welches der allgemeinste ist, macht noch eine

Erörterung nothwendig. Liegt nämlich d in der Ebene von lo, so

lassen sich beide auf eine einfache Kraft, Avie im zweiten Falle, zu-

rückbringen. Dasselbe gilt auch dann, wenn v mit der Ebene von
w parallel läuft; denn man hat nur das Paar ic parallel mit sich

fortzuführen (§. 50), bis es mit v in dieselbe Ebene kommt, und kann
es hierauf mit o, wde vorhin, vereinigen.

Schneidet aber v die Ebene von iv, so lassen sich die eine Kraft

V und die zwei Kräfte von v: zwar nicht auf eine, aber doch immer
auf zwei reduciren. Denn man verlege das Paar ic in seiner Ebene
so, dass die eine seiner Kräfte durch den Durchschnitt der Ebene
mit ü geht, also v selbst schneidet, und verbinde hierauf diese eine

Kraft mit v. Die Resultante dieser Verbindung und die andere Kraft

des Paares w sind dann die zwei mit c und ic gleichAvirkenden

Kräfte, die, wie überdies einleuchtet, nicht in einer Ebene liegen.

Ebenso können auch umgekehrt zwei Kräfte v und c' . welche
Möbins Werke III. y
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nicht in einer Ebene enthalten sind, immer in ein Paar und eine

einfache Kraft verwandelt werden. Denn legt man durch einen be-

liebigen Punct in der Richtung von v' zwei der Kraft v gleiche,

parallele und einander entgegengesetzte, sich selbst also das Gleich-

gewicht haltende Kräfte, so bildet die eine derselben mit v ein Paar,

und die andere lässt sich mit r' zu einer die Ebene des Paares schnei-

denden Kraft zusammensetzen.

Dass aber zioei Kräfte^ xcelche nicht in einer Ebene liegen^ also

auch ein Paar lo und eine die Ebene desselben schneidende Kraft v,

7iicht auf eitle einzige Kraft reducirbar sind , dass folglich dieses xo

und D nicht mit einer einzigen Kraft v' ins Gleichgewicht gebracht

werden können, dies lässt sich also beweisen. — Gesetzt, es wäre

GleichgeAvicht zwischen w, v und v' möglich, so kann erstlich die

Kraft r' mit v nicht in einer Ebene liegen. Denn sie würde dann

mit V entweder im Gleichgewichte sein, oder mit v ein Paar bilden,

oder sich mit v zu einer einfachen Kraft zusammensetzen lassen.

Alsdann bliebe im ersten Falle w zurück, im zweiten Falle hätte

man nächst lo ein zAveites nicht in der Ebene von v: liegendes Paar,

und im dritten nächst tc noch eine einfache Kraft, also in keinem

der drei Fälle Gleichgewicht. Setzen wir aber zweitens, dass v und

f ' nicht in einer Ebene liegen, so lassen sie sich nach dem Vorigen

in ein Paar w und eine einfache Kraft umwandeln, und es müsste

daher die letztere mit dem aus tc und ic' zusammenzusetzenden Paare

das GleichgeAvicht halten, welches ebenfalls unmöglich ist (§. 18,

Zus.); folglich u. s. w.

Nach diesem Allen sind daher bei einein Systetne S von Kräften

im Räume vier Fälle zu unterscheiden, indem dasselbe entweder i?n

Gleichgeioichte ist, oder sich auf ein Paar, oder aif eine einfache

Kraft, oder auf zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte zurilck-

hringen lässt.

Der erste dieser Fälle tritt ein, wenn von den Systemen V und
TF jedes für sich im Gleichgewichte ist; der zweite, wenn es nur V
ist; der dritte, wenn es nur W ist, oder wenn W sich auf ein Paar

reducirt, dessen Ebene mit der Resultante von V parallel geht; der

vierte, wenn weder V noch W im Gleichgewichte ist, und die Re-
sultante von V und die Ebene des resultirenden Paares von W sich

schneiden.

Da mit diesen Beziehungen zwischen V und W alle möglichen

Fälle erschöpft sind, so sind sie nicht bloss die nothwendigen , son-

dern auch die hinreichenden Bedingungen, unter welchen das System

>S im Gleichgewichte ist, oder sich auf ein Paar reduciren lässt,
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u. s. AV. und wir können daher umgekehrt schliessen: Soll in dem
Systeme S Gleichgewicht herrschen, so muss von den Systemen V
und TF jedes fiu- sich im Gleichgewichte sein; u. s. w.

§. 58. Das mit IV bezeichnete System von Paaren wurde ge-

bildet, indem durch einen beliebigen Punct N mit den Kräften AB,
CD, ... des Systems aS gleiche und parallele, aber nach entgegen-

gesetzten Richtungen Avirkende Kräfte A'B', C"D\ . . . gelegt wurden.

Die Momente der Paare AB, A'B'; CD, C'D'\ ..., aus denen W
besteht, sind daher den Doppelten der Dreiecke NAB, NCD, ...

gleich. Zudem ist das System W so beschaffen, dass die Ebenen

seiner Paare sich in einem und demselben Puncte N schneiden, und

man kann folglich auf dasselbe den in §. 52 erhaltenen Satz an-

wenden. Soll demnach das System S, mithin auch das System W
(§.57), im Gleichgewichte sein, so muss jenem Satze zufolge die

Summe der Pyramiden, welche die Dreiecke NAB, NCD. ... zu

Grundflächen und einen beliebigen Punct 3f zur gemeinschaftlichen

Spitze haben, d. i. die Summe der Pyramiden J/iV^ 5, MNCD, ...

also der Pyramiden , welche 3IN zur gemeinschaftlichen Kante und

AB, CD, ... zu gegenüberstehenden Kanten haben. Null sein; und

wir haben somit folgendes Theorem gefunden:

Bei7}i Gleichgeivichte eines Systetns von Kräften, welche auf einen

frei heicegliche7i Körper nach heliehigen Bichtungen im Räume ivirken,

ist die Stimme der Pyramide7i, welche eine gemeinschaftliche Kante

V071 beliebiger Lage und Llmge, und die Kräfte selbst, ihrer Bichtimg

und hitensität 7iach, durch gerade Li7iie7i vorgestellt, zu gege7iübei'-

stehenden Ka7ite7i habe7i, immer gleich Null.

Was die Vorzeichen dieser Pyramiden anlangt, so richtet sich

jedes, z. B. das Zeichen von MNAB. nach dem Sinne, mit welchem

das zugehörige Paar AB, A'B' einem von M auf dasselbe herab-

sehenden Auge erscheint (§. 52), oder auch, — weil N ein Punct in

A'B' ist, — nach dem durch die Folge der Buchstaben NAB aus-

gedrückten Sinne aus demselben Gesichtspuncte. Man nehme daher

die Richtung MN der gemeinschaftlichen Kante, als die Richtung

vom Kopfe nach den Füssen, und bestimme das Zeichen jeder Pyra-

mide, nachdem die Richtung AB der gegenüberliegenden Kante dem

ihr zugewendeten Auge nach rechts oder nach links gehend er-

scheint; oder, was auf dasselbe hinauskommt: mau denke sich den

Körper, auf Avelchen die Kräfte wirken, an MN, als einer Axe, be-

festigt, und gebe dann je zwei Pyramiden einerlei oder entgegenge-

setzte Zeichen, jenachdem die Kräfte, welche durch die gegenüber-
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liegenden Kanten vorgestellt werden, den Körper um MN nach

einerlei oder entgegengesetzten Seiten zu drehen streben.

§. 59. Beim Gleichge^vichte eines in einer Ebene enthaltenen

Systems von Kräften Avar (§. 49) die Summe der Dreiecke, welche

irgend einen Punct M der Ebene zur gemeinschaftlichen Sjntze und

die Kräfte zu gegenüberliegenden Seiten hatten, gleich Null. Was
also dort ein einfacher Punct 31 war, geht hier, wo die Kräfte nicht

mehr in derselben Ebene liegen, in eine gerade Linie MN über und

die dortigen Dreiecke MAB , .. . verwandeln sich damit in dreiseitige

Pyramiden MNAB, So wie nun in jenem einfacheren Falle

die Doppelten der Dreiecke MAB, ..., oder die Parallelogramme,

zu denen sie sich ergänzen lassen, die Momente der Kräfte AB, ...

in Bezug auf den Punct M hiessen, so wollen wir auf analoge Weise

die Sechsfachen der Pyramiden J/iV^^, ... oder die Parallelepipeda,

welche MN und AB , u. s. w. zu gegenüberliegenden Kanten haben,

jedes derselben mit dem ihm nach der Regel des §. 5S zukommen-

den Zeichen genommen, die Momente der Kräfte AB, ... in Bezug

auf die Gerade oder Axe MN nennen. Die Summe der Momente

aller Kräfte des Systems in Bezug auf dieselbe Axe soll, ebenso wie

bei Systemen in Ebenen, das Moment des Systems selbst rück-

sichtlich dieser Axe heissen. — Der Satz des §. 5S lautet damit also:

Ist ein System von Kräften im Baume i??i Gleichffetcic/>te, so ist

für jede beliebige Axe das Moment des Systems Nidl; woraus nach

der schon in §. 33 angewendeten Schlussart weiter folgt;

GleicJncirkende Systeme haben in Bezug auf eine und dieselbe be-

liebige Axe einander gleiche Momente.

Zusatz. Eine der Flächen des Parallelepipedums, von Avelchem

MN und AB zwei gegenüberliegende Kanten sind, ist das Parallelo-

gramm, welches MN und eine von M ausgehende, der AB gleiche

und parallele Gerade zu anstossenden Kanten hat. Der Inhalt die-

ses Parallelogramms ist dargestellt durch

MN. AB . sin [MN'AB) .

Betrachten Avir dasselbe als Grundfläche des Parallelepipedums, se-

ist die Höhe des letzteren gleich dem von einem Puncte der Ge-
raden AB auf die Grundfläche gefällten Perpendikel, d. i. dem kür-

zesten Abstände der Geraden AB von MN. Der Inhalt des Parallel-

epipedums MNAB, oder der numerische Werth des Moments der

Kraft AB in Bezug auf die Axe 31N, ist daher, wenn wir noch

die Länge der Axe gleich 1 setzen, gleich dem Product aus der
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Kraft in den kürzesten Abstand ihrer Richtung von der Axe und in

den Sinus des Winkels dieser Richtung mit der Axe.

Hiermit stimmt auch, wie man leicht wahrnimmt, die gewöhn-

liche Definition des Moments einer Kraft in Bezug auf eine Axe

vollkommen überein. Denn nach dieser Definition wird das Moment
erhalten, wenn man die Kraft auf eine die Axe rechtwinklig schnei-

dende Ebene rechtAvinklig projicirt und diese Projection (gleich der

Kraft, multiplicirt mit dem Sinus des Winkels ihrer Richtung mit

der Axe) in den Abstand der Projection von der Axe (gleich dem

kürzesten Abstände der Kraft von der Axe) multiplicirt.

Uebrigens soll in dem Folgenden, so lange es nur auf das gegen-

seitiffe Verhältniss der Momente, nicht auf ihre absoluten Werthe,

ankommt, grösserer Kürze willen die Pyramide MNAB selbst,

nicht ihr Sechsfaches oder das Parallelepipedum, welches mit ihr

zwei gegenüberliegende Seiten gemein hat, als das Moment von AB
in Bezug auf MN genommen werden.

§. 60. Von einer einzigen Kraft AB ist das Moment in Bezug

auf die Axe J/iY, oder die Pyramide üfJV^5, nur dann Null, wenn

MN mit AB in einerlei Ebene liegt. Ebenso ist von zwei Kräften

AB^ CD^ deren Richtungen nicht zusammenfallen, die Summe der

Momente nicht für jede Axe Null. Legt man z. B. die Axe so, dass

sie mit AB, nicht aber zugleich mit OD, in einer Ebene liegt, so

ist nur von AB, aber nicht von CD das Moment Null, also auch

nicht die Summe der Momente Null*).

Ist demnach ein System von Kräften nicht im Gleichgewichte,

sondern gleichwirkend mit einer einfachen Kraft, oder mit einem

Paare, oder mit zwei nicht in einer Ebene enthaltenen Kräften

(§. 57), so ist nach §. 59 das Moment des Systems dem Momente die-

ser einen oder zwei resultirenden Kräfte gleich, und daher nicht für

jede Axe Null. Da also, je nachdem zwischen den Kräften eines

Systems Gleichgewicht herrscht, oder nicht, das Moment des Systems

für jede, oder nicht für jede Axe Null ist, so gelten die Sätze des

§. 59 auch umgekehrt, nämlich:

*) Liegen drei Kräfte nicht in einer Ebene, so schneidet nicht jede Axe,

Tvelche zweien derselben begegnet, auch die dritte. Für eine Axe, welche bloss

zwei derselben trifft, ist aber das Moment aller drei Kräfte gleich dem Momente

der nicht getroffenen dritten, also nicht Null. Drei Kräfte, die nicht in einer

Ebene liegen, können sich folglich nicht das Gleichgewicht halten, und zwei Kräfte,

die nicht in einer Ebene enthalten sind, können nicht auf eine einzige Kraft re-

ducirt werden. Dasselbe ist schon in §. 57, jedoch auf eine weniger einfache Art,

bewiesen worden.
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Ist das Moment eines Systems von Kräften im Räume für Jede

beliebige Axe Null, so halten sich die Kräfte das Gleichgeicicht ; und

wenn die Momente ziceier Systeme für Jede beliebige Axe , auf xoelche

sie gemeinschaftlich bezogen werden, einander gleich sind^ so sind die

Systeme gleichwirhend.

§.61. Die Bediugung, dass das Moment des Systems für jede

Axe Null ist, d. h. dass die Summe der Pyramiden, welche eine

gemeinschaftliche Kante und die Kräfte selbst zu gegenüberliegenden

Kanten haben, für jede Lage der gemeinschaftlichen Kante sich auf

Null reducirt, ist demnach bei Kräften, die auf einen frei beAveg-

lichen Körper Avirken, die für alle möglichen Eichtungen der Kräfte

geltende Bedingung des Gleichgewichtes, das oberste Princip die-

ses Gleichgewichtes. Aus ihm müssen sich daher die im Frühe-

ren erhaltenen Bedingungen für die speciellen Fälle, wenn die Kräfte

in einer und derselben Ebene liegen, oder ihre Richtungen in eine

und dieselbe Gerade fallen, rückwärts ableiten lassen.

In der That, sind die Kräfte AB, CD, ... in einer Ebene ent-

halten, so werden die Pyramiden MNAB, 3INCD, ..., wenn man
den willkürlichen Punct N und damit die Dreiecke NAB, NCD

,

... in der Ebene selbst nimmt, diesen Dreiecken proportional, und es

muss folglich beim Gleichgewichte die Summe dieser Dreiecke Null

sein. Fallen aber die Kräfte in eine einzige Gerade, so sind die

Dreiecke NAB, NCD, ... gleichfalls in einer Ebene enthalten, und

ihnen nicht nur die Pyramiden 3INAB, ..., sondern auch die

Kräfte AB, .... also auch die Kräfte den Pyramiden proportional,

daher in diesem Falle zum Gleichgewichte nur erfordert wird, dass

die Summe der Kräfte selbst Null ist.

§. 62. JVir wollen nunmehr die auf eineii Körper loirkenden

Kräfte^ indem wir sie auf ein beliebiges Coordinatensystem beziehen.,

ihrer Grösse und Richtung nach durch Zahlen ausgedrückt annehmen

und die Relationen zu bestimmen suchen., die zicischen diesen Zahlen

beim Gleichgewichte stattfinden müssen.

Seien daher, in Bezug auf ein System dreier sich unter belie-

bigen Winkeln schneidenden Coordinatenaxen, von einer, durch ihre

Richtung und Länge die Richtung und Intensität einer Kraft aus-

drückenden Geraden AB die Coordinaten ihrer Endpuncte A und
B respective

X . y . z und x -{- X
., y -{- Y , z -\- Z .

Hierbei sind also .r, y, z die Coordinaten eines beliebigen
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Punctes in der Richtung der Kraft, welcher Punct nach der ge-

wöhnlichen Art durch {x, y, z] ausgedrückt werde. X, Y, Z aber

sind die Projectionen der auf analoge Weise mit (X, Y", Z) zu be-

zeichnenden Kraft AB auf die drei Coordinatenaxen. Durch diese

Projectionen, die sich ihrer Grösse nach nicht ändern, wenn AB
parallel mit sich fortgeführt wird, werden die Grösse und die Winkel

yo-a AB mit den Coordinatenaxen bestimmt, so dass (mX, mY, mZ)
eine Kraft vorstellt, die mit der Kraft (X, Y, Z) zusammenfällt oder

parallel ist und sich zu ihr wie m zu 1 verhält: also mit ihr im

Gleichgewichte ist, oder ein Paar bildet, wenn w = — I ist. — Das

Symbol einer in der Ebene der .r, y, oder mit ihr parallel wirken-

den Kraft ist (X, Y, 0), so Avie (0, 0, Z) das Symbol einer Kraft,

deren Richtung in die Axe der z fällt, oder mit ihr parallel ist;

u. s. w.

Setzen wir noch von der Axe MN, worauf die Kraft AB be-

zogen werden soll, die Coordinaten der Endpuncte M und N resp.

/, g, s und f+F ,
g+G , h -{- H

,

so ist jetzt der Inhalt der durch die Coordinaten ihrer Ecken ge-

gebenen Pyramide 3INAB, als das Moment von AB für 3/iV, zu

entvvickeln. Nun könnte zwar der Ausdruck dieses Inhaltes als be-

kannt genug aus den Elementen der analytischen Geometrie voraus-

gesetzt werden. Indessen will ich eine Entwickelung dieses Aus-

drucks hier noch mittheilen, die, analog der in §. 34 und §. 35

gegebenen EntAvickelung für eine Dreiecksfläche, auf die Statik selbst

gegründet ist, und die wegren des einfachen Aufschlusses, den sie

über die Bedeutung und den Zusammenhang der einzelnen Glieder

des Ausdrucks gibt, einiger Aufmerksamkeit nicht unwerth sein

dürfte.

§. 63. Lehnsätze über die Pyramide. 1) Um über das

dem Ausdrucke ABCD einer Pyramide zukommende Zeichen zu

urtheilen, hat man, der in §. 58 gegebenen Vorschrift gemäss, den

Kopf nach der im Ausdrucke zuerst gesetzten Ecke A und die Füsse

nach der zweiten B zu bringen, und Avenn nun, die Augen nach CD
gewendet, die Richtung von C nach D von der rechten nach der

linken Hand geht, und die Richtung nach links jedesmal für die

positive genommen wird, so hat AB CD das positive Zeichen.

Der Ausdruck ABDC derselben Pyramide wird daher nega-

tiv sein.

Ebenso wird auch der Ausdruck ACBD einen negativen Werth
haben. Denn lässt man den Kopf in A, bringt aber die Füsse nach
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C, so leuchtet ein, dass dann die Richtung von B nach D rechts

gehend erscheinen wird.

Endlich y^ixA auch der Ausdruck BACD negativ sein. Denn
bringt man seinen Körper in eine, der im ersten Falle statthabenden

entgegengesetzte Lage, so dass der Kopf nach B und die Füsse nach

A kommen, so wird auch die Richtung CD der dortigen entgegen-

gesetzt, also nach rechts gehend, erscheinen.

Man sieht hieraus, dass die drei Versetzungen ABDC, ACBl),
BACD, welche sich ergeben, wenn man in AB CD je zwei neben

einander stehende Buchstaben gegenseitig vertauscht, von ABCD
das entgegengesetzte Zeichen haben. Da nun durch fortgesetztes

Vertauschen je zweier neben einander stehender Elemente nach und

nach alle die 24 Permutationen, welche sich aus 4 Elementen bilden

lassen, erhalten werden können, so wird man hiermit von allen durch

diese Permutationen ausgedrückten Pyramiden die Vorzeichen anzu-

geben im Stande sein. Ist nämlich AB CD, wie vorhin, positiv, so

ist ACBD negativ, CABD positiv, CADB negativ, CDAB posi-

tiv, u. s. w.

2) Habe die Pyramide AB CD gegen ein System dreier coordi-

mrter Axen der x, y, z eine solche Lage, dass A in den Anfangs-

punct oder den gemeinschaftlichen Durchschnitt der Axen, und B,

C, D resp. in die Axen der x, y, z fallen. Den Winkel der Axe

der y mit der Axe der x setze man gleich u, und den Winkel der

Axe der z mit der Ebene der x
, y gleich /y. Alsdann ist , ohne

Rücksicht auf die Zeichen, der Inhalt des Dreiecks ABC gleich

\AB . u4 6'. sin a
,

der Abstand des D von der Ebene dieses Dreiecks gleich AD.^\n.ß,

und daher der Inhalt JT der Pyramide AB CD
n=^r.AB.AC.AD, wo r = sin a sin /i .

Wir wollen nun für jeden der beiden Winkel a und ß den Sinn

der Drehung, wodurch er bestimmt wird, so annehmen, dass jeder

von ihnen kleiner als 180°, und folglich r positiv wird. Indem wir

ferner den Kopf nach A und die Füsse nach B bringen, wollen wir

diejenige Richtung (nach rechts, oder links) als die positive setzen,

welche CD hat, wenn B, C, D von A nach den positiven Seiten

der Axen der x, y, z zu liegen. Da nun alsdann jeder der drei

Abschnitte AB, AC, AD positiv ist, so stimmen in diesem Falle

der Ausdruck AB CD und sein numerischer Werth U dem Zeichen

nach überein. Es erhellt aber durch unmittelbare Anschauung, dass

jedesmal, wenn eine der Ecken B, C, D von der positiven Seite

der Axe, worin sie Hegt, durch A in die negative übertritt, der Aus-



K ß3 Fünftes Kapitel. Von Kräften im Räume überhaupt. 89

druck AB CD einen Zeichenwechsel erleidet; zugleich aber ändert

damit auch der zugehörige Factor von JT sein Zeichen. Mithin -wird,

unter den gemachten Voraussetzungen, in jedem Falle nicht allein

dem absoluten Werthe, sondern auch dem Zeichen nach, durch das

Product JI der Inhalt der Pyra-

mide AB CD ausgedrückt. ^ . r

3) Von zwei auf einen Punct ^^^ \ ^^^ \

O (vergl. Fig. 23) wirkenden Kräf- V \ T / \

ten OP, OQ ist die Resultante \ \ A \

die Diagonale OS des aus den \ v' \ \
.

\ /\q \ \
Kräften construirten Parallelo- \ /\^- \ ~-^S
gramms. Die Resultante von OS \&c--—"""""\ .•^^^

und einer dritten auf gerichte- P

ten Kraft OR, oder die Resul- P's-2'-

tante von OP, OQ, OB, ist die

Diagonale OT des aus OS und OB construirten Parallelogramms,

d. i. die Diagonale des aus OP, OQ, OB construirten Parallelepi-

pedums, vorausgesetzt, dass die drei Kräfte nicht in einer Ebene

liegen. So wie also zwei sich schneidende Kräfte mit Hülfe eines

Parallelogramms, so lassen sich drei auf einen Punct wirkende Kräfte

durch Construction eines Parallelepipedums zusammensetzen.

Verbinden wir damit den Satz (§. 59) von der Gleichheit der

Momente bei gleichwirkenden Systemen von Kräften, so kommt in

Bezug auf die Axe 3IX:

MNOP+ HNO Q -h MNOB = 31NO T .

Dies gibt uns folgendes, dem in §. 34 aufgestellten Satze analoge,

Theorem

:

Die algebraische Summe dreier Pyramiden , icelche eine gemein-

schaftliche Kante 31N hahen^ und deren gegenüberliegende Kanten von

einer gemeinschaftlichen Ecke ausgehen , ist gleich einer Pyram,ide,

welche dieselbe Kante 3IN hat, und deren gegenüberliegende Kante die

von der Ecke ausgehende Diagonale des aus ersteren drei gegenüber-

liegenden Kanten construirten Parallelepipedums ist.

Auch lässt sich dieser Satz noch folgendergestalt ausdrücken:

Legt man durch eine Ecke einer Pyramide 31NOT drei nicht in

einer Ebene enthaltene Axen und projicirt auf jede derselben eine

der anderen Ecken, T, durch eine Gerade, welche mit der Ebene

der beiden Axen. auf welche nicht projicirt wird, jedesmal parallel

ist, so ist die Pyramide 31NOT der Summe der drei Pyramiden

gleich, die hervorgehen, wenn man in dem Ausdrucke der ersteren

für die Ecke T nach und nach ihre drei Projectionen (P. Q, B)
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setzt. — Uebrigens sieht man von selbst, dass hierbei OP, OQ, OR
die Coordinaten von T in Bezug auf das durch O gelegte Axen-

system sind.

§. 64. Aufgabe. De7i Inhalt einer Pyramide MNAB durch

die Coordinaten ihrer Ecken auszudrücken.

Auflösung. Man lege durch 3/, als den Anfangspunct des

Coordinatensystems , die Axen der x^ y , z und nenne i\^, , JV^ , N^
die Projectionen von iV auf diese Axen durch Linien, Avelche resp.

mit den Ebenen der y^, zx ^ xy parallel sind; auf gleiche Art seien

^-1,, Ä,. Ay die Projectionen von A, und B^, B^, B^ die Projec-

tionen von B auf die Axen. Alsdann ist dem eben erwiesenen Satze

zufolge

:

(«) 31NAB = MN^AB + MN^AB + MN, AB
,

und ebenso

(b) MN,AB= MN, A,B-{- MN, A.,B + MN, A,B .

In (b) ist aber das erste Glied rechter Hand gleich Null, weil

N^ und A^ mit M in einer Geraden, in der Axe der x, liegen. Das

zweite Glied ist

MN.A^B = MN^A^B, + MN,A^B._ + MN^A.B, = MN.A^B^
,

Aveil JV, , B^ in der Axe der x und A^ , B^ in der Axe der y liegen,

und daher MX^A.^B^ sowohl, als MN^A^B^, gleich Null ist. Glei-

cherweise findet sich das dritte Glied in {b)

MN^A^B = MN.A^B^
,

folglich

MN,AB = MN, A, B, -f 31N, A, B, ,

und ebenso

31N^AB = 31N^ A^B,-\- 3IN,_ A , B,, ,

31N^AB = 3IN, A^ B^ -\- 31N^ A^B, .

Addirt man diese drei Gleichungen, so kommt linker Hand:
31NAB, zufolge der Gleichung [a] , und man erhält, wenn man in

den Ausdrücken zur Rechten die Buchstaben so versetzt, dass die

Indices stets in der Ordnung 1 , 2, 3 auf einander folgen , dass also

die drei letzten Ecken jeder Pyramide der Reihe nach in den Axen
der .r, y , z liegen, und wenn man dabei die durch die Versetzungen

nöthig werdenden Zeichenwechsel nach §.63, l gehörig beobachtet:

31NAB = MN, A^ B, + 31B^ A; A^ + 31A, 5, N,
— 31N^ B^ A,— 31A^ N^ B^— 31B, a[ N, .

Nun wird nach §. 63, 2, wenn man die Coordinaten von N:
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beliebige Puncte ihrer Richtiüigen. so ist. wenn 7nan zur Abkürzung

die Summen
X + X' + X" + . . . = ^ .

Z + Z' + Z" + . . . = c
,

yZ-zY-^y'Z'-z'Y'-\-... = L ,

zX—.rZ+ z'X' — z'Z' -\-...=3f
,

XY— yX-\- x' Y — y'X' -\- ... = N
setzt, (las Momerd des Systems in Bezug auf die durch f., g, h, F.

G, H bestimtnte Axe dargestellt durch den Ausdruck

rFlL — gC + h B -f rG[M— hA -\-fC] + rH[N—fB +gA] .

§. 66. Soll uun das jetzt betrachtete System von Kräften im

Gleichgewichte sein, so niuss das Moment des Systems für jede Lage

der Axe MN, also nnabhängig von /, g, h, F. G, H, Null sein.

Dies gibt folgende sechs nothwendige Bedingungen des Gleichge-

wichtes :

^ = (j , i; = , C = ,

L = ()
,

il/= , N= .

In der That wird, wenn man z. B. </, h , G, H gleich Null setzt,

also die Axe MN in der Axe der x liegend und von einer Länge

gleich F annimmt, das Moment des Systems gleich rFL, und daher

beim Gleichgewichte L = i). Ebenso ist rGM oder rHN das

Moment des Systems, wenn die Axe des Moments in die Axe der y

oder der z fällt und von der Länge G oder H ist; also beim Gleich-

gewichte ilf= und N = 0. Setzt man aber bloss h == 0, G = 0,

H^ (), und lässt daher die Axe der Momente in der Ebene der x, y
parallel mit der Axe der x liegen, so wird das Moment

= rF{L-gC)
,

folglich beim Gleichgewichte C = , weil dann, wie schon erwiesen,

Z< = ist.

Die sechs Bedingungsgleichungen

A=() , B = , C = ,

L = {) , M= , N=
sind aber nicht allein die nothwendigen. sondern auch die hinreichenden

Bedingu7igen des Gleichgewichtes.

Denn wenn sie erfüllt werden, ist das Moment für jede Lage

der Axe Null und findet somit Gleichgewicht statt.

Die drei ersten dieser sechs Gleichungen drücken aus, dass die
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Summen der Projectionen der Kräfte ;iuf die Axeii der x , der y und

der z einzeln Null sind, uiul die drei letzten bedeuten, dass das

Moment des Systems in liezu;? auf jode dieser drei Axen einzeln

Null ist.

Zusatz. Werden die Richtungen der Kräfte eines Systems in

die direct ent<i:e^en<»esetzten verwandelt, so »jehen die sechs von den

Intensitäten und lli(-htun<^en der Kräfte abhängigen Grössen: A, B,
... N über in —A, — B , ... —.V.

liezeichnen ferner bei einem zweiten auf dieselben Coordinaten-

axen bezogenen Systeme von Kräften, A\ B' , . . . X' dieselben Func-

tionen der Intensitäten und Richtungen der Kräfte, welche A, B,
. . . N rücksichtlich des vorigen Systems waren , so sind dieselben

Functionen für das aus beiden Systemen zusammengesetzte System:

A + Ä, ... iY+iV .

Ist folglich das zweite System mit dem ersten gleichwirkend,

so hat man. weil dann das zweite System, nachdem die Richtungen

seiner Kräfte in die entgegengesetzten verwandelt worden, mit dem
ersten verbunden, im Gleichgewichte sein muss, die sechs Glei-

chungen :

A — A' = (I . ... J^'— X = (I ;

d. h. : Die Gleichungen

A = A' , B = B' , C= C .

L = L' . M= M' ,
^V= i\"

sind die noÜnccndigcn und hinreichenden Bedingangsgleichungen, unter

denen die zwei durch A, B, C, Z, 31, N und A' , B', C, Z', M',

iV bestimmten Systeme von Kräften gleiche IVit'ktmg haben.

§. G7. Der Weg, auf welchem wir jetzt zu den Bedingungen

für das Gleichgewicht zwischen Kräften im Räume gekommen sind,

ist ganz dem analog, den wir bei einem Systeme von Kräften in

einer Ebene befolgten. So wie dort die Bedingungen sich daraus

ergaben, dass das Moment des Systems für jeden Punct der Ebene,

worauf es bezogen Avurde, Null sein musste, so fanden sich hier die

Bedingungen, indem wir den allgemeinen Ausdruck des Moments,

unabhängig von den die Axe des Moments bestimmenden Grössen,

Null setzten : und ebenso , Avie die dortige Entwickelung sich bloss

auf die Zusammensetzung in einer Ebene wirkender Paare gründete,

so wurde auch hier nur die Theorie von Paaren im Räume zu Hülfe

genommen, so dass die eine Entwickelung von der anderen ganz un-

abhängig war.

Indessen kann man auch, ohne zuvor die Nullität des Moments
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fi'ir jede Axe bewiesen und den allgemeinen Ausdruck dieses Mo-

ments entwickelt zu haben, die l^edingungen des Gleichgewichtes

eines Systems im Räume aus denen, welche für ein System in einer

Ebene gelten, leicht auf folgende Weise herleiten.

1) Aus der Natur der Projectionen folgt, dass, wenn man eine

Kraft P und ihre Projectionen X, Y, Z auf die Axen der x, y, z

parallel mit ihren Richtungen an einen Punct trägt, die von

ausgehende Diagonale des Parallelepipedums, welches X, Y, Z zu

Kanten hat, P selbst ist. Nach dem in §. 63, 3 Bemerkten ist aber

bei dieser Lage von P, X, Y, Z die erstere Kraft die Resultante

der drei letzteren, d. h. : die Kraft (X, Y, Z) ist gleich und parallel

der Resultante von den in den Coordinatenaxen wirkenden Kräften

X, Y, Z.

2) Zum Gleichgewichte eines Systems S im Räume wird erfor-

dert, dass von den zwei Systemen V und IV (§. 57) jedes für sich

im Gleichgewichte ist. Es besteht aber V aus den parallel mit ihren

Richtungen durch einen Punct gelegten Kräften von S. Man
nehme nun für den Punct den Anfangspunct der Coordinaten, so

wird die Kraft (X, Y, Z) des Systems S nach ihrer Verlegung auf

gleichwirkend mit den Kräften X, Y, Z in den Axen der .r, y,

z\ und dasselbe gilt auch von den übrigen Kräften (X', Y', Z'), ...

des Systems aS*. Das aus der Verlegung entstehende System V ist

daher gleichw^irkend mit den Kräften X, X', ... in der Axe der x,

den Kräften Y, Y', ... in der Axe der y und den Kräften Z, Z\

... in der Axe der z. Soll aber dieses System im Gleichgewichte

sein, so muss es jedes der drei Systeme X, X', ...; Y, Y', ...;

Z, Z\ . . . für sich sein, und daher, wenn, wie in §. 65

X -f- X' -f . . . = ^
,

u. s. Av. gesetzt wdrd, jede der drei Summen A, B, C Null sein.

Denn da z^vei Kräfte, die nicht in einer Geraden wirken, sowie drei

Kräfte, deren Richtungen nicht in eine und dieselbe Ebene fallen,

sich nicht das Gleichgewicht halten können, so Avürde, wenn von

den drei Summen A, B, C nur zwei, oder eine, oder keine. Null

wären, das System eine Resultante haben.

Die erste Bedingung des Gleichgewichtes zwischen Kräften im

Baume, dass die Kräfte, wenn sie parallel mit sich an einen und den-

selben Punct getragen werden, sich das Gleichgewicht halten, wird dar-

her erfüllt, wenn

A = . B = , C= .

3) Die zweite Bedingung für das Gleichgewicht des Systems S
ist das Gleichgewicht des Systems der Paare W. Hierzu wird nach
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§. 54, 5 erfordert, dass, wenn mau die Paare auf die Ebene der yz,

zx und xy projicirt, in jeder dieser Ebenen für sich die projicirten

Paare im Gleichgewichte sind. Das zu dem Systeme TF gehörige

Paar, welches aus der auf den Punct (.r, y, z) wirkenden Kraft (X,

Y, Z) des Systems S und der durch gehenden Kraft (— X, — Y,

— Z) besteht , hat aber zu seiner Projection auf die Eljene der xy
ein Paar, dessen Kräfte (X, 1') und {

—

X, — Y) resp. auf die Puncte

{x, y) und gerichtet sind; und von diesem Paare ist das Moment
gleich dem Momente der Kraft (X, Y) in Bezug auf O (§. 31),

= [xY— yX) sin u

(§. 37). Auf gleiche Weise verhält es sich mit jedem der übrigen

Paare des Systems W. Nach der in §. 65 angenommeneu Bezeich-

nung ist daher das Moment aller auf die Ebene der x, y projicirten

Paare des Systems 7F gleich X sin u . und folglich Gleichgewicht

zwischen ihnen, wenn X=0 ist. Ebenso zeigt sich, dass resp.

Z = und J/=U die Bedingungen sind, unter denen die Projec-

tionen von TF auf die Ebenen der yz und zx sich das Gleichgewicht

halten. Die Bedingungen für das Gleichgewicht des Systems TF sind

demnach

:

Z = . M = . J^'= ,

welche in Verbindung mit den drei vorigen Gleichungen ^ = (),

u. s. w. die Bedingungen für das Gleichgewicht des Systems *S voll-

ständig darstellen.

Zusatz. Aus 2) dieser Entwickelung schliessen Avir noch, dass,

wenn die Kräfte des Systems ursprünglich auf einen und denselben

Punct wirken, die drei Gleichungen:

^ = , jB = u , C = ()
,

die einzigen zum Gleichgewichte erforderlichen Bedingungen sind,

und dass, wenn sie nicht erfüllt werden, das System eine auf den-

selben Punct gerichtete Resultante [A, B, C) hat.

§. 68. Setzt man in den sechs Gleichungen A = (\ , B = 0,

... iV= die Projectionen Z, Z' , ... und die Coordinaten z. z'. ...

sämmtlich gleich Null, so werden die Gleichungen C = U, JL = 0,

3/= identisch, und man erhält rückwärts

A = () , B = , X= (I
,

wie in §. 3S. als die einzigen Bedingungen des Gleichgemachtes für

den speciellen Fall, wenn die Kräfte in einer und derselben Ebene,

in der Ebene der x, y, wirken.

Da (X, y, 0), ... und (.r, y, 0), ... die Projectionen der Kräfte

(X, Y, Z), . . . und der Puncte [x, y, z), ... auf die Ebene der x, y
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sind, so geben die drei Gleichungen -.4 = 0, B = 0, iV= noch zu

erkennen, dass, -wenn ein System im Räume im GleichgeAvicht ist,

auch Gleichge"v\'icht zwischen den auf die Ebene der xy projicirten

Kräften desselben stattfindet. Ebenso wird durch die Gleichungen

^^0, C= 0, L = das Gleichgewicht der Projectionen auf die

Ebene der tjz, und durch die Gleichungen 6':= 0, A = 0, M=0
das Gleichgewicht der Projectionen auf die Ebene der zx ausge-

drückt. Wir folgern hieraus:

Ist ein System ton Kräften im Räume im Gleichgeivichte
^

so ist

es auch die Projection des Systems auf eine beliebig gelegte Ebene. Ist

aber vo7i drei Projectionen ei?ies Systems im Räume auf drei sich nur

in eitlem Puncte schneidende Ebetien Jede Projection für sich im Gleich-

geicichte , so ist es auch das System selbst und mithin auch die Pro-

jection desselben auf Jede vierte Ebene.

Vermöge der drei Gleichungen

^ = 0, J5 = 0, C=0,
gilt der erste Theil dieses Satzes auch von Projectionen eines Systems

im Räume auf gerade Linien.

Wenn also die Kräfte des Systems im Gleichgewichte sind^ so

herrscht zivischen den auf ei?ie beliebige Gerade proJicirte?i Kräften

ebenfalls Gleichgeicicht. Wenn aber vo?i drei Projectionen des Systems

auf drei nicht in einer Ebene liegende und nicht mit einer Ebene pa-

rallele Gerade Jede für sich im Gleichgewichte ist^ so ist es auch die

Projection auf Jede vierte Gerade., allein deshalb noch nicht das System

selbst.

§. 69. Ist ein System von Kräften im Räume nicht im Gleich-

gewichte, so lässt es sich immer aif zwei Kräfte zurückbringen ^ die

im allgemeineren Falle nicht weiter zu vereinigen sind.

Seien (X,, Y, , ZJ, (X,, Y^, Z.,) diese zwei Kräfte und resp.

[x^. y, , 2:,), (.r.^, ?/,) ^J zw^ei Puncte ihrer Richtungen. Um die

gleiche Wii'kung des Systems mit diesen zwei Kräften auszudrücken,

hat man nach §. 66, Zusatz die von den Kräften des Systems ab-

hängigen sechs Grössen A, B , . .
.

, N den ebenso durch letztere zwei

Kräfte bestimmten Grössen gleich zu setzen. Dies gibt die sechs

Gleichungen

:

A=X,-^X,
,

L=y,Z,-z,Y, -\- y^^Z,- z,Y, ,

B =Y, + Y,_
,

M= 2, X,— x, Z, + ^2 ^2— ^--2 Z..
,

C = Z,+Z,
,

N = x,Y,-y,X, + x,Y,-y,X,.

Betrachtet man daher das System, und damit die sechs Grössen A,
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B , ... N, als gegeben , und will man die zwei mit ihm gleichwir-

kenden Kräfte finden, so hat man sechs Gleichungen zwischen zwölf

Unbekannten

:

^V
I

, ... -t\o ' • • • -^ ^^ • • • «^2 , . . . .

Man kann folglich sechsen der letzteren beliebige Werthe geben,

hierdurch die sechs übrigen bestimmen und somit auf unendlich

viele Arten zwei Kräfte finden, die mit dem gegebenen Systeme

gleiche Wirkung haben.

Nur dürfen unter den sechs willkürlich zu nehmenden Grössen

nicht solche sein, ZAvischen denen allein schon vermöge der sechs

Gleichungen Relationen stattfinden; z. B. nicht X^ und A'^ zugleich,

weil durch die Gleichung

A = X, + X,

mit der einen dieser Grössen auch die andere bestimmt ist.

Ebensowenig können die sechs Coordinaten .Tj , ^/^, 2,, x^, y^, z^

beliebig genommen werden. Denn aus den drei letzten der sechs

Gleichungen fliesst:

= X, {y,z„ — y^^z,) + Z, {z,x,_ — z^x,) + Z., {x^y, — .r,y,)

Lx^ + My^ + Nz^

= ^i iy^.^x — Vx ^J + ^4 (^2^1 — ^i^J + ^1 (^22/1 — '-^'l^J

und hieraus mit Anwendung der drei ersten Gleichungen:

<. L (^2 — '-^J + M{y._ — y,) + N{z^ — z,)

= ^ iy-i^i
— Vi ^J + B {z.x^ — z, x,j 4- C{x^y^ — :r, yj .

Die sechs Coordinaten sind daher nicht von einander unabhän-
gig. Vielmehr sieht man aus letzterer Gleichung, dass, wenn die

eine Kraft {X^, Y^, Z,) durch einen gegebenen Punct {a^, b^, c,)

geht, die andere in einer damit gegebenen, den Punct enthaltenden

Ebene liegt. Setzt man nämlich in («) die Coordinaten a, , b^ , r, an

die Stelle von x^, 3/,, z, , so ist die hervorgehende Gleichung zwischen

^2 ; y« , ^2 <lie Gleichung dieser Ebene ; und da diese Gleichung, wenn
man auch x^, y^, z^_ resp. gleich «,, Z», , e, setzt, identisch wird, so

geht die Ebene durch den gegebenen Punct.

Ist umgekehrt die eine Kraft (X,, Y^, ZJ in einer gegebenen
Ebene enthalten, deren Gleichung

a, »2 c^

sei, so geht die Richtung der anderen Kraft (A, , Y^, Z^ durch einen

damit gegebenen, in der Ebene begrifi'enen Punct. Denn aus der

Vergleichung von [§) mit (a) ergibt sich:

Möbius Werke III. n
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Z.r, + My, + Nzy = «, {L + Bz, — Cy,)
,

Lx^ + My, + Nz, = K {M-\- Cx, — Az^)
,

Lx, + 3Iy, + iV^:, = c, [N+ ^1/^— ^r.) .

Hiermit erhalten .r^ , y,, s, bestimmte Werthe, und diese sind

die Coordinaten des Punctes, durch welchen die Kraft (X,, Y^, Z^)

zu leo"en ist. Substituirt man endlich die aus den drei letzteren

Gleichungen fliessenden AVerthe von a^ , b^-, , c^ in [ß) und setzt .r,
, y^

,

z^ resp. gleich x^, y^, z^, so wird [ß] identisch; mithin ist der Punct

{•^ ' ^D ^i)
gleichfalls in der Ebene [ß) enthalten.

In dieser Beziehung entspricht daher jedem Puncte eine durch

ihn o-ehende Ebene und jeder Ebene ein in ihr liegender Punct. Ist

demnach von zwei Kräften, Avelche mit dem Systeme gleichwirkend

sind, die Richtung der einen gegeben, so hat damit auch die Rich-

tuno- der anderen eine bestimmte Lage. Denn sie ist die Durch-

schnittslinie zweier Ebenen, die irgend zweien Puncten der ersteren

Richtung entsprechen, oder auch die Linie durch zwei Puncte, welche

iro-end zweien in der ersteren Richtung sich schneidenden Ebenen ent-

sprechen. So Avie daher jedem Puncte eine Ebene und jeder Ebene

ein Punct entspricht, so hat auch jede Gerade eine andere ihr ent-

sprechende Gerade. — Weiter unten werden wir auf diesen Gegen-

stand zurückkommen.

§. 70. Die zwei Kräfte, worauf sich ein nicht im Gleichge-

wichte befindliches System mittelst der sechs Gleichungen in §. 69

immer reduciren lässt, sind im Allgemeinen nicht in einer Ebene

enthalten.

TJm daher noch zu untersuchen^ unter welchen Bedingungen die

zwei Kräfte in einer und derselben Ebene liegen, erwäge man, dass

sie dann im Allgemeinen sich auf eine einzige Kraft reduciren, im

specielleren Falle aber ein Paar bilden. Da nun jede mit (Xj , l'j,

ZJ ein Paar bildende Kraft den Ausdruck (— X^, — Y^, — ZJ hat,

so wird das System mit einem Paare gleiche Wirkung haben, wenn

X, -1- X, = , i; -h i; = , z, -h z, = ,

also wenn (§. G9)

A=^() , B = i)
,

C=0
ist, — was auch schon daraus erhellt, dass alsdann von den zwei

Systemen V und TF, welche in §. 57 für das System S substituirt

wurden, das System V im Gleichgewichte sein muss (vergl. §. 67, 2).

Die Werthe von X, 3/, iV^ in §. 69 werden damit, wenn man
der Kürze willen
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setzt

:

und hieraus lassen sich die Ebene und das Moment des resultiren-

den Paares bestimmen. Denn zuerst hat man:

welches, wenn ^, rj , t selbst zu Coordinaten genommen werden, die

Gleichung für eine durch den Anfangspunct der Coordinaten gelegte,

mit der Ebene des Paares parallele Ebene ist. Sodann findet sich

= {x,^ + y.^ + z,-^) (," + ^f + C-) - {x,^ + Y,r^ + z, uy-

.

Lässt man daher das Coordinatensystem ein rechtwinkliges sein

und bestimmt von den zwei Puncten {x^, y^, ^^) und [x^, y^, cj in

den Richtungen der Kräfte des Paares den einen so , dass die Ge-

rade, Avelche ihn mit dem anderen verbindet, die Richtungen recht-

Avinklig schneidet, so ist

X,^+Y,^^ + Z,',=i)
.,

der Ausdruck

vr- +r^ +r-
gleich der Breite, und

yx,^ + 17- + z,^

gleich jeder der zwei Kräfte des Paares; folglich der Ausdruck

gleich dem Momente desselben.

Diess fliesst auch sogleich daraus , dass L , M, N die Momente
der auf die drei Coordinatenebenen projicirten Kräfte des Systems

in Bezug auf den Anfangspunct der Coordinaten (§. 67, 3), also auch

die Momente des auf dieselben drei Ebenen projicirten Paares sind,

auf welches sich jetzt das System zurückführen lassen soll; und dass,

wenn man eine begrenzte Ebene auf drei sich rechtwinklig schnei-

dende Ebenen projicirt, die Summe der Quadrate der Projectionen

dem Quadrate der begrenzten Ebene selbst gleich ist.

§. 7J. Wenn die zwei Kräfte, welche mit einem gegebenen

Systeme gleichwirkend sind, in einer Ebene liegen und sich darin,

wie es im Allgemeinen der Fall ist, auf eine einzige Kraft reduciren

lassen, so kann man die Kraft {X^, Y^^ Z^) für diese eine nehmen
und die andere (X^, Y^, Z^ Null setzen. Hiermit werden X^, Y^, Z^

einzeln gleich Null , und die sechs Gleichungen in §. 69 gehen

über in:
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L = y,Z,—z^Y,
,

M=z,X,—x,Z,
,

N =. x^Y,—y,X, .

Eliminirt man hieraus X^ , Y^ , Z^, so kommt

:

(rt) L= Cy,—Bz, , M= Az^ — Cx^ , N= Bx^—Ay, ,

und. Avenn man noch x^, y^, z, wegschafft:

[h) AL + BM+ CN= ,

eine Gleichung zwischen A, B, ... N allein, also die Bedingmigs-

gleichung ^ hei welcher das System auf eine einzige Kraft reducirhar

ist. Diese Kj-aft selbst ist [A^ B, C) und die drei Gleichungen (a),

von denen, vermöge der Relation [b], eine jede aus den zwei übrigen

fliesst, sind die Gleichungen für die Richtung der Kraft. Finden

sich daher

i = , 31=0 , N= ,

so hat das System eine durch den Anfangspunct der Coordinaten

gehende Resultante, und umgekehrt.

Da übrigens die Gleichung {b) auch dann erfüllt wird, wenn

A, B, C gleich Null sind, d. i. Avenn das System mit einem Paare

gleiche Wirkung hat, so erhellt, dass diese Gleichung überhaupt die

Bedingung ausdrückt, bei welcher die zwei Kräfte (X,, Y^ , Z^) und

[X^ , Y, , Z^) in einer Ebene liegen, und dass, wenn das System eine

einfache Kraft zur Resultante haben soll, zu der positiven durch [h]

ausgedrückten Bedingung noch die negative hinzugesetzt werden

muss, dass nicht jede der drei Grössen A, B, C Null sein darf.

§. 72. Zusätze, a) Zu der Gleichung {b) kann man noch

auf verschiedenen anderen Wegen gelangen: am einfachsten wohl

folgendergestalt. Man verwandle, Avie in §. 57, das System jS in zAvei

andere V und W, von denen V aus den auf den xlnfangspunct der

Coordinaten parallel mit sich verlegten Kräften von S besteht, W
aber die Kräfte von S selbst und die direct entgegengesetzten von

V enthält. Die Resultante von V ist nun eine durch den Anfangs-

punct gehende Kraft v, deren Ausdruck {A, B, C), und es verhält

sich daher für jeden Punct {x, y, z) ihrer Richtung:

[v) x:y:z = A:B:C.
Die Resultante von W ist ein Paar tv, dessen Projectionen auf

die Coordinatenebenen gleich L, M, N sind. Die Ebene dieses

Paares hat folglich, Avenn sie durch den Anfangspunct gelegt Avird,

die Gleichung (§. 70)

{ic) Lx + My -\-Nz = .

Soll nun das System *S' sich auf eine einfache Kraft reduciren
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SO muss, wenn TF nicht schon für sich im Gleichgewichte, und da-

her 2y, M^ N gleich Null sind, die Richtung von v in die Ebene
von ?/• fallen. Alsdann aber müssen die den .r, y, z proportionalen

Werthe aus [v) in {w) substituirt, dieser Gleichung Geniige leisten,

und es muss daher wie vorhin sein

AL + BM^ CxV=0 .

h) Noch eine andere Herleitung dieser Gleichung ist folgende.

Sollen die zwei Kräfte {X^, F, , ZJ und (X^, Y^, Z^), worauf sich

ein System im Räume immer reduciren lässt, in einer Ebene ent-

halten sein, so müssen die vier Puncte (.r, , ?/^ , ^,), [x^ -{- X^. y^-\- Y^ ,

z^-\-Z^), (:r, , . . .) . [x^-\-X,_, . . .) in einer Ebene liegen (§. 62), oder

mit anderen Worten: es muss der Inhalt der Pyramide, welche diese

vier Puncte zu Ecken hat, gleich Null sein. Dieser Inhalt findet

sich sogleich, wenn man in der Formel des §. 65 a-, , y^ , z^, X,,

Yg, Z., für /", g. h , F, G, H, und a•^, ... X,, ... für x, ... X, ...

schreibt und ist daher:

h'X, I (y,
- y,) Z, - [z, - z,) r,] + ...

= h- {^. [y, z, - z, rj -f X, (y , z, - z, yj

+ r, [z, X—x^Z,) -h Y, [z, X. - .r, Z.)

+ z, [x, i; - y, X,) H- z, [x, y, - y, X,) }

.

Es fliesst aber aus den drei letzten der sechs Gleichungen in

§. 69:

X,Z 4- Y,M^ Z,N= X, {y,Z, — z, YJ -f- . .

.

X.L + Y,M-{- Z,N= X, {y, Z, - z, FJ -f- . .

.

Hiermit wird der Inhalt der Pyramide

= U{{^, + ^^) L + {Y,-^r Y,)M+ [Z, + Z,) N]
= ^r{AL + BM-\-CN]

zufolge der drei ersten jener sechs Gleichungen. Soll daher diese

Pyramide verschwinden, und damit das System auf zwei in einer

Ebene liegende Kräfte reducirt werden können, so muss

AL-\-BM-\- CN==
sein.

c) Merkwürdiger Weise gibt also der Ausdruck ^r{AL -\- BM
-\- CN), — oder \{AL -\- BM -\- CN) selbst, wenn das Coordinaten-

system ein recht^-inkliges ist, — im Allgemeinen den Inhalt der PjTa-

mide an, welche durch die zwei resultirenden Kräfte (X,, . . .) und
(Xj, . . .) bestimmt wird; und wir ziehen hieraus den Schluss:

Wie auch ein System von Kräften im Räume auf zicei Kräfte
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rediicirt teerden mag, so ist doch immer die Pyramide, welche diese

zirei Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten hat, von demselben Inhalte.

Sehr einfach lässt sich dieser Satz auch folgendergestalt bewei-

sen. — Sei das System das eine Mal auf die zwei Kräfte PQ, PS,
und das andere Mal auf die zwei Kräfte P'Q', P'S' reducirt worden,

so sind erstere Kräfte gleichwirkend mit letzteren, und es ist daher

in Bezug auf die willküi-lich zu nehmende Axe MN (§. 59):

3INPQ 4- MNPS = MNP'Q' + MNR'S' .

Man lasse nun die willkürlichen zwei Puncte M, N resp. mit

P, Q zusammenfallen, so wird die Pyramide

MNPQ = ()
,

und man erhält:

PQRS= PQP'Q + PQR'S' .

Ebenso ergibt sich, wenn man MN nach und nach mit RS,
P'Q', P'S' zusammenfallen lässt:

PSPQ = PSP'Q' -[- PSP'S'
,

P'Q'PQ + P'Q'PS = P'Q'P'S'
,

P'S'PQ + P'S'PS = P'S'P'Q' .

Addirt man diese vier Gleichungen, und bemerkt, dass

PQPS= PSPQ U.S.W.

(§. 03, 1), so kommt:

1PQPS= 2 P'Q'P'S'
,

und damit

PQPS=P'Q'P'S' ,

wie zu erweisen war*).

*) Der Entdecker dieses merkwürdigen Theorems ist Hr. Chasles (vergl. Ger-
gonne, Demonstration d'un theoreme de M. Chasles, Gergonne Annales, tom. XVIII,

p. 372). Auf die letztere Art habe ich es in Grell e's Journal für die reine und
angewandte Mathematik dargethan und daselbst du; eh ganz ähnliche Betrachtungen

folgenden viel allgemeineren Satz hergeleitet: Hat jnan eine helichige Anzahl («)

von Kr(iß,en, welche auf einen freien festen Körj)er wirken, und sind diese Kräfte

im Gleichgewichte , oder lassen sie sich auf eine einzige Kraft reduciren, so ist die

algebraische Summe der ~hn[n — 1) dreiseitigen Pyramiden, ivelche hervorgehen, in-

dem man die Kräfte durch Linien ausdrückt, und Je zwei derselben zu gege7iüber-

liegenden Seiten einer Pyramide nimmt, gleich Null. Im allgemeinen Falle aber,

tco die n Kräfte sich nicht auf eine, Jedoch immer auf zwei Kräfte zurückführen

lassen, ist Jene Summe von Pyramiden der aus den zwei resultirenden Kräften ge-

bildeten Pyramide seihst gleich. (Beweis eines neuen, von Herrn Chasles in der

Statik entdeckten Satzes, Crelle's Journal, Bd. 4, p. 179 [im vorliegenden Bande
weiter unten wieder abgedruckt]).
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Vom Grleichgewichte zwischen parallelen Kräften

im ßaume.

§. 73. Wir wollen noch die jetzt vorgetragene allgemeine Theo-

rie des GleichgeAvichtes auf den besonderen Fall anwenden , wenn
sämmtKche Kräfte des Systems mit einer und derselben Geraden

parallel sind. Denkt man sich die Kräfte eines solchen Systems

nach und nach zu zweien mit einander verbunden, so übersieht man
schon im Voraus, dass, da die Resultante zweier parallelen Kräfte,

die kein Paar ausmachen, eine mit ihnen parallele Kraft ist (§. 26),

ein solches System im Allgemeinen eine mit jener Geraden parallele

einfache Resultante hat, oder sich auf ein Paar reducirt, dessen Ebene
mit jener Geraden parallel läuft, oder endlich im Gleichgewichte ist.

Die Rechnung hierzu ist folgende.

Sei p ein Abschnitt einer mit den Kräften des Systems parallelen

Linie, und von p die Projectionen auf die drei Coordinatenaxen gleich

a . p , b .p , c . p, wo a, h, c aus den Winkeln, welche die drei Coor-

dinatenaxen und p mit einander bilden, bestimmbare Zahlen sind.

Alsdann ist, wenn wir die Kräfte (X, Y, Z), {X', Y', Z') , u. s. w.

einfach mit P, P', . . . bezeichnen

:

X = «P, Y = bP, Z=cP,
X'=aP', Y'=hP' , Z'=cP'

,

u. s. w. ; und es werden mit Anwendung des Summatiouszeichens 2"

die sechs den Zustand des Systems bestimmenden Grössen (§. 65)

:

A = a.:^P, B = h.:^p , C=e.:2P,
L = c.:^yP—b.^zP , 3I=a.:2zP—c.:^xP

,

N= b.:^xP—a.:^tjP .

Hieraus folgt sogleich:

AL-{-B3I-{-CN={) :

daher sich ein System paralleler Kräfte, — übereinstimmend mit

dem gleich Eingangs Bemerkten, — immer auf zwei in derselben

Ebene enthaltene Kräfte, folglich im Allgemeinen auf eine einfache

Kraft reduciren lassen muss. Diese Kraft ist (a-P, b2P, c^P)
also eine mit den Kräften des Systems parallele Kraft, P^ = 3P,
die der algebraischen Summe der letzteren gleich ist. Die Glei-

chung für die Projection dieser Resultante auf die Ebene der yz

(§. 71, a) ist:

c.^>/P-b.^zP={cij,-bz,):^p .
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oder, wenn
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zukommt, und dessen Moment bei rechtwinkligen Coordinaten gleich

V{2xPY- + {^yPr-

ist.

Ist ^P nicht gleich Null, so haben die Kräfte eine mit der Axe
der z parallele Resultante gleich 2'P, welche die Ebene der xy in

einem Puncte schneidet, dessen Coordinaten gleich ^ und / sind.

Sechstes Kapitel.

Weitere Ausführung der Theorie der Momente.

§. 74. Ist ein System von Kräften im Räume nicht im Gleich-

gewichte, so ist sein Moment, oder das Moment der zwei Kräfte, auf

welche sich das System immer reduciren lässt, von einer Axe zur

anderen im Allgemeinen veränderKch. Die sehr merk^vürdigen Ge-
setze, nach denen diese Aenderungen sich richten, sollen den Gegen-

stand unserer nächsten Untersuchungen ausmachen.

Die höchst einfachen Beziehungen, welche bei einem in einer

Ebene enthaltenen und auf eine einzige Kraft reducirbaren Systeme

zwischen den Momenten desselben oder seiner Resultante für ver-

schiedene Puncte der Ebene stattfinden, haben mr in §. 30 und §. 48

kennen gelernt. Die jetzt anzustellenden Untersuchungen werden

daher den dortigen zwar verwandt, aber in dem Grade zusammen-

gesetzter sein, als es überhaupt jede geometrische Untersuchung wird,

sobald man sie aus dem Gebiete von zwei Dimensionen in das von

drei Dimensionen überträs^t.

ßelatiouen zwischen Momeuteii, deren Axen sich in einem

Pnncte schneiden.

§. 75. Alle zu einem Systeme im Räume gehörigen Kräfte

kann man auf eine einfache, durch einen beliebig gewählten Punct
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M (vergl. Fig. 24) gehende Kraft v und ein Paar ic, dessen Kräfte

PQ und P'Q' seien, zurückführen (§. 57). Die Ebene des Paares

und die eine Kraft P'Q' desselben nehme man gleichfalls durch M
gehend an, was nach §. 50, Folgerung

immer möglich ist. Alsdann ist in Be-

zug auf eine durch M gelegte Axe MN
das Moment von v sowohl, als von P'Q'

^

Null, und daher in Bezug auf dieselbe

Axe das Moment des Systems gleich dem
Momente von r und w §. 59) , gleich

dem Momente von PQ, gleich dem
Sechsfachen der Pyramide MNPQ,
= 2 31PQ . MJ\ . sin 31PQ "^ 31N) .

Wenn daher, wie in diesem Kapitel

Fig. 24. immer geschehen soll, alle Axen , wo-

rauf ein System bezogen wird, von glei-

cher Länge angenommen werden, so hat man folgenden Satz:

Für jeden Punct M gibt es eitie durch ihn gehende Ebene MPQ
von der Beschaffenheit ^ dass das Moment des Systems für Jede den

Punct M treffende Axe dem Sinus des ton der Axe mit dieser Ebene

gebildeten Witikels proportional ist.

§. 76. Um uns die Verhältnisse, die hiernach zwischen den

Momenten für die durch 31 gehenden Axen stattfinden, anschaulicher

zu machen, wollen wir von 31 aus auf die einzelnen Axen, Avie 31S
und il/iV, Abschnitte, 31s und 3In, tragen, die den Momenten,

welche den Axen zukommen, proportional sind. Ist daher 31S auf

der Ebene 31PQ normal, so verhält sich

31s : 3In = 1 : cos S3IN
,

folglich ist 31ns ein rechter Winkel, d. h. der Punct n liegt in einer

um Ms als Durchmesser beschriebenen und daher die Ebene MPQ
in M berührenden Kugelfläche ; oder mit anderen Worten

:

Das Moment jeder durch 31 gehenden Axe ist dem von dieser

Kugelßäche abgeschnittenen Theile 3In der Axe proportional.

So wie nun unter allen durch 31 gehenden Sehnen der Kugel
die auf der Berührungsebene in 31 normal stehende Sehne, als

Durchmesser, die grösste ist, und alle von 31 ausgehende, mit ihr

gleiche Winkel bildende Sehnen einander gleich sind, so hat auch

unter allen durch 31 gelegten Axen die auf der Ebene 31PQ nor-

male Axe das grösste Moment, und allen Axen, die gegen sie unter
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gleichen Winkeln geneigt sind, kommen Momente von gleicher Grösse

zu. So wie ferner die Sehnen, wenn sie in die Berührungsebene

selbst zu liegen kommen , in Null übergehen , so ist auch von jeder

in dieser Ebene enthaltenen und durch M gehenden Axe das Moment
gleich Null. Sind endlich MN und MO zwei von M nach gerade

entgegengesetzten Richtungen ausgehende Axen, und schneidet die

Gerade, in welcher sie beide liegen, die Kugelfläche in «, so wird

das Moment einer jeden von ihnen zwar durch dieselbe Gerade Mn
ausgedrückt. Da aber n mit N auf einerlei und mit O auf ent-

gegengesetzte Seiten von M fällt, so stellt M71 für die eine Axe ein

positives und für die andere ein eben so gi-osses negatives Mo-
ment vor.

Man lege durch M eine beliebige Ebene; sie schneidet die

Kugelfläche in einem Kreise, von welchem der Durchschnitt der

Ebene mit der die Kugel in M berührenden Ebene eine Tangente
ist. Von den Sehnen dieses Kreises gilt off'enbar dasselbe . was so

eben von den Sehnen der Kugel bemerkt worden. So Avie daher

durch jeden Punct im Räume eine Kugel, so lässt sich durch jeden

Punct einer Ebene in ihr ein Kreis beschreiben, welcher die Eigen-

schaft besitzt, dass das Moment jeder durch den Punct gehenden
und in der Ebene enthaltenen Axe der Sehne proportional ist, welche
der Kreis von der Axe abschneidet. Unter allen diesen Axen hat

daher die den Kreis berührende ein Moment gleich Null, die darauf

normale Axe das grösste Moment, u. s. w.

Da übrigens das Sechsfache der Pyramide MiSlPQ zunächst das

Moment der Kraft PQ ausdrückt, so gilt das bisher von den Mo-
menten eines ganzen Systems Gesagte auch von den Momenten einer

einzelnen Kraft PQ, d. h. die Momente der Kraft PQ in Bezug auf
Axen, die durch M gehen, sind den Theilen dieser Axen, Avelche in

eine die Ebene MPQ in M berührende Kugel fallen, proportional.

8. 77. Unter allen Momenten, welche einem Svstem in Bezusr

auf die durch M gehenden Axen zukommen, ist das grösste gleich

'2MN . MPQ. Die Richtung seiner Axe und seine Grösse in Ver-
gleich zu den Momenten für die übrigen in M sich schneidenden

Axen stellt der von M ausgehende, auf MPQ normale Durchmesser
der Kugel vor. Will man daher in Bezug auf durch M gelegte Axen
die Momente nicht bloss von einem, sondern von mehreren Systemen,

oder auch von mehreren einzelnen Kräften, mit einander vergleichen,

so hat man durch M eben so viele Kugelflächen zu beschreiben, deren

von M ausgehende Durchmesser auf den Dreiecken MPQ, welche
den einzelnen Systemen oder Kräften angehören, rechtwinklig stehen
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iiiul (Ion Flächen dieser Dreiecke proportional sind. Ein solcher

Durchmesser, -welcher, in der Axe des grösssten Moments liegend,

diesem Momente proportional ist, werde die Linie des grössten

Moments genannt.

Von einer einzelnen Kraft PQ ist daher, rücksichtlich des

Punctes M, die Linie des grössten Moments ein in M auf der Ebene

MPQ errichtetes und diesem Dreiecke proportionales Perpendikel.

§. TS. Bei der K-eduction eines Systems von Kräften AB,
CD , ... auf eine einfache durch 31 gehende Kraft v und auf ein

Paar PQ, P'Q' (§. 75) entsteht letzteres durch Zusammensetzung von

Paaren, welche in den Ebenen MAB, MCD, ... liegen, und deren

Momente den Doppelten dieser Dreiecke gleich sind (§. 5S). Diese

Zusammensetzung kann aber nach §. 53 dadurch bewerkstelligt wer-

den, dass man auf den Ebenen MAB, MCD, ... in 3f Normalen

errichtet, ihre Längen diesen Dreiecken proportional macht, und von

diesen Linien, als Kräfte betrachtet, die Resultante bestimmt. Denn
diese ist auf der Ebene des gesuchten resultirenden Paares PQ,
P'Q' rechtwinklig und, wenn P'Q' durch M gelegt vnrd, dem Drei-

ecke 31PQ proportional.

Nach der in §. 77 gegebenen Erklärung werden aber durch diese

Normalen zugleich die Linien der grössten Momente der einzelnen

Kräfte und des von ihnen gebildeten Systems rücksichtlich des

Punctes M dargestellt, und Avir schliessen daher:

Die i?i Bezug auf einen gewissen Putzet stattfindende Linie des

grössten Mometits für ein System von Kräften ist die Resultante der

durch denselben Punct gehenden Linien der grössten Momente für die

einzelnen Kräfte des Systems.

§. 79. Aus dem eben entwickelten Satze lässt sich eine nicht

uninteressante geometrische Folgerung ziehen. Seien in Bezug auf

den Punct 31 die Linien 31s, 31s , . . . die Linien der grössten Mo-
mente für die Kräfte AB, CD, ...; 31s^ die Linie des grössten

Moments für das System dieser Kräfte. Man beschreibe um 3Is,

Ms, ... und Ms^, als Durchmesser, Kugeln und lege durch M eine

beliebige Axe 31N, welche die Oberflächen dieser Kugeln, ausser in

M, resp. noch in n, n' , ... und w, schneide, so sind die Abschnitte

Mn , Mn' , . . . und Mn^ die der Axe 3IN zugehörigen Momente der

einzelnen Kräfte AB, CD, . . . und des von ihnen gebildeten Systems;

folglich

3In -h 3l9i' -i- ... = Mn^ .

welches uns folgenden Satz gibt:
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Beschreibt man durch einen Punct M mehrere Kugelßächen, legt

durch M helielig eine Gerade und hestimmt auf ihr von M aus einen

Abschnitt, welcher der algebraischen Summe der Sehnen gleich ist, die

von den Kugel/liichen in der Geraden abgeschnitten tcerden. so ist dieser

Abschnitt die Sehne einer neuen durch M gehenden Kugel, deren durch

M gelegter DtcrcJimesser , statisch ausgedrückt, die Hesultante der durch

M gelegten Durchmesser der ersteren Kugehi ist.

Auf dieselbe Art, wie die Wirkungen mehrerer sich in einem

Puncte schneidender Kräfte auf die Wirkung einer einzigen , den-

selben Punct treft'cnden Kraft rcducirt werden können, lassen sich

daher auch mehrere sich in

einem Puncte schneidende

Kugelflächen zu einer ein-

zigen zusammensetzen . und

ebenso wird man auch meh-

rere in einer Ebene ent-

haltene und durch denselben

Punct gehende Kreise zu

einem neuen Kreise vereini-

gen können.

Sind demnach DA, DB
(vergl. Fig. 25) zwei anlie-

gende Seiten und DC die

Diagonale eines Parallelo-

gramms, und beschreibt man
um diese drei Linien, als

Durchmesser, Kreise, so ist der dritte Kreis als durch Zusammen-
setzung der ZAvei ersteren entstanden zu betrachten, indem, wenn
eine beliebige durch D gezogene Gerade die drei Kreise resp. in a,

b, c schneidet, die Sehne De des dritten aus den Sehnen Da und
Db der beiden ersten zusammengesetzt ist.

Um dieses unmittelbar zu beweisen, erwäge man, dass DaA,
DbB, DcC, als in Halbkreisen gelegen, rechte Winkel, und daher

Da, Db, De die rechtwinkligen Projectionen von DA, DB, DO
auf eine und dieselbe Gerade sind. Es ist aber immer die Projection

von DC gleich der Summe der Projectionen von DA und AC; und
die Projection von AC gleich der Projection von DB, als von einer

der AC gleichen und parallelen Linie; folglich

De = Da-\- Db .

§. 80. Diese aus statischen Betrachtungen hervorgegangene,

jetzt aber rein geometrisch dargestellte und erwiesene Zusammen-
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Setzung von Kreisen kann nun hinwiederum zum Vortheil der Statik

verwendet werden, indem sich darauf ein neuer Beweis für das

Parallelogramm der Kräfte gründen lässt, ein Beweis, der sich

von den meisten übrigen dadurch unterscheidet, dass sich bei ihm

die Richtung und Grösse der Resultante zugleich ergeben. Folgen-

des sind die hierzu nöthigen Betrachtungen.

1) Schneidet eine durch D gezogene Gerade die drei Kreise in

a, b, c, und eine zweite Gerade durch D in a, b', e', so sind die

drei Bögen aa, bb', cc einander ähnlich, indem jeder von ihnen

die Hälfte des von den beiden Geraden gebildeten Winkels misst.

Und umgekehrt, schneidet man von drei, mit Z> in einer Geraden

liegenden Puncten a, b , c der drei Kreise auf den Kreisen nach

einerlei Seite hin drei einander ähnliche Bögen aa' , bb' , cc ab, so

sind auch a, b', c mit D in einer Geraden.

2) Werde nun jeder der drei Kreise, die ich nach den End-

puncten ihrer Durchmesser kurz mit A, B, C bezeichnen will, in

eine und dieselbe Anzahl gleicher Theile getheilt, und dieses so, dass

ein gewisser Theilungspunct des Kreises A, einer des B, einer des

C, und D selbst in einer Geraden liegen. Alsdann werden, dem
eben Bemerkten zufolge, wenn man von diesen drei Puncten in ihren

resp. Seiten nach einerlei Seite zu weiter fortzählt, je drei gleich-

vielte Theilpuncte mit D wiederum in einer Geraden sein.

3) Werde noch bei dieser Eintheilung festgesetzt, dass der den

Kreisen gemeinschaftliche Punct D in jedem von ihnen ein Theil-

punct sei. Da nun, wenn a, b, c irgend drei zusammengehörige

Theilpuncte, d. h. drei solche sind, die mit D in einer Geraden

liegen, man
Da + Db = De

hat, so muss, wenn a in D fällt, also die Gerade den Kreis A in Z>

berührt,

Db = De

sein, also b mit c zusammenfallen; d. h. die durch D an den Ki-eis

A gelegte Tangente geht durch den gegenseitigen Durchschnitt E
der Kreise B und C. Ist daher, wie verlangt wird, Z> ein Theil-

punct im Kreise A, so ist auch E ein Theilpunct in den Kreisen

B und C Damit folglich, der Forderung gemäss, D auch in jedem
der zwei letzteren Kreise ein Theilpunct sein könne, ist es hin-

reichend und nothwendig, dass von den Bögen derselben DFE und
DGE ein jeder zu seinem ganzen Kreise in einem rationalen Ver-

hältnisse stehe.

Weil aber DEB und DEC, als Winkel in Halbkreisen, rechte



^.80. Sechstes Kapitel. Theorie der Momente. 111

Winkel sind, und daher E, B, C in einer Geraden liegen, so misst

der Bogen J)FE den Winkel

2. DBE= 2.ADB
,

und der Bogen DGE den Winkel

1.])CE= 2.ADC *).

Mithin ist es nur nöthig, dass in dem Parallelogramm DA OB jeder

der beiden Winkel, welche die Diagonale D O mit den Seiten macht,

zu 360° rational ist. Setzen -wir daher 360° in 9n gleiche Theile ge-

theilt, von denen p Theile auf den Winkel ADC, und q auf CD

B

gehen, so kommen, Avenn auch die Peripherie jedes der drei Kreise

in 7n gleiche Theile getheilt wird, auf den Bogen DFE 2{j) -\- q)

und auf DGE 1p solcher Theile, und es liegen, wenn in jedem der

drei Kreise D zum ersten Theilpuncte genommen und nach der durch

die Folge DBCA bestimmten Richtung herumgezählt wird, der .rte

Theilpunct des Kreises A, der [x -{- l\p -\~ cj\)\Q, des Kreises B und

nnd der [x-\-l2j)X% des Kreises C mit D immer in gerader Linie.

4) Wir wollen jetzt von D nach allen vi— 1 übrigen Theil-

puncten des Kreises A gerade Linien ziehen, deren jede, ihrer Grösse

und Richtung nach, eine auf D wirkende Kraft vorstelle. Auf gleiche

Art werde durch die Theilpuncte des Kreises B ein zweites, und

durch die Theilpuncte des Kreises C ein drittes System auf D wir-

kender Kräfte bestimmt. Wegen der Gleichung

Da + Db = De
,

wenn a, h, c drei zusammengehörige Theilpuncte sind (wie in 3)), ist

nun von den diesen Theilpuncten zugehörigen Kräften die Kraft in

dem Kreise C gleichwirkend mit den beiden anderen; und da die

Theilpuncte aller drei Kreise zu dreien so zusammen genommen
werden können, dass sie mit D in einer Geraden liegen, so wird die

*) Ueberhaupt ist diese Figur an merkwürdigen Beziehungen reichhaltig. Die
Punkte E , H, I, m denen sich die Kreise B und C, A und C, A und JB ausser

in D noch schneiden, liegen in den Seiten BC, AC und der Diagonale AB des

Parallelogramms, und die in JE, H , I auf BC, AC, AB errichteten Normalen
schneiden sich in D. Von diesen Normalen berührt DE den Kreis A, DH den

Kreis B , und wenn D I bis nach K an den Kreis C fortgesetzt wird , so ist

DI= IK. So wie ferner im Obigen die Bögen DFE und DGE, so lassen

sich auch alle übrigen Bögen, in welche die drei Kreise einander zerschneiden,

durch Winkel im Parallelogramm AB ausdrücken. So sind z. B. die Bögen HLD

,

DFE, HDE der Kreise A, B, C einander ähnlich und messen einen Winkel
gleich 2.ADB. Die Bögen Dal, Ebl der Kreise -4, B sind sich ähnlich und
messen einen Winkel gleich 2.DAB, die Bögen IAH, I3ID der Kreise A, B
sind sich ähnlich, indem jeder von ihnen einen Winkel gleich 2. DBA misst;

u. s. w.
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Resultante der Kräfte des Kreises A, verbunden mit der Resultante

der Kräfte des Kreises B, gleichwirkend mit der Resultante der

Kräfte des Kreises C sein.

5) Betrachten Avir aber die Kräfte eines der drei Kreise beson-

ders, so sind je zwei, die von D aus nach gleichweit von D zu bei-

den Seiten liegenden Theilpuncten des Kreises gerichtet sind, ein-

ander gleich und haben daher eine Resultante, Avelche den durch D
gelegten Durchmesser zur Richtung hat. Dieselbe Richtung muss

folsjlich auch der Resultante aller Kräfte des Kreises zukommen.

Offenbar sind ferner je zwei Kreise mit ihren Sehnen, oder den

dadurch vorgestellten Kräften, einander ähnliche Figuren, von denen

die eine in die andere übergeht, wenn man jede Kraft des einen

Kreises in dem Verhältnisse ändert , in Avelchem sein Durchmesser

zu dem Durchmesser des anderen steht. In demselben Verhältnisse

werden folghch auch die Resultanten aller Kräfte des einen und des

anderen Kreises zu einander sein, so dass die Durchmesser DA,
DB, DC nicht allein die Richtungen, sondern auch die Grössen-

verhältnisse der Resultanten der drei Systeme von Kräften angeben.

6) Zu Folge des in 4) Erwiesenen ist daher von drei durch

DA, DB, DC vorgestellten Kräften die letztere gleichwirkend mit

den beiden ersteren, und somit das Parallelogramm der Kräfte für

den Fall dargethan, wenn die Diagonale DC mit den Seiten Winkel

macht, deren jeder zu 360° in einem rationalen Verhältnisse steht.

Die Ergänzung; des Beweises für den Fall irrationaler Verhältnisse

bleibe dem Leser selbst überlassen.

Von den Axen der grössten Momente.

§.81. Ist für einen Punct M die Linie des grössten Moments,

welche durch ihre Richtung und Länge die dem Puncto zugehörige

Axe des grössten Moments und den Werth desselben angibt (§. 77),

gegeben, so lässt sich das Moment für jede andere durch 31 gehende

Axe sogleich finden. Wie diese Linie des grössten Moments bestimmt

werden kann, ist in §. TS gezeigt worden, und wir wollen nun unter-

suchen, nach welchem Gesetze die Richtung und Länge dieser

Linie von einem Puncte zum anderen veränderlich ist.

Sei demnach ein System von Kräften auf eine einfache, durch

einen willkürlich angenommenen Punct 31 gehende Kraft v und auf

ein Paar w reducirt worden. Ebenso habe man das System auf eine
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durch einen beliebigen anderen Punct J/' gellende Kraft v' und auf

ein Paar to' zurückgebracht.

Da hiernach v und to gleichwirkend mit v' und iv' sind, so sind

es auch v, w und — ic mit o . Die Kraft c muss daher in der

Ebene des aus tc und — lo resultirenden Paares liegen , oder doch

dieser Ebene parallel sein (§. 57), und muss mit — v' ein diesem re-

sultirenden Paare das GleichgCAvicht haltendes Paar bilden (§. 15, 1).

Die Kräfte c und v' sind folglich einander gleich und haben gleich-

laufende Richtungen, und die Ebene dieser Richtungen wird von

den Ebenen der Paare w und tc in parallelen Geraden geschnitten

(§. 51). — Ist M' ein Punct in der Richtung von v selbst, so fallen

V und v zusammen, und haben daher gleiche Wirkung; mithin sind

dann auch die Paare w und w' einander gleichwirkend, d. i. sie

liegen in parallelen Ebenen und haben gleiche Momente.

Dass die Kraft v von einem Puncte M zum anderen ihre Rich-

tung und Intensität unverändert behält, geht übrigens auch daraus

hervor, dass v die Resultante der an einem Puncte M parallel mit

ihren Richtungen getragenen Kräfte des Systems ist.

Weil lu mit w und v' ,
— v gleichwirkend ist, so ist, w^nn wir

sämmtliche drei Paare auf eine Ebene projiciren, das Moment der

Projection von w gleich dem Momente der Projectionen von v:' und
^'' — '^ (§• ^4, 5). Um ein bestimmteres Bild zu haben, wollen wir

uns die gemeinschaftliche Richtung von v und v' vertical aufwärts

gehend denken. Lassen Avir nun die Projectionsebene horizontal sein

und projiciren darauf rechtwinklig, so ist die Projection des Paares

v\ — V Null und die Momente der Projectionen von to und tc' sind

einander gleich.

Das Moment der Projection des Paares tc auf eine horizontale

Ebene ist demnach für alle Puncte J/ von gleicher Grösse, und mit-

hin das Moment von to selbst am kleinsten für diejenigen Puncte

J/, für welche sich die Ebene von tv horizontal findet.

Um diese Puncte, wenn es anders solche gibt, zu bestimmen,

wollen wur die Paare to und iv' auf die Ebene des Paares r'. — o

rechtwinklig projiciren. Nach obigem Satze von den Projectionen

ist alsdann das Moment der Projection von to gleich der Summe der

Momente des in der Projectionsebene liegenden Paares c' , — o selbst

und der Projection von w' . In dem Falle nun, wenn tc horizontal,

also auf der Projectionsebene rechtwinklig ist, ist das Moment seiner

Projection Null, folglich haben dann die Projection des Paares tc

und das Paar v\ — v gleiche Momente; und weil immer die Durch-

schnittslinien der Ebenen von to und tc mit der Ebene von {o\ — c)

einander parallel sind, jetzt aber to horizontal sein soll, so sind jetzt

Möbius Werke UI. c
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die boiilon Duiclischnitte von ic und iv' mit der verticalen Ebene

von (r'. — r) horizontal. Dies gibt zur Bestimmung der Puncte M',

für welche w' horizontal ist. folgende Regel:

Man lege durch die irgend einem Puncte 31 zugehörige Kraft

r eine (verticale) Ebene so, dass sie die Ebene des demselben Puncte

zukommenden Paares w in einer Horizontalen schneidet. Auf diese

Ebene projicire man das Paar rechtwinklig und ergänze die Kraft

— r durch eine zweite v' in derselben Ebene zu einem Paare, welches

mit der Projection von f einerlei Moment hat. Jedes Paar w', das

einem Puncte 31' in der Richtung von v' zukommt, wird alsdann

eine horizontale Lage haben.

Sind umgekehrt die sich rechtwinklig schneidenden v' und w'

gegeben, und legt man durch irgend einen Punct 31 eine der v' pa-

rallele und gleiche Kraft v
, so ist das Paar , W'clches avis der Zu-

sammensetzung der Paare iv' und v', — v entspringt, das dem 31 zu-

gehörige. Die Ebene desselben schneidet die Ebene von {v ,

— v) in

einer Horizontalen , sein Moment aber und sein Winkel mit dem
horizontalen iv' ist um so grösser, je grösser das Moment des Paares

t', — V ist, je weiter also 31 von v' entfernt liegt.

§. 82. Dieses vorausgeschickt ist nun die Bestimmung der

jedem Puncte 31 zugehörigen Linie des grössten Moments ganz leicht.

Diese Linie steht nach §.77 auf dem Paare iv des Punctes recht-

winklig und ist dem Momente dieses Paa-

res proportional; sie ist daher dasselbe,

was wir in §. 53 die Axe des Paares

nannten. Da nun die Resultante der Axen

zweier zusammenzusetzenden Paare die

Axe des resultirenden Paares ist (eben-

das.) , und da jetzt das Paar w aus der

Zusammensetzung der Paare tv' und v',

— V hervorgeht, so ist die Linie des gröss-

ten Moments für den Punct M die Re-

sultante der Linie des grössten Moments
^is- 20- für einen in v' liegenden Punct 31' und

der nach demselben Maassstabe bestimm-

ten Axe des Paares v', — v. Die hierzu nöthige Construction ist

folgende.

Sei, wie im Vorigen, v' auf v;' rechtwinklig; AB (vergl. Fig. 26)

stelle die Richtung von v' vor: wir w^ollen sie die Hauptlinie des

Systems nennen und sie uns wiederum vertical denken. Für jeden

ihrer Puncte 31' ist die Linie des grössten Moments eine von
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M' aus auf sie getragene, dem Momente von v' proportionale

Länge M's.

Ist nun M irgend ein anderer Punct des Kaunies, und M' der

Punct der Hau])tlinie, welcher mit M in einer Horizontalen liegt,

so ist MAB die Ebene des Paares v ,
— v\ M'M seine Breite, also

M'M. V sein Moment und ein auf der Ebene MAB errichtetes, die-

sem Momente proportionales Perpendikel MO die Axe des Paares.

Die Linie des grössten Moments für M wird hiernach gefunden als

die Resultante Ms von MO und einer an M der M's' gleich und

parallel getragenen MQ, oder, was dasselbe ist, als die Hypotenuse

Ms des bei rechtwinkligen Dreiecks MOs, in welchem Os gleich

und parallel der Ms ist; sie ist daher rechtwinklig auf dem von J\'

auf die Hauptlinie gefällten Perpendikel J/'J/, und ihre Grosse, so-

wie ihr Winkel mit der Hauptlinie, sind bei einem und demselben

Systeme bloss von der Grösse dieses Perpendikels abhängig.

Weil MO proportional mit M'M . v ist, so ist das Verhältniss

MO . M'M, oder die Tangente des Winkels MM'O proportional mit

», also constant, weil v von einem Puncte M zum anderen seine

Grösse nicht ändert. Für alle Puncte. welche in einer und derselben

•idurch M' gehenden Horizontalen M'C enthalten sind, liegen daher

tiie zugehörigen O in einer gleichfalls durch M' gehenden Horizon-

talen M'D. Vertical über in einer Höhe gleich M's. also in

einer durch s mit M'D gezogenen Parallelen s E liegt der Punct *•.

Lässt man daher die Puncte M und s in M'C und s'E sich so fort-

bewegen, dass die Gerade Ms auf M'C immer normal steht, so ist

Ms jederzeit die Linie des grössten Moments für M, und man sieht

hieraus deutlich, wie bei wachsender Entfernung des M von M' die

Grösse dieser Linie und ihr Winkel mit der Hauptlinie immer zu-

nehmen.

Setzt man den Winkel OsM, oder den Winkel von Ms mit der

Hauptlinie, gleich lo und den constanten Winkel CM'D = a, so ist

M'M
Ms ^= I M's"- 4- M'M tang «- und tang lo = , , tang « .

woraus dasselbe erkannt wird.

Zum Schlüsse wollen wir die erhaltenen Resultate in folgenden

Sätzen zusammenstellen.

1) Fil)' alle Pimcte. welche in der Flüche eines um die Haupt-
linie., als A.re. beschriebenen Cylinders liegen^ sind die Linien der

grössten Momente einander gleich, berühren itisgesammt diesefi Cylinder

und machen mit der Hauptlinie gleiche ^Vinkel. Für alle Puncte. die

in einer und derselben Seitenlinie des Cylinders liegen, sind daher diese
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Linien einander parallel und in einer Ebene enthalten^ die den Cylifider

in der Seifenlinie berührt. Für alle Puncte dagegen^ icelche in dem
Durchschnitte der Cylinderßäche mit eitler auf der Hauptlinie normalen

Ebene, also in einem Kreise, liegen., bilden die zugehörigen Linien die

Fläche mies durch TJmdrehung um die Hauptlinie erzeugten hyper-

bolischen Hypei'boloids.

2) Je iceiter ein Pmict von der Hauptlinie absteht, je grösser also

der Durchmesser des Cylinders ist, desto grösser ist die zugehörige

Linie des grössten Moments imd desto mehr nähert sich der Winkel

dieser Linie mit der Hauptlinie einem rechten, indem die Tangente des-

selben dem Abstände des Punctes von der HaujHlinie proportional ist.

Für Puncte, die in einer auf der Hauptlinie normalen Geraden liegen,

bilden die zugehörigen LinieJi die Fläche eines hyperbolischen Para-

boloids.

Denn indem M in M' C fortbewegt wird, bleibt Ms einer auf

M'C normalen Fläche parallel und trifft fortwährend die zwei Ge-
raden M'C und s'E.

3) Für Jeden Punct in der Hauptlinie fällt die Litiie des grössten

Moments iti die Hauptlinie selbst und ist kleiner^ als für Jeden anderen

Punct, also ein Minimum maximorum.

§. 83. Aufgabe. Die Gleichungen für die Hauptlinie und den

Werth des kleinsten unter den grössten Momenten zu finden.

Auflösung. Das Coordinatensystem sei ein recht"svinkliges. Be-
ziehen wir nun das System der Kräfte zuerst auf eine Axe t, welche

durch den Punct [f, g, h) geht, eine Länge gleich 1 hat und mit

den Axen der x, y, z die Winkel (p, /, ip macht, so sind die Pro-

jectionen der Axe auf die Coordinatenaxen gleich cos fp, cosy,

cos ip , und es ergibt sich das Moment für diese Axe , wenn wir in

dem in §. 65 erhaltenen Ausdrucke des Moments für F, G, H diese

Cosinus substituiren. Bezeichnen wir daher dieses Moment mit T
und setzen zur Abkürzung:

(1) L— gC-\-hB = L', M—hA+fC=M'
,

N-fB+gA = N'
,

so wird

(2) T = L' tos(p-{- M' cos y + N' cos ip .

Setzen Avir ferner

VL'^ -^ M''-+ N"" = T
,

und

,ON
^'

r M'
,

N'
(3) ^, = cos f/}

, = cos X , j^ = cos ip
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SO ist

(4) cos
<f>'-

-\- cos %'- -}- cos ip'^- = 1

und

T = T'{cos (p cos f/)' + <^os X cos x + cos «// cos ip') .

Wegen (4) lassen sich aber cp', x, 4^' ^^^ ^^ei Winkel betrach-

ten, die eine Gerade — sie heisse t' und werde gleichfalls durch

{/j <7) ^) gelegt — mit den Axen der x, y, z bildet; und es ist

mithin

cos (p cos (p' -f- cos X cos x' + cos i// cos ip' = cos t^^ t' ,

folglich

T= r cos t'^t' .

Nehmen wir daher bloss cp, y, ip veränderlich, so ist der grösste

Werth von T= T und dafür der Winkel t'^t'=^, d. h. unter

allen durch den Punct [f, </, h) gehenden Axen t ist t' diejenige,

welcher das grösste Moment zukommt; die Winkel dieser Axe mit

den Coordinatenaxen sind gleich r/)', /', \p\ und das grösste Moment
selbst gleich T'

.

Unter den verschiedenen Axen t' der grössten Momente, Avelche

den verschiedenen Puncten [f, g, h] zugehören, fallen aber diejeni-

gen in die Hauptlinie , welche mit v , d. i. mit der Resultante von

A, B, C, parallel sind, für welche sich also

cos cp' : cos /' : cos ip' = A: B : C
verhalten. Hiermit folgt aus (3) und (1):

L—gC+hB _ M—liA-\-fC_ N—fB + gA
A

~
B

~
C

welches daher zwei Gleichungen ZAvischen den Coordinaten f. g , h

aller derjenigen Puncto sind, welche nebst ihren Axen in die Haupt-

linie fallen; es sind folglich die zwei Gleichungen der Hauptlinie

selbst.

Setzen wir zuletzt noch in dem allgemeinen Ausdrucke des Mo-
ments (2) die durch cp, x^ ^ bestimmte Richtung der Axe parallel

mit der Hauptlinie, also mit der Resultante von A, B, C so werdenABC
cos cp = —

,
cos / = -^ . cos l// = —

,

wo

D = Va- + 5- -h C-
,

und damit

^_ AL'-{-BM'-{- CN' _ AL + BM-\-CN

wegen (1), also unabhängig von y. g. h. Alle mit der Hauptlinie
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parallele Axeii haben daher gleiche Momente, deren gemeinschaft-

liclier Werth der eben gefundene ist. Dieser Werth kommt daher

auch dem Momente einer in die Hauptlinie selbst fallenden Axe zu,

d. i. dem kleinsten unter den grössten Momenten.

Zusatz. Dass alle mit der Hauptlinie parallelen Axen gleiche

Momente haben, wird auch leicht aus Fig. 26 erkannt. Denn da

Ms die Linie des grössten Moments für den Punct M, und 31QS
ein rechter Winkel ist, so ist die der 3I's' gleiche und parallele Linie

MQ dem Momente der in sie fallenden Axe proportional (§. 76).

Von den Axen, deren Momente Nnll sind.

8. 84. Noch eine besondere Aufmerksamkeit verdienen die-

jenigen Axen, in Bezug auf welche das Moment des Systems Null

ist. Sie ergeben sich unmittelbar aus dem Vorigen, da es unter

allen durch einen Punct 31 gehenden Axen alle diejenigen und keine

anderen sind, Avelche auf der dem Puncte zukommenden Linie des

grössten Moments rechtwinklig sind, also in der Ebene des dem M
zugehörigen und durch ihn selbst gelegten Paares tc liegen. In die-

ser Beziehung wollen wir die durch 31 gelegte Ebene von tv die

Nullebene des Punctes 31 nennen.

So wie es nun für jeden Punct eine Nullebene gibt, so lässt

sich auch umgekehrt in jeder Ebene ein Punct angeben, in Bezug

auf welchen sie die Nullebene ist, also ein Punct, den man den

Nullpunct der Ebene nenne, und welcher die Eigenschaft besitzt,

dass von allen in der Ebene enthaltenen Axen bloss für diejenigen,

welche den Punct selbst treifen, das Moment des Systems Null ist.

Denn werde die Ebene von der verticalen Hauptlinie AB (vergl.

wieder Fig. 26) im Puncte 31' geschnitten und sei 31'C eine in der

Ebene durch 31' gelegte Horizontale, so liegt darin der Nullpunct

31 der Ebene und ist von 31' um einen Abstand

tang ß

entfernt, wo 31' s' und u constant sind, und w den Winkel der Ebene

mit dem Horizonte bezeichnet (§. 82). Ist aber die Ebene mit der

Hauptlinie parallel und von ihr um einen Abstand gleich x entfernt,

berührt sie also einen um die Hauptlinie mit einem Halbmesser

gleich X beschriebenen Cylinder, so liegen in der Ebene die Axen,

deren Momente Null sind, einander parallel und machen mit der
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Ebene des Horizonts einen Winkel, dessen Tangente gleich ^ ^^"q ^^

M's'

(vergl. §. 82). In diesem Falle ist also der Nullpunct der Ebene als

unendlich entfernt zu betrachten.

Hat man somit den Nullpunct M einer Ebene gefunden, so kann
für eine andere durch M nicht gehende Axe t der Ebene das Mo-
ment nicht gleich Null sein. Denn ist erstens die Ebene nicht pa-

rallel mit der Hauptlinie, so lässt sich unter der hier allein o-dten-

den Voraussetzung, dass die zwei Kräfte, worauf das System redu-

cirbar ist, nicht in einer Ebene liegen, das System auf ein in der

Ebene enthaltenes Paar v) und auf eine durch M gehende mit der

Hauptlinie parallele Kraft v reduciren, und für die Axe t sind nur
die Momente der zwei Kräfte, welche das Paar ausmachen, nicht

aber das Moment von v, also auch nicht das Moment des Systems,

Null.

Ist zweitens die Ebene mit der Hauptlinie parallel , und ist p
eine der in ihr liegenden parallelen Axen, für welche das Moment
des Systems Null ist, t irgend eine andere in der Ebene enthaltene

Axe, w^elche /» im Puncto N schneidet, so ziehe man durch N (in

der Ebene) eine Parallele v mit der Hauptlinie und beschreibe in

der Ebene einen Kreis, welcher /j in iS^ berühre. Alsdann verhalten

sich die Momente in Bezug auf die Axen v und f, vne die in den
Kreis fallenden Theile von v und ?; (§. 76). Da nun das Moment für

c gleich dem kleinsten unter den grössten Momenten ist (§. S3, Zus.),

und dieses unter der gemachten Voraussetzung nicht Null sein kann,
so kann es auch nicht das Moment für die Axe t sein.

§. 85. Die Eigenschaften von Nullebenen und Nullpuncten
lassen sich auch ganz leicht aus den oben (§. 69) analytisch bewie-
senen Sätzen herleiten, dass von der einen der beiden Kräfte, worauf
ein System reducirbar ist, die Richtung im Allgemeinen nach Will-
kür genommen Averden kann, und dass, wenn die eine der beiden
Kräfte durch einen gegebenen Punct geht, die andere in einer damit
gegebenen, den Punct enthaltenden Ebene liegt, und umgekehrt.
Von diesen Sätzen -svill ich jetzt noch einen anderen auf ganz ein-

fache Betrachtungen sich gründenden Beweis mittheilen, und hierauf

den Zvisammenhang zwischen ihnen und den Eigenschaften der Null-

ebenen und Nullpuncte kürzlich angeben.

1) Hat man zwei Kräfte P und P^ (vergl. Fig. '11), deren Rich-
tungen nicht in einer Ebene liegen, und eine Richtung y, welche
mit der einen P der beiden ersteren in einer Ebene a liegt, und
daher, im Allgemeinen wenigstens, mit P einen Punct A gemein
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hat so ist es im Allgemeinen immer möglich, die zwei Kräfte in

zwei mit ihnen gleicliAA-irkende Q und Q^ zu verwandeln, von denen

die eine Q die Richtung q hat.

Denn da P und P, mit Q und Q^ gleich^virkend sein sollen, so

müssen es auch P und — Q mit Q, und — P^ sein. P und — Q
haben aber, als zwei Kräfte, deren Richtungen in einer Ebene a

Fig. 27.

lieo-en und im Puncte A derselben sich schneiden, eine durch den

Schneidepunct A gehende und in der Ebene a enthaltene Resultante

R. Diese Resultante R muss daher auch den Kräften Q^ und — P^

zukommen, es muss folglich auch Q^ die Resultante von P^ und R
sein: und da zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte nicht auf

eine einzige Kraft reducirt w^erden können (§. 57), so müssen P^ und

R, so wie auch Q^ , in einer Ebene a^ enthalten sein und sich da-

rin, im Allgemeinen wenigstens, in einem Puncte A^ schneiden.

Hiernach ist die Richtung von R bestimmt als der Durchschnitt der

Ebene a, in welcher P und Q wdrken, mit der durch Pj und den

Schneidepunct A von P und Q zu legenden Ebene a^ . Da also von

den drei Kräften P, — Q, — R, welche im Gleichgewichte sind,

die Richtungen, und von der ersten derselben, P, die Intensität,

sresreben sind, so lassen sich auch von Q und R die Intensitäten

finden {§. 28 , a), und hieraus die Richtung und Intensität von Q^ ,

als von einer Kraft, welche mit — R und — P, im Gleichge-

wichte ist.

2) Wir folgern hieraus w^eiter: Ist von der Richtung der Kraft

Q nur der Punct A gegeben, in welchem sie die Kraft P schneiden

soll, so kennt man von der Kraft Q^ nur die Ebene a^, in welcher

sie mit Pj liegen muss ; es ist nämlich die durch A und Pj zu legende

Ebene a^. Ist aber für Q nur die Ebene a gegeben, in welcher sie

mit P liegen soll, so ist von Q^ nur der Punct A^ bekannt, in

welchem sie P, schneiden muss; es ist nämlich der Durchschnitt

der Ebene a mit P^

.

Wenn demnach von irgend zw^ei Kräften, die mit zwei nicht in

einer Ebene liegenden Kräften P und P^ gleiche Wirkung haben.
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die eine der P in einem Puncte A begegnet, so liegt die andere in

der durch A und P, bestimmten Ebene; und wenn die eine mit P
in einer Ebene a liegt, so geht die andere durch den Schneidepunct

a mit Pj.

3) Auch in dem Falle, wenn die gegebene Richtung von Q nicht,

wie vorhin, mit der Richtung von P in einer Ebene liegt, lassen

sich im Allgemeinen die Intensität von Q und die Richtung und

Intensität von Q, so bestimmen, dass Q und Q^ mit P und P, gleich-

wirkend werden. Denn zieht man eine Gerade s, welche die Rich-

tung von P und Q zugleich schneidet, so kann man nach dem
Vorigen P und P, zuerst in zwei Kräfte S und ^S*, verwandeln, von

denen /S' die Richtung s hat, und kann sodann auf dieselbe Weise

aus S und S^ die mit ihnen, und folglich auch mit P und P^
,
gleich-

wirkenden Kräfte Q und Q^ herleiten.

4) Ist daher ein System vo?i Kräften auf zwei nicht in eine?' Ebetie

liegende Kräfte reducirbar. so kann die Ilichtmig der ei?ien von beiden

im Allgemei7ie7i Jede beliebige sein.

Um so mehr kann folglich das noch Unbestimmtere verlangt

werden, dass die eine der beiden Kräfte durch einen beliebig ge-

gebenen Punct gehe, oder in einer beliebig gegebenen Ebene liege.

Der Punct A und die Ebene a in dem Satze unter 2) können daher

ebenfalls ganz nach Willkür bestimmt werden, welches uns zu dem
Schlüsse führt:

hl Bezug auf ein Syste77i vo7i Kräften., welches auf zwei 7iicht in

einer Kbene liege7ide Kräfte P U7id P' reducirt werde7i ka7in. e7itspricht

Jedem Puncte A ei7ie durch ih7i gehe7ide Ebe7ie a^ U7id Jeder Ebe7ie a

ein i7i ihr liegender Pu7ict A^ dergestalt, dass, we7m die ei7ie der bei-

de7i Kräfte , P, dem Pu7icte A begeg7iet , oder in der Ebe7ie a wirkt,

die a7idere Pj i7i der e7itspreche7ide7i Ebe7ie a^ enthalten ist. oder de7i

entspreche7ide7i Pmict A^ t7'ifft.

5) Geht aber die Kraft P durch den Punct A, und liegt folg-

lich die Kraft P, in der dem A entsprechenden Ebene a^, so schnei-

det jede durch A gehende und in «^ enthaltene Axe sowohl die

Richtung von P, als die von P, , und es ist daher in Bezug auf jede

dieser Axen das Moment von P und P, , folglich auch das Moment
des Systems, Null.

Die einem Puncte A entsprechende Ebene a^ ist mithin die

Nullebene des Punctes, und ebenso der einer Ebene a entsprechende

Punct A^ der Nullpunct der Ebene.

Zusätze, a) Ist a^ die dem Puncte A entsprechende Ebene,

so ist auch A der der Ebene a^ entsprechende Punct, indem, wenn
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die eine Kraft P, in a^ wirkt, die andere P dem A begegnen muss;

und ebenso erhellt, dass, wenn der Ebene a der Punct A^ entspricht,

auch umgekehrt letzterer die crstere zur Entsprechenden hat.

b) Ist A ein Punct der Ebene a, und wird die willkürliche

Richtung der Kraft P so genommen, dass sie zugleich durch A geht

und in a liegt, so muss die Kraft P^ wegen des ersteren in der

Ebene a, liegen und wegen des letzteren durch den Punct A^ gehen;

mithin muss A^ ein Punct der Ebene a, sein, d. h.

:

Liegt ein Punct in einer Ebene, so geht die dem Puncte ent-

sprechende Ebene durch den der Ebene entsprechenden Punct.

§. 86. Diese gegenseitigen Beziehungen zwischen Puncten und

Ebenen sind eine besondere Art der sogenannten dualen oder reci-

proken Verhältnisse, welche in der neueren Zeit so mannigfach

untersucht worden sind, und wobei zw^ei Systeme von Puncten und

Ebenen in einer solchen Beziehung zu einander betrachtet werden,

dass jedem Puncte des einen Systems eine Ebene des anderen und

jeder Ebene des einen ein Punct des anderen entspricht. Im Gegen-

Avärtigen kommt noch die besondere Bedingung hinzu, dass jeder

Punct in der ihm entsprechenden Ebene selbst liegt, und — was

eine Folge davon ist — jede Ebene den ihr entsprechenden Punct

selbst enthält. Hierdurch Averden nicht nur die bei der Dualität im

Allgemeinen statthabenden Beziehungen in etwas modificirt, sondern

es treten noch Relationen von eigenthümlicher Beschaffenheit hinzu.

Nachstehende Sätze geben eine kurze Uebersicht dieser merkwürdi-

gen Beziehungen*).

Zuerst folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden:

1) Zu Jedem Puncte gehört eine ihn enthaltende Nullebene und zu

jeder Ebene ein in ihr liegender Nullpunct.

2) Ist von einer Ebene und eitiefn in ihr liegenden Puncte erstere

die Nullebene des letzteren^ so ist auch letzterer der Nullpunct der

ersteren^ und tmigekehrt.

3) Liegt ein Punct in einer Ebene , so geht die Nullebene des

Punctes durch den Nullpunct der Ebene;

oder was dasselbe ist:

3') Geht eine Ebene durch einen Punct, so liegt der Nullpunct

der Ebene in der Nullebene des Punctes.

*) Ausführlicher habe ich diesen Gegenstand in einer Abhandlung »Ueber eine

besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im Kaume" in CreUe's Journal,

Bd. 10, p. 317 (im 1. Bande der vorliegenden Ausgabe p. 489 ff. abgedruckt) unter-

sucht.
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Aus 3) fliesst weiter: Liegen mehrere Puncte in einer Ebene, so

gehen die Nullebenen der Puncte durch den NuUpunct der Ebene;

d. h.:

4) Von mehreren in einer Ebene liegenden Puncten schneiden sich

die NuUehenen in einem Puncte^ icelcher in ersterer Ebene liegt und

ihr NuUpunct ist.

Ebenso folgt aus 3
')

:

4') Von mehreren sich in eifzem Puncte schneidenden Ebenen liegen

die Nidlpuncte in einer Ebene, v:elche ersteren Punct enthalt und seine

Nullebene ist.

Aus 4) schliessen Avir ferner: Von mehreren in zwei Ebenen zu-

gleich, d. i. in einer Geraden, liegenden Puncten gehen die Null-

ebenen sowohl durch den NuUpunct der einen, als durch den der

anderen jener zwei Ebenen, d. i. sie schneiden sich in der diese zwei

NuUpuncte verbindenden Geraden; also:

5) Die Nidlebenen mehrerer in einer Geraden liegenden Puncte

schneide7i sich tviederum in einer Geraden.

Aehnlicherweise ergibt sich aus 4'):

5') Die Nidlpuncte mehrerer sich in einer Geraden schneidenden

Ebenen liegen imederum in einer Geraden.

Nach 5) und 5') entspricht also jeder Geraden eine zweite Ge-

rade, so dass jeder Punct der einen zu seiner Nullebene die durch

ihn und durch die andere Gerade gelegte Ebene hat, und dass von

jeder durch die eine Gerade gelegten Ebene der NuUpunct derjenige

ist, in welchem sie von der anderen Geraden geschnitten A\-ird. Je

zwei solchergestalt sich entsprechende Gerade sind zugleich die

Richtungen zweier Kräfte, auf welche sich das System reduciren

lässt. Denn sind a und b die Nullebenen der Puncte A und B,
und geht die eine der beiden Kräfte durch A oder B, so muss die

andere resp. in a oder b liegen; geht folglich die eine durch A und

B zugleich, so muss die andere den Durchschnitt von a mit b, d. i.

die der AB entsprechende Gerade zur Richtung haben.

In dem besonderen Falle, wenn B in a liegt, geht nach 3) die

Nullebene b von B durch den NuUpunct A von a, d. i. a und b

schneiden sich in AB selbst. Jede in einer Ebene a durch den

NuUpunct A derselben gezogene Gerade, oder, was dasselbe ist, jede

durch einen Punct A gelegte Gerade, Avelche zugleich in der Null-

ebene a des Punctes liegt, also jede Axe, in Bezug auf welche das

Moment des Systems Null ist, hat folglich sich selbst zur Entsprechen-

den, und es ist daher unmöglich, das System auf zwei Kräfte zu

reduciren, von denen die eine eine solche Gerade zur Richtung hat.
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Um diese Sätze clurcli ein Beispiel zu erläutern, wollen wir von

(Ion drei Coordinatenebenen, Avorauf das System der Kräfte in dem
Vorigen bezogen worden, die Nullpuncte, und von dem Anfangs-

punctc der Coordinaten die Nullebene zu bestimmen suchen.

Für eine in der Ebene der xy liegende Axe sind h und i/Null

(§. 62), folglicli das Moment des Systems (§. 65) in Bezug auf eine

solche Axe gleich

rF{L— gC) + rG[M+fC) .

Man sieht nun sogleich , dass , wenn man f und g durch die Glei-

chungen

M+fC=0 und L—gC=0
bestimmt, dieses Moment, unabhängig von F und G, also für jede

in der Ebene der xy enthaltene Axe, welche durch den Punct (/, g)

geht, Null Avird. Dieser Punct, d. i.

ist daher der Nullpunct der Ebene der xy, und ebenso finden sich

(«. -3- ^) - (f- ". -i)
als die Nullpuncte der Ebenen der yz und zx.

Ferner ist für eine durch gelegte Axe, wenn Avir den An-
fangspunct (/", g, h) derselben mit zusammenfallen lassen und da-

her y, g , h gleich Null setzen, das Moment dargestellt durch

rFL + rGM+rHN .

Da nun jetzt [F, 6r, H) der Endpunct der Axe ist, so liegt der-

selbe, und mithin die von ausgehende Axe selbst, Avenn in Bezug

auf sie das Moment Null ist, in einer Ebene, deren Gleichung

Lx-\- My-\- Nz = ,

Avelches also die Gleichung der Nullebene des Punctes ist.

In dieser Ebene müssen nach 4') die Nullpuncte der in sich

schneidenden Coordinatenebenen liegen. Auch finden AA'ir dieses

durch unsere Rechnung bestätigt, Avenn A\'ir in der Gleichung für

erstere Ebene die vorhin für die Nullpuncte erhaltenen Coordinaten

substituiren.

§. 87. Weitere Folgerungen ergeben sich, AA^enn AA'ir Systeme
von Ebenen betrachten, die entAveder mit einer und derselben Ge-
raden, oder mit einander parallel sind.

Drei oder mehrere sich in Parallelen schneidende Ebenen können
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als solche angesehen werden, die sich in einem unendlich entfernten

Punete schneiden, und wir schliessen daher nach 4'):

6) Die Nullpuncte mehrerer sich in Parallelen schneidenden Ebe?ien

liegen in einer mit den parallelen DurchscJinittslinieti ehenfalls paral-

lelen Ebene, deren Nullputict unendlich entfernt nach der durch die

Parallelen bestimmten Richtung zu liegt.

Da ferner parallele Ebenen als solche betrachtet werden können,

die sich in einer unendlich entfernt liegenden Geraden schneiden,

so müssen nach 5')

7) die Nidlpimcte mehrerer paralleler Ebenen in einer Geraden

liegen.

Seien «, «', «", . . . mehrere unter sich parallele Ebenen, und

bilden ebenso b , h\ b", . . . ein zweites System unter sich, aber nicht

auch mit den ersteren paralleler Ebenen. Von a, a', ... seien A,

A', ... und von b, b', ... seien B , B', ... die Nullpuncte, so liegen

nach 7) A, A', ... in einer Geraden a, und B, B', ... in einer

zweiten Geraden ß. Da ferner die Ebenen a, a', ... von den Ebe-

nen b, V , ... in einander parallelen Geraden geschnitten werden,

so liegen nach 6) sämmtliche Nullpuncte ^, Ä, ... B, B\ ..., also

auch die Geraden a und /?, in einer Ebene. Zugleich aber können

a und ß keinen Punct mit einander gemein haben. Denn fiele z. B.

A mit B zusammen, so müssten auch die Nullebenen a und b dieser

Punete zusammenfallen, Avelches gegen die Voraussetzung ist. Mit-

hin sind a und ß mit einander parallel, und wir können den Satz

aufstellen

:

Hat man melirere Systeme paralleler Ebenen, so sind die Ge-
raden, welche sich in jedem Systeme durch die Nullpuncte der

Ebenen legen lassen, insgesammt mit einander parallel.

Diese parallele Richtung der Geraden ist, wie man leicht sieht,

dieselbe, welche wir im Obigen bei jedem Systeme von Kräften als

einzig in ihrer Art fanden und uns vertical dachten. Wir AvoUen

auch gegenwärtig diese Richtung vertical annehmen und hiemach

den vorigen Satz so aussprechen:

8) Die Nullpuncte eines Systems paralleler Ebenen liegen in einer

verticalen Linie.

Hieraus folgt leicht der umgekehrte Satz:

9) Vo?i zicei Puncten A imd B, die in einer Verticallinie liegen,

sind die JSidlebenen a und b parallel.

Denn wären sie es nicht, so lege man durch B eine Ebene b'

parallel mit a. Der Nullpunct von b' müsste dann derjenige sein,
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in wi'klioin // von einer durch A gelegten Verticale getroffen wird,

fülsrlich B selbst. Mithin hätte B zwei verschiedene Nullebenen,

welches nicht möglich ist.

10) Jede verticale Ebene c hat einen unendlicli entfernten Null-

punct, und jeder unendlich entfernte Punct C eine verticale Nidlehene.

Denn seien A und B zwei Puncte in c, welche in einer verti-

calen Linie liegen. Die Nullebenen a und h von A und B sind

folglich (9) einander parallel, und da nach 3) in a sowohl, als in h.

der Nullpunct von c liegt, so muss dieser unendlich entfernt sein.

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, lege man durch

C eine Ebene a, und eine mit a parallele Ebene S, die, weil C un-

endlich entfernt sein soll, ebenfalls als durch C gehend zu betrach-

ten ist. Nach 3
')

geht aber die Nullebene von C sowohl durch den

Nullpunct A von a, als durch den Nullpunct B von 5, also durch

die Verticallinie AB (8) und ist daher selbst vertical.

Da die Nullebenen zweier Puncte, die in einer Verticale liegen,

einander parallel sind (9), also sich erst in einer unendlich entfernten

Geraden schneiden, so ist die einer Verticalen entsprechende Gerade

unendlich entfernt. Von den ZAvei Kräften, worauf sich das System

zurückführen lässt, kann daher keine eine verticale (mit der Haupt-

linie parallele) Richtung haben, ebenso wenig, als sie mit einer Axe,

für welche das Moment des Systems Null ist, zusammenfallen kann

(§. S6).

§. 88. Zusätze. Sei ABCI) eine dreiseitige Pyramide, und

von ihren Seitenflächen BCD, CDA, DAB, ABC seien die Null-

puncte resp. F, G, H, 7, so ist FGHI eine in AB CD einge-
schriebene Pyramide, zugleich aber auch eine um letztere um-
schriebene. Denn die Ebene durch die Nullpuncte G, H, I der

sich in A schneidenden Ebenen CDA, DAB, ABC ist nach §. 86,

4') die Nullebene von A, und auf gleiche Art sind HIF, IFG,
FGH die Nullebenen von B, C, D. Die zwei Pyramiden .stehen

daher in einer solchen gegenseitigen Beziehung, dass die Ecken der

einen die Nullpuncte der Flächen der anderen, und die Flächen der

einen die Nullebenen der Ecken der anderen sind. Dabei entspricht

jeder Kante der einen Pyramide eine Kante in der anderen; z. B.

der Kante AB, in welcher sich die Flächen DAB und ABC
schneiden, die Kante HI, welche die Nullpuncte dieser Flächen

verbindet*).

*j Ueber die Construction zweier solcher Pyramiden siehe den Aufsatz des

Verf.: »Kann von zwei dreiseitigen P3Tamiden eine jede in Bezug auf die andere
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Dieselbe Betrachtung lässt sich auch auf jedes andere Polyeder

anwenden. Sei S die Ecke eines Polyeders, a, b, c, ... die in die-

ser Ecke in der Ordnung, wie sie an einander grenzen [a an l> , h

an c, u. s. w.), zusammcnstossenden Seitenflächen, und A, B, C, ...

die NuUpuncte dieser Flächen, die daher in einer Ebene, in der

Nullebene von S', liegen. ABC ... ist mithin ein ebenes Vieleck,

und auf gleiche Art wird bei jeder anderen Ecke durch die NuU-
puncte der um die Ecke herumliegenden Flächen ein ebenes Vieleck

bestimmt. Von allen Seiten aller dieser Vielecke gehört aber jede

Seite, z. B. AB, zweien Vielecken zugleich an. Denn wenn die

Kante des Polyeders, in welcher sich die Flächen a und b schnei-

den, und von welcher S der eine Endpunct ist, zum anderen End-

puncte die Ecke T hat, so gehört die Seite AB des Winkels ABO ...

auch zu dem Vielecke, welches sich in der Nullebene von T aus

den Nullpuncten der in T zusammcnstossenden Flächen bildet. Alle

diese Vielecke hängen daher als Seitenflächen eines zweiten Poly-
eders zusammen, Avelches in das erstere zugleich um- und ein-

geschrieben ist: eingeschrieben, weil seine Ecken A, B, ... die

NuUpuncte der Flächen a, h , ... des ersteren sind, — umschrieben,

weil seine Flächen ABC ... , u. s. w. die Ecken S, u. s. w. des

ersteren zu Nullpuncten haben. Jedes von ihnen hat daher ebenso

viel Ecken und Flächen, als das andere resp. Flächen und Ecken

hat; nach dem bekannten Euler'schen Satze, dass die Kantenzahl

der um zwei Einheiten verminderten Summe der Ecken- und Flächen-

zahlen gleich ist, haben folglich beide Polyeder gleichviel Kanten,

was auch schon daraus fliesst, dass jeder Kante des einen eine Kante
des anderen entspricht, z. B. der Kante des ersten, in welcher sich

die Flächen a und h schneiden, die Kante AB des zweiten.

Seien, um diese Betrachtungen noch durch ein Beispiel deut-

licher zu machen, a und a', h und h' , c und c die sechs sich zu

ZAveien gegenüberliegenden Vierecke eines Hexaeders, im weiteren

Sinne genommen, so sind die NuUpuncte A, A\ B, B', C, C die-

ser Flächen die Ecken eines in und um das Hexaeder beschriebenen

Octaeders, welche sich ebenso paarweise, A und A', u. s. w. gegen-

überstehen. Sowie das Hexaeder G Flächen und S Ecken hat, kom-
men dem Octaeder 8 Flächen und (i Ecken zu. Die Zahl der Kan-
ten ist aber bei jedem der beiden Körper gleich 1 2.

Ist das Hexaeder ein Parallelepipedum , und daher a mit a, h'

um- und eingeschrieben zugleich heissen?« in Crelle's Journal, Bd. 3, p. 27.3 im
I.Bande der vorliegenden Ausgabe p. 439 ff. abgedruckt. Vergl. auch Steiner,
Systematische Entwickelungen der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von ein-

ander Berlin, 1832; , Art. 58.
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niit b. c mit c parallel, so sind die drei Diagonalen AA\ BB',

CC des Octacders einander parallel (§. 87, 8); die Ebene AA'BB'
ist parallel mit den vier Kanten des Parallelepipedums, in denen

sich die Flächen a. a . b. h' schneiden; n. s. w. (§. 87, 6). Allerdings

macht es einige Schwierigkeit, sich ein Octaeder, dessen Diagonalen

einander parallel sind, vorzustellen. Es gehört zu den bis jetzt noch

nicht betrachteten Polyedern, deren Flächen sich innerhalb der sie

begrenzenden Kanten schneiden, zu Polyedern, welche den in §. 45,

3) gedachten Vielecken analog sind, deren Perimeter, bevor sie in

sich zurückkehren, sich gleichfalls ein oder mehrere Male begegnen.

Relationen zwischen Momenten, deren Axen beliebige

Eichtnngen haben.

§. 89. Die Momente eines Systems in Bezug auf mehrere sich

in einem Puncte J/ schneidende Axen sind, wie wir in §.76 gesehen

haben, den Theilen der Axen proportional, welche in letzteren von

einer gewissen durch M zu beschreibenden Kugelfläche abgeschnitten

Averden. Sind daher von drei sich in einem Puncte 31 schneidenden

und nicht in einer Ebene liegenden Axen MA, 31B, 31C die Mo-

mente a, ß , y gegeben, so lässt sich daraus das Moment ö für irgend

eine vierte durch 31 gehende Axe 3ID durch folgende einfache

Construction finden:

Man nehme in den Axen 31A, 31B, 31C die Abschnitte 3Ia,

3Ib, 31c proportional mit a, /5, / und beschreibe durch die vier

Puncte 31, a, b, c eine Kugelßiiche. Schneidet nun diese die Axe

3ID in d, so toird 3Id dem gesuchten ö proportiotial sein.

Ebenso lässt sich aus den Momenten Jfa, 3Ib zweier sich

schneidenden Axen 31A^ 3IB das Moment 3Id für jede dritte durch

31 gehende und mit ersteren beiden in einer Ebene liegende Axe

31D finden, indem man durch 31, a, b einen Kreis beschreibt,

welcher MD in d schneiden Avird.

§. 90. Schneiden sich die drei Axen, deren Momente gegeben

sind, unter rechten Winkeln, so lässt sich die Aufgabe sehr einfach

durch Rechnung lösen. — Sei unter allen durch M gehenden Axen

31S die Axe des grössten Moments, und daher, wenn diese von der

Kugelfläche in s geschnitten Avird, 3Is ein Durchmesser der Kugel.

Alsdann ist
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Ma = M.s . cos SMA
,

oder, wenn wir das grösste Moment gleich a setzen und uns eine

zweite Kugel denken, die um M als Mittelpunct mit der gemein-

schaftlichen Länge der Axen als Halbmesser beschrieben ist, und
auf deren Oberfläche daher die Puncte *S', A, B, C, I) liegen:

a = o cos AS
,

und ebenso

ß = o cos BS
, y = a cos CS , Ö = a cos DS .

Schneiden sich nun. Avie angenommen worden, die drei Axen
MA, MB, MC unter rechten Winkeln, und sind daher die Seiten

nnd Winkel des sphärischen Dreiecks insgesammt gleich 90°, so

hat man:

cos DS = cos AD cos -4aS'+ cos BD cos BS+ cos CD cos CS .

Hierin für cos J)S, cos AS , ... die ihnen nach vorigen Formeln pro-

portionalen Werthe ö, a, ... substituirt, erhält man:

(A) d = cc cos AD -{-ß cos BD -h y cos CD .

Aus den Momenteti für drei sich unter rechten Winkeln in einem

Puncte schneidenden Axen findet sich demnach das Moment für Jede

vierte durch denselben Punct gehende Axe, v:e?in man erstere drei

Momente resp. mit den Cosinus der Wiiikcl multiplicirt , xcelche von

den Axen dieser Momente mit der Axe des vierten gebildet xoerden,

und diese Producte addirt.

Uebrigens ist unter derselben Voraussetzung, dass BC=^CA
= AB = m':

cos AS'' -f cos BS^ -f- cos CS"" = 1

und daher

er + ß' + f- = 0-^-
,

cos AS = —^=^===r- , cos BS = u. s. w.,

Formeln, mittelst deren man aus den Momenten für drei sich recht-

winklig in einem Puncte schneidende Axen, von der durch denselben

Punct gehenden Axe, welche das grösste Moment hat, dieses Moment
selbst lind die Lage der Axe finden kann.

§.91. Die in §. 90 erhaltene Relation zwischen vier Momenten,
von deren vier Axen sich drei unter rechten Winkeln treffen, ist

zuerst von Etiler gegeben worden*). Es ist aber nicht schwer, eine

*) Nova Acta Petropolitana, tom. VII, vom Jahre 1793.

Möbius Werke HI.
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eben so einfache Formel für den allgemeineren Fall herzuleiten,

Avenn die vier Axen Avillkürliche "Winkel mit einander machen.

1) Von einer durch die Gerade PQ vorgestellten Kraft ist das

Moment in Bezug auf die Axe A^B^ die Pyramide A^B^PQ (§. 59,

Zus.). Seien nun A und B zwei beliebige andere Puncte in A^B^,

so verhalten sich die Pyramiden A^B^PQ: ABPQ wie die Dreiecke

A^B^P : ABP, und diese wie die Geraden A^B^ : AB; und es ist

daher, wenn wir die Axenlänge A^B^ zur Einheit des Maasses

nehmen

:

ABPQ = AB.A^B.PQ
,

wo die Linie AB positiv oder negativ zu nehmen ist, jenachdem sie

mit der in sie fallenden Axe A^ B^ einerlei oder entgegengesetzte

Richtung hat.

2) Auf gleiche Art ist, wenn wir noch andere Kräfte P'Q',

P"Q'\ ... auf die Axe A^B^ beziehen:

ABP'Q' = AB . A,B,P'Q'
,

u. s. w. Addiren wir alle diese Gleichungen, so kommt mit An-

wendung des Summationszeichens 2, und Avenn Avir das Moment des

von den Kräften PQ, P'Q\ ... gebildeten Systems in Bezug auf

eine Axe, welche in der Geraden AB liegt, aber nicht AB selbst,

sondern die eben festgesetzte Linieneinheit A^ B^ zur Länge hat, mit

\AB'\ bezeichnen:

:^ABPQ = AB .:^A,B,PQ = AB .[AB] .

3) Seien MA^, MB^, MCi, MT)^ Aaer sich in einem Puncte

M schneidende Axen, von denen wenigstens die drei ersten nicht in

einer Ebene liegen. Man nehme in MD^ beliebig einen Punct D
und construire um MD als Diagonale ein Parallelepipedum , dessen

in M zusammenstossende Kanten in die Axen MA^ , 3fB^ ,
31C\

fallen. Seien resp. A, B, C die anderen Endpuncte dieser Kanten,

so ist, Avenn PQ AA-iederum eine Kraft bezeichnet:

3IDPQ = 3IAPQ + 3IBPQ + 3ICPQ
(§. 63, 3), folglich auch bei einem Systeme von mehreren Kräften

PQ, P'Q', u. s. Av.:

^3IDPQ = ^3IAPQ + ^3IBPQ + 23ICPQ
,

folglich nach 2)

:

{B) 31D . [3ID] = 31A . [31A] + 3IB . [3IB] + 3IC . [3IC] .

Wenn demnach für die drei Axen MA^, 31B^, 31 C\ die 3Io-

menie [31A], [31B], [31C] gegeben sind, und das 3Ioment [3ID]für
die Axe 31D^ gesucht wird, so construire man das Parallelepipedum

31AB CD, als wodurch sich die Verhältnisse zwischen MA. MB,

I
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MC^ MD ergehen, und man erhalt damit nach letzterer Gleichung

das gesuchte Moment.

§, 92. Zusätze, a) Macht man in den Axen J/^, , ..., J/D,
die Linien Ma , . .

.
, Md den Momenten der Axen resp. proportional,

so liegen «, b, c, d mit M in der Oberfläche einer Kugel (§. 7ö),

und man bekommt damit den geometrischen Satz;

Hat man eine Kugel und ein Parallelepipedum, dessen eine Ecke

M in der Fläche der erstcren liegt ^ und sind a, 5, c, d die Puncte,

in denen die Kugelfläche resp. von den in M zusammenstossenden Kan-

ten MA., MB, MC und der Diagoncde MD des Paralhlepipedums

geschnitten wird., so ist:

MD . Md = MA . Ma + MB . Mb + MC . Mc .

h) Schneiden sich die drei Axen MA^ , 31B^ , MC^ unter rechten

Winkeln, so besteht die Proportion

MA : MB : MC : MD = cos A^ MD^ : cos B,MD^ : cos C, J/X>, : 1

und man kommt durch Substitution dieser Verhältnisswerthe in die

allgemeine Gleichung (B) auf die specielle Gleichung {A) in §. 90

wieder zurück.

§. 93. So sehr auch die Gleichung {B) die Euler'sche {A) an

Allgemeinheit übertrifft, so ist sie doch nur als ein specieller Fall

einer weit allgemeineren Relation anzusehen, die sich auf ganz ähn-

liche Art wie {B) entwickeln lässt.

Man habe, wie vorhin, ein beliebiges System von Kräften PQ,
P'Q', P"Q", ..., welches aS' heisse. Seien ferner -4 yl', BB', CC, ...

die Kräfte eines zweiten Systems T, welche einander das Gleichge-

wicht halten. Alsdann ist wegen dieses Gleichgewichts von T, wenn
man T nach und nach auf alle Kräfte PQ, P'Q', ... des Systems

S, als auf Axen, bezieht (§. 58):

AA'PQ -j-BB'PQ -i-CC'PQ -+-... =
AA'P'Q' + BB'P'Q' -H CC'P'Q' + ... =

u. s. w. ; und wenn man alle diese Gleichungen summirt

:

^AA'PQ + :^BB'PQ + :^CC'PQ + ... = ^)
;

folglich nach §.91, 2

:

AA' .[AA']-\-BB' .[BB']+CC' .[CC']-{- ... = ,

wo [^^'], [BB'], [CC], ... die Momente des Systems aS" für Axen
bezeichnen, welche an Länge einander gleich sind und resp. in den

Geraden AA', BB', CC, ... liegen, und wo man, wie schon er-

9*
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innert, die Coefficienten AA', BB\ CC, ... dieser Momente positiv

oder negativ zu nehmen hat, jenachdem die Richtungen dieser Linien

mit denen der in sie fallenden Axen übereinstimmen, oder nicht.

Bezieht man demnaeh ein System S von Kräften auf mehrere

[einmider gleiche) Axeti, und kann man nach der Bichtung einer jeden

dieser Axen eine Kraft wirhen lassen von der Grösse, dass alle diese

neuen Kräfte einander das Gleichgewicht halten^ so ist die Sumine der

Mome?ite von S, jedes Moment vorher mit einem Coefficienten multi-

plirirt. welcher der, der Axe des Moments zugehörigen Kraft propor-

tional ist. gleich Null.

Auf gleiche Art findet sich, wenn AA' die Resultante von B B'

,

CC\ ... ist:

AA' . [AA'] = BB' . [BB'] + CC . [CC] + . .

.

Auch fliesst dieses schon aus der vorhergehenden Formel. Denn
alsdann sind ÄA, BB', CC, ... mit einander im Gleichgewichte

und daher

A'A . [A'A] + BB' . [BB'] + CC . [CC] . . . = .

Es ist aber A'A = — AA' und [A'A] = [AA'], indem der eine

Ausdruck, so gut wie der andere, das Moment des Systems *S' in Be-

zug auf eine Axe vorstellt, welche in der durch die zwei Puncte A
und A' gezogenen Geraden enthalten ist; folglich u. s. av.

§. 94. Beispiele. 1) Hat man vier sich in einem Puncte

schneidende Axen, so kann man immer ein Parallelepipedum con-

struiren, von welchem drei in dem Puncte zusammenstossende Kan-
ten und die durch denselben Punct gehende Diagonale in die vier

Axen zu liegen kommen. Von vier Kräften aber, welche ihrer

Grösse und Richtung nach durch diese drei Kanten und die Diago-

nale vorgestellt werden, ist die Kraft in der Diagonale die Resul-

tante der drei anderen. Hiermit das vorige Theorem in Verbindung

gebracht, kommen wir auf den Satz in §. 91 zurück, der daher von

dem vorigen nur ein besonderer Fall ist.

2) Ist AB CD ein Parallelogramm, so sind die Kräfte AB und
A D mit den Kräften B C und D C gleichAvirkend, und daher

:

AB.[AB] + AD.[AD] = BC.[BC]-^DC.[DC] .

3) Construirt man zu einem ebenen Vierecke AB CD (vergl.

Fig. 13 auf p. -16) ein zAveites ab cd, dessen Seiten ab, bc, ... mit den

gleichnamigen AB, BC, ... des ersteren, und dessen Diagonalen ac,

bd mit den ungleichnamigen BD, AC des ersteren parallel sind, so

sind vier Kräfte, welche in den vier Seiten des einen Vierecks wir-
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ken, und deren Intensitäten sich wie die entsprechenden Seiten des

anderen verhalten, im Gleichgewichte (§. 29); folglich:

ab . [AB] + hc . [BC] 4- cd . [CD] + da . [DA] = ,

so wie

AB . [ab] -\-BC.[bc] + CD . [cd] + DA . [da] = ,

zwei Gleichungen, deren jede die Relation zwischen den Momenten
für iro;end vier in einer Ebene gelegene Axen darstellt.

§.95. Folgerungen, a) Ist in dem zweiten Beispiele des

§. 94 D der Nullpunct der Ebene des Parallelogramms AB CD, so

ist [A 7)] = ,
[DC] = 0, und die Formel wird

:

AB.[AB] = BC.[BC]
;

folglich verhalten sich die Momente [AB] und [B C] wie BC und

AB, d. i. wie die Abstände der Linien AB und BC von D; also:

Vo?i je zioei in einer Ebene liegenden Axen sind die Momente den

Abständen der Axen vom Nullpuncte der Ebene proportional^ so dass,

wenn man um den Ntdlpunct als Mittelpunct Kreise in der Ebene be-

schreibt, alle Axen^ loelche einen und denselben Kreis berühren, gleiche

Momente haben, und dass für Axe?i, welche Tangenten verschiedener

Kreise sind, die Momente sich wie die Halbmesser der Kreise ver-

hcdten.

b) Sind daher AÄ, B B' (vergl. Fig. 2S) zwei parallele Axen,

und trägt man auf sie Längen Aa, Bb, welche den Momenten für

diese Axen proportional sind, so

muss in der Geraden DD', Avelche

durch den Schneidepunct D der Ge-
raden AB und ab parallel mit den

Axen gezogen wird, der Nullpunct

der Ebene der Axen liegen. Denn
die Abstände der AA' und B B' von

irgend einem Puncte dieser, und nur

dieser Geraden DD' verhalten sich

wie Aa und Bb. In Bezug anf DD',

als Axe, ist daher das Moment Null, und für je zwei mit J)D' pa-

rallele und in einer Ebene gelegene Axen sind die Momente den

Abständen der Axen von DD' proportional. Für eine dritte mit

AA' und BB' parallele und mit ihnen in derselben Ebene liegende

Axe CC, die von AB in C und von ab in c geschnitten wird, ist

folglich das Moment proportional mit Cc.

c) Auf ähnliche Art, wie hiernach aus den Momenten für zwei

parallele Axen das Moment für jede dritte mit ihnen parallele und

Fig. 2S.
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in derselben Ebene enthaltene Axe gefunden werden kann, lässt sich

auch aus den Momenten Aa, Bh, Cc fvergl. Fig. 29) für drei pa-

rallele und nicht in einer Ebene liegende Axen das Moment für

jede vierte mit ihnen parallele Axe j) überhaupt bestimmen. — Eine

durch Aa und Bb gelegte Ebene und
J eine durch Cc vind p gelegte mögen sich in

/\ \ der Geraden </ schneiden, die mit den vier

/ L^-'^X Axen Aa^ Bb, Cc, p parallel sein A\drd.

Sind daher F und / die Durchschnitte

von q mit AB und ab, so ist Ff das Mo-
ment für ci, und ebenso, wenn p von CF
und cf resp. in G und g getroffen wird,

G(j das Moment für p. Es liegt aber G
mit A, B , C, und g mit a, b , c in einer

Pi^ 29.
Ebene , welches folgende noch kürzere

Regel gibt: Man lege durch A, B, C
eine Ebene und eine zweite durch a, b, c, und wenn diese Ebenen

die vierte Axe p resp. in G und g schneiden , so ist Gg das für p
gesuchte Moment.

Sind daher von drei parallelen aber nicht in einer Ebene liegen-

den Axen die Momente einander gleich, so ist auch das Moment

jeder vierten mit ihnen parallelen Axe von derselben Grösse, indem

dann jene zwei Ebenen eine parallele Lage haben. Sind aber die

drei Momente ungleich, so schneiden sich die zwei Ebenen, und

wenn man durch ihre Durchschnittslinie eine Ebene a parallel mit

den Axen Aa, ... legt, so ist von jeder mit Aa, ... parallelen Axe

das Moment dem Abstände der Axe von a proportional. Alle Axen,

die parallel mit Aa, ... und in einer und derselben mit a parallelen

Ebene enthalten sind, haben daher einander gleiche Momente. Jede

in u selbst fallende und mit Aa, ... parallele Axe hat ein Moment
gleich Null. Der Nullpunct der Ebene a ist daher unendlich ent-

fernt und liegt nach der durch die Parallelen Aa, ... bestimmten

Richtung. Die Ebene a ist folglich mit der Hauptlinie des Systems

parallel (§. 87, 10).

§.96. Zusatz. Aus dem Satze des §. 95, dass die Momente
für Axen, die in einer Ebene liegen, sich wie die Abstände der Axen
vom NuUpuncte der Ebene verhalten, fliesst eine leichte Methode,

um aus den Mometiteti dreier Axen in einer Ebe?ie, die niclit alle drei

mit einander parallel sind oder sich in einem Puncte schneiden , den

Nullpunct der Ebene und damit das Moment für Jede vierte Axe der

Ebene zu finden. Sei ABC (vergl. Fig. 30) das von den Richtungen
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der drei Axen gebildete Dreieck, (von -welchem die eine Ecke auch

unendlich entfernt sein kann,) und die Momente dieser nach B C\

CA, AB gerichteten Axen seien/, g, h. Man construire ein zwei-

tes Dreieck A'B'C", dessen Seiten B'C, ... mit den gleichnamigen

Fig. 30.

BC, ... des ersteren parallel laufen und von BC, ... sich in Ab-

ständen befinden, die den Momenten /, g, h proportional sind. Da
hiernach die Abstände des Punctes A' von CA und AB sich ^\ie g
zu h verhalten, und in demselben Verhältnisse die Abstände jedes

anderen Punctes der Linie AA' , und nur dieser, von CA und AB
sind, so muss jenem Satze zufolge der Nullpunct der Ebene in AA',

und aus ähnlichem Grunde auch in BB' und C C\ liegen. Die

drei Geraden ^-4', BB', CC schneiden sich daher in einem Puncte

jV, im NuUpuncte der Ebene, und das Moment für jede vierte Axe
der Ebene verhält sich z. B. zu f\ wie der Abstand der vierten Axe
von N zum Abstände der Axe BC von N.

Beiläufig folgt hieraus der auch sonst schon bekannte geome-

trische Satz, dass bei zwei ähnlichen und ähnlich liegenden Drei-

ecken die di-ei Geraden, welche die sich entsprechenden Ecken ver-

binden, sich in einem Puncte schneiden.

Die Auforabe. aus den Momenten dreier in einer Ebene liegren-

den Axen das Moment für irgend eine vierte Axe der Ebene zu

finden, kann auch mittelst einer der beiden Formeln in §. 94, 3 ge-

löst werden, wie von selbst einleuchtet.

Noch eine Lösung der Aufgabe geht aus der in §. 89, zu Ende

bemerkten Construction hervor. Liegen nämlich die Axen, deren

Momente gegeben sind, in den Seiten des Dreiecks ABC, und ist

D ein beliebiger Punct der vierten Axe, so erhält man mittelst jener

Construction aus den Momenten der Axen in ^^ und AC das Mo-
ment der Axe in AD, aus den Momenten der Axen in AC und

B C das Moment der Axe in CD , und aus den Momenten der Axen
in AD und CD das Moment der vierten Axe selbst. — Hiermit
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ergeben sich zui];leich einige geometrische Sätze, bei deren Ent-

\\-ickelung ich mich aber nicht aufhalten will.

§. 97. Die im Vorhergehenden erhaltenen Relationen zwischen

den Momenten eines Systems in Bezug auf mehrere Axen fanden

nur dann statt, wenn Kräfte bestimmt werden konnten, welche, nach

den Axen wirkend, einander das Gleichgewicht hielten. Die Rela-

tionen selbst waren von linearer Form, und jene Kräfte traten da-

rin als Cocfficienten der Momente auf. Es entsteht nun die Frage,

ob nicht auch dann, Avenn ein solches Gleichgewicht nicht möglich

ist, Relationen, wenn auch von anderer, als linearer Form, zwi-

schen den Momenten sich angeben lassen.

Um dieses zu untersuchen, wollen wir mehrere Axen in solcher

Anzahl w, und in solcher Lage gegen einander voraussetzen, dass

zwischen den auf sie bezogenen Momenten irgend eines Systems von

Kräften stets eine Gleichung, und nur eine, stattfindet. Für ein

System /S" seien diese n Momente gleich M, M' , M", . .
.

; für ein

beliebiges andere S' seien sie gleich M-\-N, M' -}- N' , M" -{- N",

.... Nach der Natur der Momente werden alsdann für ein drittes

System, welches aus den Kräften von >S" und den direct entgegen-

gesetzten von S besteht, die Momente in Bezug auf dieselben n

Axen, gleich N, i\'', N", ... sein. Besteht daher die gesuchte Glei-

chung das einemal zwischen J/, 31', . . . und das anderemal zwischen

J/-|-iV, M' -{- N', ..., so muss sie auch bestehen zwischen N, N',

..., d. i. wenn man für J/, 31', ... die Incremente setzt, welche diese

Grössen der Gleichung zufolge haben können. Wie die Analysis

lehrt, ist dieses aber nur dann möglich, wenn die Gleichung von

der linearen Form

p3f-\-p'3r +p"3I" -f- . . . =
ist, wo p, p ,

p", ... Zahlen vorstellen, die von einem Systeme *S' zum
anderen in constanten Verhältnissen zu einander stehen*).

*j In der That, sind z. B. drei Veränderliche x, y, z durch eine Gleichung

z=f[x, y] mit einander verbunden, so ist die allgemeine Gleichung zwischen

ihren Incrementen ^x, ^y , ^z:

Jz = 2i^x-\-qJy-\-\rJx--[-sJxJy-\-\tJy--\- ...
,

wo p, q, r, s, t, ... die aus der Gleichung z=f[x, y] zu bestimmenden DifFe-

rentialquotienten

dz^ cl^ cPz cPz (Pz.

dx' dy' dx'^' dxdy' dy-'

bezeichnen. Soll nun zwischen den Incrementen dieselbe Gleichung, wie zwischen

X, y, 2, stattfinden, soll also z/c bloss von ^x und ^y, nicht aber von x und

y abhängen, so müssen auch in jener allgemeinen Gleichung der Incremente die
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Um diese constanten Verhältnisse zu bestimmen, setze man, das

System /S bestehe aus einer einzigen Kraft. Alsdann sind 3/, M\ ...

die (sechsfachen) Pyramiden, welche diese eine Kraft »S' zur gemein-

schaftlichen Kante und die der Längeneinheit gleichen ;/ Axen zu

gegenüberstehenden Kanten haben. Die Producte pM, p'M\ ...

sind folglich Pyramiden, die man erhält, wenn man in den vorigen

die mit den Axen zusammenfallenden Kanten resp. gleich p, p\ ...,

statt gleich 1, nimmt; folglich auch die Momente p^ p' , ..., welche

in den n Axen wirken, in Bezug auf eine in der Richtung von S
liegende Axe. Da nun die Summe dieser Momente für jede Lage

von S Null sein soll, so müssen die Kräfte p, p\ ... einander das

Gleichgewicht halten.

Sind demnach mehrere, Axen in solcher Anzahl n und in sol-

cher Lage gegen einander vorhanden, dass die Momente M. M' . . .

.

j^fin-i) j'iiy j2. — 1 derselben nach der Beschaffenheit des Systems,

welches auf sie bezogen loird , alle möglichen Werthe haben können^

das Moment M^^^~'^) für die n^'' Axe aber durch jene n— 1 Momente

bestimmt loird., so ist die deshalb zwischen den n Momenten stattfindende

Gleichung von der linearen Form:

pM-\-p'M' + • . +i>("~'^ iV/i"-') = .

und Kräfte, welche die Richtungen der n Axen haben und sich wie die

Coefßcienten p, p\ ... p(^^~^^ verhalte7i, sind mit eifiander im Gleich-

gervichte.

Sind folglich — so können wir hieraus noch schliessen — die

Momente für irgend n — 1 Axen von einander unabhängig, und las-

sen sich für die ti —^ 1 Axen und eine w**^ keine Kräfte angeben,

welche, nach ihnen wirkend, einander das Gleichgewicht halten, so

ist auch das Moment für die w''' Axe von den Momenten für die

n— 1 ersteren unabhängig.

Dieselbe Folgerung gilt aber auch dann noch, wenn die Mo-
mente für die n — 1 ersteren Axen, oder für einige derselben, von

einander abhängig sind, so dass zwischen ihnen eine oder auch

etliche Gleichungen [a] stattfinden. Denn gäbe es eine Gleichung

[ß] zwischen dem n^^^^ Momente und den übrigen, so könnte man

Coefficienten j>, q, r, s, t, ... unabhängig von x und y, folglich constant sein.

Sind aber p und q constant, so sind alle folgenden r, s, t, ... Null. Hiernach

ist die Gleichung zwischen den Incrementen:

Jz == pJX + q -^y »

und damit die Gleichung zwischen .r
, y , z selbst

;

z= px + qy ,

wo p und q constant sind.
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aus {(i) mittelst der Gleichungen («) so viel der u— 1 ersteren Mo-
mente eliminiren, dass in {ß) ausser dem n^^^ Momente nur solche

zurückblieben, welche von einander unabhängig wären, und es müss-

ten dann Kräfte, nach den Axen dieser Momente wirkend, mit der

Kraft in der w^*'" Axe im Gleichgewichte sein können, Avelches

gegen die Voraussetzung streitet; überhaupt also:

Jenaclidem sich für die Richtungen gegebener Axen Kräfte, die

ifti Gleichgeicichte mit einander sind, angehen lassen^ oder nicht, findet

auch zioischen deti Momente?! eines Systems in Bezug auf diese Axen
Abhängigkeit, oder keine, statt.

§. 98. Nach den Ergebnissen des §. 97 ist die Untersuchung

über die gegenseitige Abhängigkeit ZAvischen den Momenten eines

Systems in Bezug auf gegebene Axen in jedem Falle auf die Be-

antwortung der Frage zurückgebracht: Welches muss die gegenseitige

Lage einer gegebenen Anzahl gerader Lhiien sein, wenn Kräfte sollen

gefunden icerden können, loelche, nach diesen Linien loirkend, einander

das Gleichgewicht halten'^

"Wir gehen, um diese schon an sich nicht uninteressante Frage

zu beantworten, von den sechs allgemeinen Bedingungen des Gleich-

gewichts aus:

^ = , C=
J/= , iY=

Avo, wenn P, P', ... die Kräfte des Systems und (p, %, ip\ cp', x,
ip': ... die Winkel bezeichnen, Avelche die Richtungen von P: P'; ...

mit den drei Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystems machen,

und wenn {x, y, z)
,
{x, y' , z), ... beliebige in den Richtungen von

P, P', ... genommene Puncte sind:

A = 2 Pcos (p , 5 = J Pcos 7 ,
C= :^ Pcos ip

,

L ^= ^ P[y cos \p— z cos x) , M ^:= '2 P[z cos (p — x cos xp)
,

N= 2 P{x cos 7— y cos cp) .

Aus dem Früheren wissen wir, dass zwischen zwei Kräften nur

dann Gleichgewicht herrschen kann, wenn ihre Richtungen in eine

und dieselbe Gerade fallen '§. 4, I), und zwischen drei Kräften nur
dann, wenn ihre Richtungen in einer und derselben E-bene liegen

(vergl. §. 85, 1) und sich darin entweder in einem Puncte schneiden

oder einander parallel sind. Dasselbe muss sich auch aus den Glei-

chungen [a] folgern lassen. Doch wollen Avir uns bei den hierzu

nöthigen Rechnungen nicht aufhalten, sondern sogleich zu dem Falle

übergehen, Avenn

J) das System aus vier Kräften besteht. Eliminirt man diese A'ier

l Z = ,
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Kräfte aus den Gleichungen («), so bleiben, weil in (a) nur die

gegenseitigen Verhältnisse der Kräfte vorkommen, drei Gleichungen,

sie mögen {b) heissen, — zwischen den die Richtungen der vier

Kräfte bestimmenden Grössen x, y, z, fp, x, 4', ^', •• 4>"' zurück.

Diese Gleichungen [h) geben daher für die gegenseitige Lage der vier

Richtungen die Bedingungen an, unter denen es möglich ist, dass

vier nach diesen Richtungen wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht

halten können.

Nun wird die Lage einer geraden Linie im Räume im Allge-

meinen durch vier Constanten bestimmt, z. B. die Richtung der

Kraft P durch die zwei Coordinaten x, y ihres Durchschnitts mit

der Ebene der x, y, und durch die zwei Winkel (p und x, welche

P mit den Axen der x und y macht. Die Lage einer Geraden ist

daher als bestimmt anzusehen, wenn zwischen diesen vier Constanten

vier Gleichungen gegeben sind. Zu einer solchen Gleichung führt

unter anderen die Bedingung, dass die Gerade eine andere gegebene

Linie schneiden soll: zu zwei solchen Gleichungen die Bedingung,

dass die Gerade durch einen gegebenen Punct gehen, oder in einer

gegebenen Ebene liegen soll.

Bezeichnen w^ir daher die Richtungen der vier Kräfte mit a, b,

c, d und nehmen a, 5, c als willkürlich gegeben an, so haben wir

für die Bestimmung der vier Constanten von d die drei Gleichungen

[b] , und wir können daher nach Willkür noch eine vierte Gleichung

hinzusetzen, welche z. B. die Bedingung ausdrückt, dass d eine ge-

gebene Gerade l schneiden soll. Dies führt zu der bestimmten Auf-

gabe:

Zu drei gegebenen Pichtungen a, 5, c eine vierte d zu ßnden,

welche eine noch andere gegebene Gerade l schneidet^ dergestalt ^ dass

sich vier Kräfte angeben lassen, icelche ^ nach diesen vier Pichtungen

wirkend, im Gleichgewichte sind.

2) Bestehe das System aus fünf Kräften. Nach Elimination

derselben aus den sechs Gleichungen (a) erhält man zwei Bedin-

gungsgleichungen {})) zwischen ihren Richtungen. Lässt man daher

vier dieser Richtungen gegeben sein, so muss die fünfte den zwei

Gleichungen [b] Genüge leisten, und man kann daher zur vollstän-

digen Bestimmung der vier Constanten der fünften Richtung noch

zwei beliebige andere Gleichungen zAvischen diesen Constanten hin-

zufügen, w^odurch z. B. die Bedingung ausgediäickt wird, dass die

fünfte Richtung durch einen gegebenen Punct J/ gehen, oder in

einer gegebenen Ebene « liegen soll. Hieraus fliesst die bestimmte

Aufsrabe

:
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7jU vier gegehenen TXiclitungen a, Z>, c. d eine fi'mfte e zu ßn-

den^ icelche durch einen gegehenen Punct M geht, oder in einer ge-

gebenen Ebene ,m enthalt€7i ist, dergestalt, dass sich nach diesen fünf
Riehtimgen icirkende Kräfte angeben lassen, icelche sich das Gleichge-

wicht halten.

3) Hat man ein System von sechs Kräften, so geht nach Eli-

mination derselben aus (a) eine einzige Gleichung \b) ZAvischen den

Richtungen hervor. Hier können also fünf Richtungen beliebig ge-

geben sein und für die sechste drei Bedingungen nach Willkür ge-

nommen -werden, z. B. dass die sechste drei gegebene Gerade, oder

einen gegebenen Punct und eine gegebene Gerade treffen soll. Man
hat daher die Aufgabe:

Zu fünf gegehenen Richtungen a. h. c, d, e eine sechste f zu

finden, welche in einer gegehoien Ebene ix liegt und darin einen ge-

gebene7i Punct M trifft, dergestalt, dass sich nach diesen sechs Rich-

tungen tcirkende Kräfte angeben lassen, ivelche sich das Gleichgewicht

halten.

4) Ist das System aus sieben Kräften zusammengesetzt, so lassen

sich aus [a] je fünf derselben eliminiren, und man bekommt damit

das Yerhältniss je zweier Kräfte zu einander, ausgedrückt durch die

Grössen, welche die Richtungen der sieben Kräfte bestimmen.

Sind daher sieben Richtungen gegeben, so ist es im Allgemeinen

immer möglich, Kräfte zu finden, welche, nach diesen Richtungen wir-

kend, einander das Gleichgeicicht halten. Die Intensität einer dieser

Kräfte kann tiach Willkür bestimmt werden.

Aehnlicherweise erhellt, dass im Allgemeinen für acht, neun etc.

gegebene Richtungen sich Kräfte im GleichgeAvichte finden lassen,

und dass von diesen Kräften resp. zwei, drei, etc. ihrer Intensität

nach Avillkürlich genommen werden können.

§. 99. Zusätze, a) Von den drei in §. 9S gestellten Aufgaben

lässt sich die erste, ohne die allgemeinen Formeln [d) zu Hülfe zu

nehmen, auch folgendergestalt durch Construction lösen. Zuerst sieht

man leicht, dass jede Gerade o: , welche die drei gegebenen Rich-

tungen a, b, c zugleich schneidet, auch die vierte d schneiden

muss. Denn heissen P, Q, R, S die nach a, b, c, d gerichteten

Kräfte, so sind in Bezug auf .r, als Axe, die Momente von P, Q,

R einzeln Null (§. 60) , mithin muss wegen des Gleichgewichtes

zwischen P, Q, R, S auch das Moment von S für x Null sein; dieses

ist aber nicht anders möglich, als wenn x der Richtung d begegnet.

Halten sich daher vier Kräfte das Gleichgeicicht , so trifft Jede
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Gerade, icelche die Richtungen dreier der vier Kräfte schneidet, auch

die Richtung der vierten.

Es ist aber bekannt, dass, Avenn eine Gerade x so fortbewegt

"vvird, dass sie drei andere a, i, c fortwährend schneidet, jede Gerade

d, welche drei verschiedenen Lagen h, i, k der ./; begegnet, auch

jede vierte Lage der .r trifft, dass folglich die durch die Bewegung
der X erzeugte Fläche, — ein hyperbolisches Hyperboloid, —
auch entsteht, wenn d an h, i, k fortgeführt wird.

Man ziehe demnach drei Gerade //, i, k, deren jede die Rich-

tungen a, h, c zugleich schneidet, und die Aufgabe ist darauf zu-

rückgebracht : eine Gerade d so zu legen, dass sie die vier Geraden

h, i, h, l zugleich triift. Dieses ist aber im Allgemeinen entweder

auf doppelte Weise, oder gar nicht möglich, jenachdem nämlich das

diu-ch die Bewegung von x oder d erzeugte Hj'perboloid von der

Geraden / entweder in zwei Puncten. oder gar nicht getroffen wird.

Im ersteren Falle führe man die Gerade d an /;, ^, k so weit fort,

bis sie durch den einen oder den anderen Schneidepunct geht, und
sie wird dann die verlangte Lage haben. Im letzteren Falle aber

ist die Lösung der Aufgabe unmöglich.

Nachdem somit die Richtung von d, wo möglich, bestimmt wor-

den, hat es keine Schwierigkeit, die Verhältnisse zwischen den Kräf-

ten P, Q, R, S noch auszumitteln. Man lege die Kräfte parallel

mit ihren bekannten Richtungen a, 5, c, c? an einen und denselben

Punct. Weil dadurch das Gleichgew^icht , das zwischen ihnen be-

stehen soll, nicht gestört wird (§. 67, 2), so muss jetzt die Resultante

von P und Q, Avelche T heisse, der Resultante von R und S gleich

und direct entgegengesetzt sein. Die Richtung von T ergibt sich

hiermit als der Durchschnitt der Ebene, in welcher P und Q liegen,

mit der Ebene, in welcher R und S sind. Nach §. 28, a kennt man
damit die Verhältnisse zwischen P, Q, T, sow^e zwischen R, S,

— T, folglich auch die Verhältnisse zwischen P, Q, R, S selbst.

b) Ohne bei der Lösung der zweiten und dritten Aufgabe zu

verweilen, will ich über diese Aufgaben nur folgende Bemerkungen
hinzufügen.

Da sich bei vier gegebenen Richtungen a, J, c, d zu jedem

Puncte M eine durch ihn gehende fünfte, sowie zu jeder Ebene i.l

eine in ihr liegende fünfte Richtung finden lässt, so wird durch alle

fünften Richtungen, die zu vier gegebenen gefunden werden können,

der ganze Raum erfüllt, jedoch so, dass sich im Allgemeinen keine

zwei derselben schneiden, oder, w-as dasselbe ist, keine zwei in einer

Ebene liegen, indem, wenn es für einen Punct zwei durch ihn

gehende fünfte Richtungen e und ^, gäbe, auch jede andere durch
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M gehende und in der Ebene von e und e^ liegende Gerade f eine

fünfte Richtung sein könnte. Sind nämlich P, Q, i?, <S'. T Kräfte,

die, nach a, b, c, d, e gerichtet, sich das Gleichgewicht halten, und

sind die nach a, b, c, d, e, gerichteten Kräfte P^, Q^, R^, iS, , T^

ebenfalls im Gleichgewichte , so würden auch die Kräfte P -\- P^,

Q _|_ Qj ^ Jl ^ R^^ iS -{- Si mit der Resultante der nach e und e^ ge-

richteten Kräfte T und T^ im Gleichgewichte sein. Weil es aber

sowohl bei den ersteren fünf Kräften P, Q, P, iS, T, als bei den

fünf letzteren P^, Q, , i?i , 'S", , T^, nur auf ihr gegenseitiges Verhält-

niss ankommt, so würde man das noch willkürliche Verhältniss von

T zu T, so bestimmen können, dass die gedachte Resultante irgend

eine durch 31 gehende und in der Ebene von e und e, liegende

Richtung / hätte. Hiernach aber hätte die Aufgabe, ihrer Natur

entgegen, unzählig viele Lösungen.

Haben die vier gegebenen Richtungen eine solche Lage, dass

sich zwei Gerade m und w angeben lassen, von deren jeder jede der

vier Richtungen geschnitten Avird, so ist die einem Puncte M zuge-

hörige fünfte Richtung e diejenige, Avelche durch 31, die ?n und w

zugleich schneidend, gelegt wird. Denn für m und n, als Axen, ist

das Moment jeder der nach a, b, c, d Avirkenden Kräfte Null. Mit-

hin muss auch das Moment der nach e gerichteten Kraft in Bezug

auf m sowohl, als auf n, Null sein.

c) Sind fünf Richtungen a, b, c, d, e gegeben, so sind alle da-

raus herzuleitenden sechsten Richtungen f,fi,f.2, , welche durch

einen und denselben Punct 31 gehen, in einer Ebene enthalten.

Denn gesetzt, es lägen /", /"j
,

/"^ nicht in einer Ebene. Da nun drei

Kräfte, die nach drei sich in einem Puncte 31 schneidenden und

nicht in einer Ebene liegenden Richtungen A\-irken, immer in sol-

chen Verhältnissen zu einander genommen werden können, dass ihi-e

durch 3f gehende Resultante irgend eine beliebige Richtung hat, so

würde man nach ähnlichen Schlüssen, wie vorhin, von den fünf

Richtungen a, b, c, d, e zu allen durch Ji" gehenden Richtungen über-

haupt, also auch zu allen durch 31 gehenden und in der Ebene u

enthaltenen Richtungen, nicht bloss zu einer derselben, wie es die

dritte Aufgabe fordert, gelangen können. Sind aber die sechsten

Richtungen, welche den Punct 31 treffen, in einer Ebene v enthal-

ten, so ist die in der Aufgabe geforderte Richtung der Durchschnitt

der Ebenen u und v.

Auf ähnliche Weise zeigt sich, dass alle aus a, b, c, d, e herzu-

leitenden sechsten Richtungen, welche in einer und derselben Ebene

u liegen, sich in einem Puncte i\^ dieser Ebene schneiden müssen, und

dass die in der Aufgabe verlangte Richtung die Gerade 3IN ist.
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Bei einer solchen Lage der fünf Richtungen endHch, bei welcher

sie sämmtlich von einer Geraden 7n geschnitten werden, wird jede

aus ihnen herzuleitende Richtung von m, als von einer der Axen,

für welche das Moment der sechs Kräfte Null ist, gleichfalls ge-

troffen. Die in diesem Falle gesuchte sechste Richtung ist daher

die von 31 nach dem Durchschnitte von u und m gezogene Gerade.

§. 100. Dieselben Bedingungen, die wir somit für die Rich-

tungen von Kräften gefunden haben, wenn die Kräfte sich das

Gleichgewicht sollen halten können, müssen nun auch für die Rich-

tungen von Axen stattfinden, wenn zwischen den Momenten irgend

eines Systems in Bezug auf diese Axen eine Relation bestehen soll,

oder, was dasselbe ist, wenn das Moment für eine dieser Axen aus

den Momenten für die übrigen soll hergeleitet werden können. Es

findet daher

1) zwischen den Momenten eines Systems in Bezug auf ztoei Axen
nur dann eine Relation statt^ wenn letztere in einer und derselben Ge-

raden liegen. Die zwei Momente sind dann einander gleich und haben

einerlei oder entgegengesetzte Zeichen.^ Jenachdem die Axen einei^lei oder

entgegengesetzte Hichtungen haben.

2) Ziüischen den Momenten in Bezug auf drei Axen., von denen

keine zioei in dieselbe Gerade fallen., gibt es nur dann., und dann

immer eine Relation., icenn die drei Axen in einer Ebene liegen und

sich darin entweder in einem Pzmcte schneiden (§. 89), oder einander

parallel sind (§. 95, b).

3) Sind die Momente dreier Axen von einander unabhängig, so

kann aus ihnen das Moment für jede vierte bestimmt toerden, welche

gegen die ersteren drei eitie solche Lage hat, dass Jede Gerade, loelche

erstere drei schneidet, auch der vierten Axe begegnet-

Von den Momenten dreier Axen, die in einer Ebene liegen,

aber sich nicht in einem Puncte schneiden, ist daher das Moment
jeder vierten Axe in der Ebene abhängig (§. 96), und aus den Mo-
menten dreier Axen, die sich in einem Puncte schneiden, aber nicht

in einer Ebene liegen, kann das Moment für jede vierte den Punct

treffende Axe gefunden werden (§. 89 und §. 91). Wenn keine von

drei Axen die andere schneidet, so ist von ihren Momenten das

Moment jeder vierten abhängig, welche zu den drei ersteren eine

hyperboloidische Lage hat (§. 99, a).

4) Bei vier Axen. die rücksichtlich der auf sie bezogetien Momente
von einander unabhängig sind, gibt es für Jeden Punct eine durch ihn
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gehende, und für Jede Ebene eine in ihr liegende Axe, deren Mometit

aus den Momenten der vier ersteren bestimmt werden kann (§. 99, b).

Wird jede der vier Axen von denselben ZAvei Geraden getroiFen,

so sind von ihnen alle diejenigen, und keine anderen, abhängig,

welche gleichfalls von diesen Geraden geschnitten Averden.

5) Bei fünf von einander unabhängigen Axen gibt es für Jeden

Punct eine durch ihn gehende Ebene ^ und für Jede Ebene einen in ihr

liegenden Punct dergestalt, dass aus den Momenten für erstere fünf

Axen das Moment für Jede durch den Punct gehende imd in der Ebene

zugleich enthaltene Axe gefunden werden kann (§. 99, r).

AVerden die fünf Axen von einer und derselben Geraden ge-

sshnitten, so sind von ihnen alle diejenigen, und keine anderen, ab-

hängig, welche dieser Geraden ebenfalls begegnen.

6) Aus den Momenten für sechs von einander unabhängige Axen

kann das Moment für Jede siebente gefunden loerden (§. 9S zu Ende).

§. 101. Zusatz. Da die Gleichung zwischen den von ein-

ander abhängigen Momenten von linearer Form ist und darin kein

von den Momenten freies Glied vorkommt (§. 97), so schliessen wir

noch, dass Avenn von den n— 1 Momenten, Avoraus sich ein w^*"^

bestimmen lässt, jedes gleich Null ist, auch das n^''- gleich Null

sein muss.

Sind cdso die Momente für sechs von einander unabhängige Axen

einzeln gleich Kuli, so ist es auch das Moment Jeder siebenten, und es

herrscht Gleichgewicht.

Ebenso, wie bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene

daraus, dass die Momente des Systems für drei nicht in einer Ge-

raden liegende Puncte der Ebene gleich Null Avaren, die Nullität

des Moments für jeden anderen Punct der Ebene, und somit das

Gleichgewicht des Systems, sich folgern Hess (§. 33, A*), kann also

bei einem System im Räume auf die Nullität aller Momente und

somit auf das GleichgeAA-icht geschlossen Averden, wenn man weiss,

dass für irgend sechs von einander unabhängige Axen die Momente
einzeln gleich Null sind. — Dasselbe ergibt sich auch aus dem all-

gemeinen Ausdrucke für das Moment eines Systems im Räume (§. 65)

:

F{L— gC^hB)-\- G[M—hA +fC) + H{N-fB + gA) .

Denn schon dadurch, dass man denselben für sechs verschiedene

Axen. also für sechs verschiedene Systeme zusammengehöriger Werthe
von/", g. h, F. G, H, Null setzt, gelangt man zu den sechs Be-

dingungen des Gleichgewichts : ^ = 0, •.., N= 0.
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Wenn ferner in Bezu^ auf fünf von einander unabhängige Axen

die Momente eines nicht im Gleichgewichte befindlichen Systems

einzeln gleich Null sind, so sind es auch die Momente aller anderen,

von ersteren fünf abhängigen Axen, nicht aber das Moment einer

Axe, welche von ihnen unabhängig ist, indem sonst nach dem Vor-

hergehenden das System im Gleichgewichte wäre, gegen die Voraus-

setzung. Aus fünf von einander unabhängigen Axen, deren Momente

gleich Null sind, lassen sich daher alle übrigen Axen, die ein Mo-
ment gleich Null haben, finden. — Eben so, wie alle durch einen

Punct gehenden Axen, deren Momente Null sind, in einer Ebene

liegen (§. 84), müssen daher auch alle in einem Puncte zusammen-

treffenden Axen überhaupt, deren Momente aus den Momenten für

fünf von einander unabhängige Axen gefunden werden können, in

einer Ebene enthalten sein, u. s. w. (vergl. §. 100).

§. 102. Die Bedingungen, unter denen sich für vier, fünf oder

sechs Richtungen Kräfte finden lassen, die mit einander im Gleich-

gewichte sind, so wie die Verhältnisse zwischen den sich das Gleich-

gewicht haltenden Kräften selbst, können ausser den im Obigen an-

gezeigten Verfahrungsweisen, noch auf eine andere Art hergeleitet

werden , die sich unmittelbar auf den das Gleichgewicht im Räume
betreffenden Hauptsatz (§. 58) gründet und Avegen der Einfachheit,

mit welcher sie die gesuchten Resultate liefert, eine nähere Anzeige

verdient. Es Avii-d hinreichen, wenn ich diese Methode an dem Falle

erläutere, wenn das System nur aus vier Kräften besteht.

Seien daher P, Q, R, S vier Kräfte, zwischen denen Gleich-

geAvicht herrschen soll. Stellt man diese Kräfte durch Linien dar,

bezeichnet durch x irgend eine andere Linie von bestimmter Länge,

und drückt durch P:r, Qx, ... die Pyramiden aus, Avelche P und x,

Q und .r, ... zu gegenüberliegenden Kanten haben, so ist jenem

Hauptsatze zufolge:

(1) Px + Qa: H- Ex + Sx = .

welches auch die Lage und Länge von .r sein mag.

Man nehme nun in den Richtungen von P, Q, P, S Abschnitte

P
a, 5, c, d von beliebiger Länge, so ist (§. 91, 1) Px = — • ax , ...

wo ax die durch die Geraden a und x bestimmte Pyramide vorstellt,

und es wird die vorige Gleichung, wenn man noch der Kürze willen

... P Q P S
(2) -=P, j = 9, - = r, -^ = s

Möbins Werke III. 10
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(4)

setzt

:

(3) ^j . « a: + y . i .r + r . c a:+ « • f^-'^ = .

Man lasse jetzt die noch unbestimmte Gerade x nach und nach

mit a, b, c, d identisch -sverden, so erhält man, weil die Pyramiden

aa. hh Null sind, und ah = ha ist, u. s. w. (§. 72 zu Ende):

q . ah -\- r . ac -\- s . ad =.0
,

p.ah-\-r.hc-\-s.hd = i)
,

p . ac -\- q . h c -{- s . c d =
,

p . ad -\- q . hd -{- r . c d = ,

vier Gleichungen, welche die gesuchten Bedingungen des Gleichge-

wichtes enthalten müssen.

Eliminirt man r und 6 das einemal aus den drei letzten dieser

Gleichungen tmd das anderemal aus der ersten, dritten und vierten,

so kommt:

(5) 2) . {ah . cd— ac . hd — ad . hc) = 1q .hc .hd
,

(6) 2p . ac . ad = q[ah . cd— ac .hd— ad.hc)
,

und wenn hieraus noch das Verhältniss p : q eliminirt wird

:

(7) {ah. cd— ac.hd— ad .hc)- = iac .hd . ad .hc
,

welches die Bedingungsgleichung für die gegenseitige Lage der vier

Richtungen ist. Nach dem bereits in §. 99 Gefundenen kann sie

daher nichts anderes, als die hyperboloidische Lage dieser Rich-

tungen ausdiiicken. Auch lässt sich dies unter der Voraussetzung,

dass es zwei Gerade t und t' gibt, deren jede jeder der vier Rich-

tungen zugleich begegnet (ebendas.), folgendergestalt leicht darthun.

Schneide die eine dieser Geraden t die Richtungen, in denen

die Abschnitte a, h^ c.^ d liegen, resp. in A^ B, C, D (vergl. Fig. 31),

und die andere Gerade t' resp. in

A\ B', C, D' . Man nehme ferner

die noch unbestimmt gelassenen Ab-

schnitte a, b, c, d resp. gleich AA',

BB', CC", DD'. Hiermit werden

die Pyramiden

ah = AA'BB' = — ABAB'
,

hc = —BCB'C'
,

etc. Nach §. 59, Zusatz ist aber das

Sechsfache der Pyramide ABA'B' gleich

AA . A'B' . u sin y ,

wo u den kürzesten Abstand der beiden Geraden AB und AB'.,

oder i und ^', von einander, und
(f

den "Winkel von t' mit t be-

Fig. 31.
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zeichnet. Die Pyramiden ah, bc, ... werden daher proportional den

Producten AA.A'B', BC'.B'C, ... Substituirt man diese Verhält-

nisswerthe in der Gleichung (7) und setzt noch zur Abkürzung:

AB .CD =f , AC .BD = (j , AD .BC =h
,

A'B'.C'D'=f\ ÄC'.B'D' = g', A'D' . B'C" = h'

,

so wird die Gleichung:

Weil aber A, B, C, D und ebenso A', B\ C, D' in einer

Geraden liegen, so ist, wie man leicht findet:

(«) f.=9-h^ f=9'-1'''
Hiermit reducirt sich die vorige Gleichung auf

[gh'—g'hY = ()
,

also:

{h) g:li=g':li ,

d. i.

AC ^ AD _ A'C A'D'
^^' BC' BD~ B'C BD' '

d. h. das Verhältniss zwischen den Verhältnissen, nach welchen die

Linie AB das einemal in C und das anderemal in D geschnitten

wird, ist dem eben so durch die Puncto A' , B', C, D' bestimmten

Verhältnisse gleich. Wie bekannt, ist dies aber das charakteristische

Merkmal, bei welchem ausser t und t' auch jede dritte Gerade,

welche dreien der vier Geraden AA', BB', CC, DD' besresnet,

zugleich die vierte trifft*).

Mittelst der Abschnitte ^5, BC, ... A'B', B'C, ... lassen sich

auch die Verhältnisse zwischen den in Betracht kommenden Kräften

sehr einfach darstellen. Setzt man nämlich noch

BC.BD = i , B'C .B'D'=i'

,

so geht die Gleichung (5) über in:

P{ff'-gg'-hh') = 1qii'
,

und Avenn man darin für y, y. // aus (a) und {h) ihre Wertlie setzt:

—pgh' = qii'
,

folglich

p:q = —BC. BD' :AC. A'D'
,

*) Vergl. Steiner, Systematische EntM-ickelung der Abhängigkeit geometri-

scher Gestalten von einander, art. 51.

10*
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d. i.

P Q BC A'D' BD A'C
AA' BB' A C B'l)' AD B'C

nach (r), woraus durch gehörige Vertauschung der Buchstaben sich

die Verhältnisse zwischen je zwei der übrigen Kräfte ergeben.

Zugleich folgt hieraus, dass, wenn die Puncte A, B, C, D in

der genannten Ordnung in der Geraden t auf einander folgen, und

mithin auch A', B', C, D' die Folge der Puncte in der Geraden

t' ist, und wenn P nach der Richtung AA' -wirkt, Q die E-ichtung

— BB\ d. i. B'B, hat. Auf eben die Weise zeigt sich, dass unter

denselben Voraussetzungen CC die Richtung von P und D'D die

Richtung von &' ist.

§. 103. Zusätze, a) Nicht je drei Kräfte können auf eine

einzige Kraft reducirt werden, also auch nicht mit einer einzigen

Kraft ins Gleichgewicht gebracht werden. Sind daher von den Rich-
tungen der vier Kräfte P, Q, P, S, welche im Gleichgewichte sein

sollen, irgend drei, z. B. die von P, Q, P, willkürlich gegeben, so

können nicht auch P, Q, P selbst nach Belieben genommen wer-

den, und es muss folglich zwischen P, Q, P und den Grössen,

welche die gegenseitige Lage der Richtungen dieser drei Kräfte be-

stimmen, eine Relation stattfinden. Diese Relation ergibt sich eben-

falls ganz leicht aus den vier Gleichungen (4). Denn multiplicirt

man sie der Reihe nach mit p, q, r, s und zieht hierauf von der

Summe der drei ersten die vierte ab, so kommt:

p . q . ab -{-p . r . ac -{- q . r . bc = ,

und mit Zuziehung von (2)

:

P.Q .,PB .,Q.R , .
T- • ab -j • ab A- -^ . öc = i)

,

a . b a . c b . c

Avelches die gesuchte Gleichung ist. Sie drückt aus, dass die Summe
der drei Pyramiden , welche P und Q , P und P

, Q und P zu

P
gegenüberliegenden Seiten haben, Null ist. Denn so wie — • ab die

Pyramide darstellt, deren gegenüberliegende Seiten die Linie P,

P Q
welche in a fällt, und b sind, so drückt — • -r • ab die Pyramide

' ' ab •'

aus, die zu gegenüberliegenden Seiten zwei Linien hat, welche in a

und b fallen, und deren Längen resp. P und Q sind, u. s. w.

h) Auf eine andere Weise , als vorhin geschah , lassen sich die

Verhältnisse zwischen den vier Kräften folgendergestalt darstellen.

Man multiplicire wiederum die Gleichungen (4) in ihrer Folge mit
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p, q, r, s und ziehe dann von der Summe je zweier die Summe der

beiden anderen ab; dies gibt:

2) . (j . ab = r . s . cd
,

p . r . ac = (/ . s . bd
,

p . s . ad= q .7' . bc *)

,

und wenn man je zwei dieser drei Gleichungen mit einander niul-

tiplicirt

:

p"^
. ac . ad = (f .bc .bd

,

jo^ . ab . ad = r* . bc . cd
,

p^ . ab . ac = s^ . bd . cd
,

folfflich

p:q
= + ybc . bd . cd :

— Vac . ad . cd: -\-'^ab . ad .bd : — ^ab . ac . bc
,

P Q ..

wo nur noch , -r- > • • f^^i* P' 1 - • zu setzen sind , und wo dieab
Vorzeichen so gewählt sind, wie sie stattfinden müssen, wenn a. b,

c, d die Ordnung ist, in welcher diese Linien von einer sie alle zu-

gleich schneidenden Geraden getroffen werden.

Substituirt man diese Verhältnisswerthe von p, q, ... in einer

der Gleichungen (4), so ergibt sich:

Vab.cd— Vac. bd-}-Vad. bc = ,

welches die Bedingungsgleichung für die hj-perboloidische Lage der

vier Geraden a, b, c, d ist, die, wenn sie rational gemacht M^ird,

mit der bereits erhaltenen (7), wie gehörig, zusammenfällt.

c) Durch Substitution derselben Werthe von p, q, r, s in (3)

erhält man nachstehenden geometrischen Satz:

Sind a, b, c, d viei' Gerade ton beliebigen hängen und so ge-

legen, dass jede andere Gerade, welche drei derselben schneidet, auch

die vierte trifft, so ßndet zicisclien den Pyramiden ax, bx, ex, dx,

welche eine beliebige fiwfte Gerade x zur gemeinschaftlichen Kante

und a, b, c, d zu gegenüberliegenden Kanten haben, immer eine lineare

Relation statt. Es ist nümlirh:

ybc .bd .cd . ax— \ ac . ad . cd .bx -\-\ ab .ad .bd .ex

— Vab . ac . bc . dx ^= ^) .

^ Nach dem vorhin Bemerkten sind diese drei Gleichungen identisch mit

:

PQ = HS, PE = QS, PS= QU, und stellen daher den schon in §. 72, c ge-

fundenen, von Chasles entdeckten Satz dar. Auch ist die Schlussfolge, durch

welche wir gegenwärtig zu diesem Satze gelangt sind, von der dortigen nicht

wesentlich verschieden.
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(/) Heissen K, Z, M, N die Momente irgend eines Systems in

Bezug auf vier Axen, welche resp. in die hyperboloidisch gelegenen

Linien a, h, c, d fallen, so bekommt man die Relation zwischen

diesen Momenten, wenn man in letzterer Gleichung für ax, hx, cx^

d.r resp. a . K, h . L, c . M, d . N setzt.

Siebentes Kapitel.

Von den Mittelpuncten der Kräfte.

§. 104. Bei allen bisherigen Untersuchungen über Systeme von

Kräften, die auf einen frei beweglichen festen Körper wirken, zogen

Avir bloss die Intensitäten und die Richtungen der Kräfte in Be-

tracht, Hessen aber tlie Angriffspuncte, oder die Puncte der Rich-

tungen, auf welche die Kräfte zunächst ihre Wirkung äusserten,

unberücksichtigt, indem nach §. 14, a eine Kraft ohne Aenderung
ihrer Wirkung auf jeden Punct ihrer Richtung verlegt werden

konnte. In den noch folgenden Kapiteln dieses ersten Theils der

Statik werden aber die Angriffspuncte der Kräfte stets mit in Rück-
sicht genommen werden. Wir werden uns nämlich vorstellen, dass

die Lage des frei beweglichen festen Körpers, oder, was dasselbe

ist: die Lage des frei beweglichen Systems der in unveränderlichen

Entfernungen von einander stehenden Angriffspuncte, auf irgend eine

Weise geändert Averde, während die Kräfte mit unveränderter Inten-

sität und nach Richtungen, die ihren anfänglichen parallel sind, auf

die Angriffspuncte zu Avirken fortfahren. Wir Averden sodann unter-

suchen, ob und inwiefern durch diese Aenderung der Lage des

Körpers die Wirkung der Kräfte sich ändert.

Haben die Kräfte anfänglich eine einfache Resultante, und
findet es sich, dass bei jeder beliebigen Aenderung der Lage des

Körpers die auf die anfänglichen Angriffspuncte parallel mit ihren

anfänglichen Richtungen fortwirkenden Kräfte sich immer auf eine

einfache Kraft reduciren lassen, und dass die Richtung dieser Re-
sultante fortwährend einem und demselben Puncte des Körpers,

oder allgemeiner: einem Puncte, Avelcher gegen die Angriffspuncte
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eine unveränderliche Lage hat, begegnet, so soll dieser Punct der

Mittelpunct der Kräfte heissen. Bringt man an ilim eine der

Resultante gleiche aber entgegengesetzte Kraft an, so erfolgt Gleich-

gewicht, das auch bei beliebiger Veränderung der Lage des Körpers

fortdauern wird. Ebenso wird Gleichgewicht entstehen, Avenn man
den Mittelpunct unbeweglich macht, so dass der Körper nur noch

um diesen Punct gedreht werden kann, indem eine auf einen unbe-

weglichen Punct eines Körpers gerichtete Kraft offenbar keine Be-

wegung erzeugen kann.

I. Von dem Mittelpimcte paralleler Kräfte.

§. 105. Auf zwei Puncte A und B eines Körpers (vergl. Fig. 32)

wirken zwei parallele Kräfte P und Q, welche kein Paar aus-

machen und daher eine mit ihrer Rich-

tung gleichfalls parallele Resultante

X = P-f-ö
haben. Man theile die Gerade AB in H
nach dem Verhältnisse

AH:HB= Q.P
,

Avobei H zwischen oder ausserhalb A und
B fällt, jenachdem P und Q einerlei oder

verschiedene Zeichen, d. h. einerlei oder

entgegengesetzte Richtung haben. Die

Resultante X trifft alsdann den Punct H
des Körpers (§. 26, «), welches auch der Winkel ist, den die Kräfte

P und Q mit der Geraden AB bilden, wie folglich auch die Lage
des Körpers geändert werden mag, wenn nur die Kräfte P und Q
parallel mit einander die Puncte A und B des Körpers zu treffen

fortfahren; H ist folglich der Mittelpunct der parallelen Kräfte P
und Q, und wir folgern daraus:

Ztvei parallele Kräfte, die kein Paar bilden, haben einen Mittel-

punct. Er liegt mit den Angriffspuncten der beiden Kräfte in einer

Geraden und seine Abstände von den Anigriffspuncten verhalten sich

umgekehrt icie die den letzteren zugehörigen Kräfte.

Kommt zu den zwei Kräften P, Q eine dritte ihnen parallele

Kraft JR, hinzu, deren Angriffspunct C ist (vergl. A\-ieder Fig. 32 . und
ist H, wie vorhin, der Mittelpunct der beiden ersteren, so sind alle

drei Kräfte gleichwirkend mit den zAvei auf H und C gerichteten X,
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<rleich P-\-Q. und H, folglich gleichwirkend mit der einzigen auf

/ gerichteten Kraft X-{-E = P-{-Q-\-B, wenn HC in / nach

dem Verhältnisse

HI:IC=R:P+Q
getheilt wird. Der Punct / der Ebene ABC, dessen Lage gegen

A, B, C nur von der gegenseitigen Lage dieser Puncte und von

den Verhältnissen zwischen den Intensitäten der Kräfte P, Q, M
abhängt, ist daher der Mittelpunct dieser Kräfte.

Hat man vier parallele Kräfte P, Q, M, S, welche auf die

Puncte A, B, C, D eines Körpers wirken (vergl. noch einmal Fig. 32),

so bestimme man wie vorhin den Mittelpunct / der drei Kräfte P,

Q, R, und schneide die Gerade /Z>, welche ihn mit dem Angriffs-

puncte D der vierten S verbindet, in K nach dem Verhältnisse

IK:KD = S:P+Q-{-B .

Eine durch JT parallel mit P, . . . gelegte Kraft gleich P+ Q -\- R -\- S
ist dann immer die Resultante der vier Kräfte, K selbst folglich ilir

Mittelpunct.

Auf gleiche Weise kann man auch bei einem Systeme von fünf

und mehreren Kräften zu Werke gehen und daher allgemein

schliessen

:

Bei ei?iem Systeme paralleler Kräfte, die auf bestimmte Puncte

eines festen Körpers loirken und eine einfache Resultante haben
,

gibt

es ei?ien Punct, der gegen die Angriffspuncte eine bestimmte Lage hat,

und welchen die Resulta7ite immer trifft, wie auch die Lage des Kör-

pers gegen die Kräfte geändert werden mag. — den Mittelpunct der

parallelen Kräfte.

§. 106. Zusätze und Folgerungen, a) Ebenso, wie der

Mittelpunct zweier parallelen Kräfte mit ihren Angriffspuncten in

gerader Linie liegt, so ist auch, wenn die Angriffspuncte dreier oder

mehrerer parallelen Kräfte in einer Geraden sind, der Mittelpunct

der Kräfte immer in dieser Geraden enthalten. Gleicherweise ist

von vier oder mehreren parallelen Kräften, deren Angriffspuncte in

eine Ebene fallen, der Mittelpunct in derselben Ebene befindlich.

h) Die Folge, in welcher man die Kräfte zur Bestimmung ihres

Mittelpunctes nach imd nach berücksichtigt, ist willkürlich. Denn
könnte bei einer anderen Folge ein anderer Mittelpunct gefunden

werden, so müsste bei jeder Lageänderung des Körpers die den

Kräften stets parallele und den einen Mittelpunct treffende Resul-

tante immer auch dem anderen begesnen, welches nicht möglich ist.

Statt daher bei drei parallelen Kräften P, Q, R, welche auf
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die Pimcte A, B, C wirken, zuerst die Linie AB in H nach dem

Verhältnisse

AH:HB= Q.P

zu theilen, kann man auch damit anfangen, dass man den in BC
liegenden Mittelkunct F der Kräfte Q und R durch die Proportion

BF. FC = 11. Q

bestimmt. Der Punct der Linie AF, welcher sie in dem Verhält-

nisse R-\-Q:P theilt, muss dann ebenfalls der Mittelpunct / aller

drei Kräfte sein. Die Linien AF und CH werden sich daher in /

schneiden, und wenn man noch CA in G nach dem Verhältnisse

CG: GA = P:Ii

theilt, so wird die Gerade GB gleichfalls durch I gehen.

Auf gleiche Art erhellt, dass, wenn man bei vier parallelen

Kräften jede der sechs Kanten AB, BC\ ... der Pyramide ^5 CZ>,

von welcher die Angriffspuncte der Kräfte die Ecken sind, in dem

umgekehrten Verhältnisse der auf die Enden der Kante wirkenden

Kräfte resp. in H, F, . . . theilt, jede der sechs durch eine Kante

und den in der gegenüberliegenden Kante befindlichen Theilpunct

gelegten Ebenen, wie CDH, ADF, etc. den Mittelpunct K der vier

Kräfte enthält, und dass sich daher alle sechs Ebenen in diesem

Puncte schneiden.

c) Es verhalten sich

P: Q = HB AH
also wie die Dreiecke

HBC:AHC=HBI:AHI,
folglich wie

d. i.

und ebenso

HBC—HBI.AHC—AHI
,

P:Q = IBC: ICA
,

Q:R = ICA:IAB
,

d.h.:

Der Mittelpunct dreier paralleler Kräfte liegt in der Ebene der

Angriffspuncte so, dass jedes der drei Dreiecke, welche der 3Iittelpunct

mit zwei Angriffspuncten bildet , der auf den dritten Angriffspxmct

wirkenden Kraft proportional ist.

Bei den vier parallelen Kräften P, ..., S verhalten sich

P: Q.R
wie die Dreiecke

IBC ICA: TAB .
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Avie tlie Pvrainiden

IDBCIDCA.IDAB
oder Avie die Pyramiden

IKB C : IKCA : IKAB
,

folglich Avie

IDBC—IKBC.IDCA— IKCA.IDAB— IKAB
,

d. i. AA'ie

KDB C : KD CA : KDAB
,

und ebenso

Q : B : S= KACD : KADB : KABC
,

folglich

P: Q:R:S = KBCD: — KCDA:KDAB: — KABC
Vergl. §. 63, 1), d. h.:

Bei einem Systeme von vier parallelen Kräften ist Jede Kraft
^

abgesehen vom Zeichen^ der Pyramide proportional, welche der Mittel-

punct des Systems mit den Angriffspuncten der drei übrigen Kräfte

bildet.

Uebrigens ist die Resultante der vorigen drei Kräfte dem Drei-

ecke ABC, und die Resultante dieser vier Kräfte der Pyramide

AB CD, aus den Angriffspuncten selbst gebildet, proportional.

d) Sind die Kräfte P, Q, R, S einander gleich und von einerlei,

nicht entgegengesetzter Richtung, so ist vermöge der Proportionen

in §. 105:

BH=HA, CI=2.IH, DK=d.KI,
also auch

CH =^.IH und DI= 4.KI
,

woraus Avir die Folgerungen ziehen:

Der Mittelpunct zweier einander gleicher und paralleler Kräfte

ist der Mittelpunct der ihre Angriffspuncte verbindenden Linie.

Von drei einander gleichen und parallelen Kräften liegt der Mittel-

punct in dem Dreieck ihrer Angriffspuncte so, dass er von Jeder Seite

des Dreiecks, diese Seite als Basis genommen, um den dritten Theil

der Höhe entfernt ist.

Bei vier sich gleichen und parallelen Kräften ist der Mittelpunct

von Jeder Seitenfläche der Pyramide der Angriffspuncte , wenn man
diese Fläche als Basis betrachtet, um den vierten Theil der Höhe der

Pyramide entfernt.

Unter derselben Voraussetzung, dass P ^= Q = R ^= S ist. geben

die in r) erhaltene"n Proportionen folgenden Satz:

Ebenso, icie der Mittelpunct zweier sich gleicher und paralleler
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Kräfte die Linie ztcischen ihren Angriffspuncten halhirt^ so icird durch

den Mittelpunct von drei solchen Kräften das Dreieck der Angriffs-

puncte in drei einander gleiche Dreiecke
,
und durch den Mittelpunct

von vier solchen Kräften die Pyramide der Angriffspuncte in vier

gleiche Pyramiden getheilt.

e) Die in §. 105 gegebene Methode, um den Mittelpunct eines

(Systems paralleler Kräfte zu finden, lässt sich auch so abändern,

dass man zuerst das System in zwei oder mehrere Systeme zerlegt

und von jedem dieser Systeme besonders die Resultante und den

Mittelpunct bestimmt. Die Kräfte des ganzen Systems sind alsdann,

auch bei jeder beliebigen Ortsveränderung des Körpers, gleichwirkend

mit diesen ebenfalls einander parallelen Resultanten, welche die ge-

fundenen Mittelpuncte resp. zu Angriffspuncten haben; und man
wird daher den Mittelpunct des ganzen Systems erhalten, wenn man
von den Resultanten der einzelnen Systeme und ihren Mittelpuncten,

als Angriffspuncten, den Mittelpunct sucht.

So kann z. B. von vier einander gleichen und parallelen, auf

A, B, C, D wirkenden Kräften P, Q, E, S vergl. Fig. 32 auf p. 151)

der Mittelpunct /fauch so gefunden werden, dass man zuerst die Linien

AB und CD in Hund L halbirt, worauf Ä' der Mittelpunct der Linie

HL sein wird. Denn H und L sind die den Resultanten von P, Q
und i?, S zugehörigen Mittelpuncte, mithin u. s. w. Es folgt hier-

aus noch, dass die drei Geraden, welche die Mittelpuncte je zweier

gegenüberstehender Kanten einer dreiseitigen Pyramide verbinden,

sich in einem Puncte schneiden und daselbst einander halbiren.

§. 107. Bei den im Vorhergehenden betrachteten Systemen

paralleler Kräfte ist immer vorausgesetzt worden, dass die Ki'äfte

eine Resultante haben, und folglich ihre Summe nicht gleich Null

ist. Sei jetzt die Summe der Kräfte gleich Null. Man zerlege

das System in zwei Gruppen, bei deren keiner die Summe der zu-

gehörigen Kräfte gleich Null, und Avas, wenn das System aus mehr

als zwei Kräften besteht, immer auf mehrfache Art möglich ist. Die

Summe der Kräfte der einen Gruppe sei gleich X, also die der

anderen gleich — X ; von der ersteren Gruppe sei M, von der letz-

teren N der Mittelpunct. Alsdann ist für jede Lage des Körpers

das System der Kräfte gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte

X und — X die Angriffspuncte M und X haben. Das Moment
dieses Paares ist dem Product aus X in den Abstand des einen der

beiden Puncte J/ und X von einer durch den anderen mit den

Kräften gelegten Parallele gleich, also von einer Lage des Körpers

zur anderen veränderlich. Bei einer solchen Lage, avo die Gerade,
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welche M mit N verbindet, parallel mit den Kräften wird, — und

solcher Lagen gibt es zwei, einander gerade entgegengesetzte, — ist

das Moment des Paares gleich Null, und es herrscht Gleichgewicht;

und wie man dann auch das System in zwei Gruppen zertheilt, wird

immer der Mittelpunct der einen mit dem der anderen, also auch

der AngrijfFspunct jeder einzelnen Kraft mit dem Mittelpuncte der

jedesmal übrigen, in einer mit den Kräften parallelen Geraden

liegen.

Finden sich die beiden Mittelpuncte M und N identisch, so

sind bei jeder Lage des Körpers die Kräfte im Gleichgewicht. Es

muss folglich auch bei jeder anderen Zerlegung eines solchen Systems

in zwei Gruppen der ^Vlittelpunct der einen Gruppe mit dem der

anderen zusammenfallen, so wie der AngrüFspunct jeder einzelnen

Kraft der Mittelpunct der jedesmal übrigen sein. Um ein System

dieser Art zu erhalten, darf man nur zu einem Systeme paralleler

Kräfte, welches einen Mittelpunct hat, eine neue der Resultante des

Systems gleiche, aber entgegengesetzte Kraft hinzufügen.

§. lOS. Alle die bisher auf synthetischem Wege erhaltenen

Resultate lassen sich auch sehr leicht analytisch herleiten. Seien

von den Kräften P, P' , ..., auf ein System dreier Coordinatenaxen

bezogen, die Angriffspuncte resp. [x^ y, ^), {^\ y\ ^')i etc.; [x^, 3/,, z^)

irgend ein Punct der Resultante, und a, h, c die Projectionen einer

mit den Kräften parallel laufenden Linie auf die drei Axen. Als-

dann sind, wenn man noch

2xP _ , 2yP _ ^zP _ ^

g— x, _// —
setzt

,

(^)
a ~ , ~ c

die Gleichungen der Resultante (§. 73).

Die Resultante trifft daher den Punct, dessen Coordinaten ^, /;,

t sind; und da vermöge (1) diese Coordinaten bloss von den Inten-

sitäten der Kräfte und den Coordinaten der Angriffspuncte, nicht

aber von a, b, c, abhängen, so geht bei unveränderlich bleibenden

Intensitäten und Angriffspuncten die Resultante immer durch den-

selben Punct, wie auch die gegenseitige Lage des Systems der An-

griffspuncte und der Richtungen der parallelen Kräfte sich ändern

mag: {'§, >;, C) ist folglich der Mittelpunct der Kräfte.

§. 109. Folgerungen, a) Aus den Formeln (1) fliesst noch

eine sehr einfache Methode zur Bestimmung des Mittelpuncts. Es
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wird nämlich nach ihnen der Abstand des Mittelpuncts von einer

beliebig gelegten Ebene gefunden, wenn man die Kräfte in die Ab-

stände ihrer resp. Angriffspuncte von dieser Ebene multiplicirt und

die Summe dieser Producte durch die Summe der Kräfte dividirt.

Hat man auf diese Weise die Abstände des Mittelpuncts von drei

sich in einem Puncte schneidenden Ebenen bestimmt, so ist damit

der Mittelpunct selbst gefunden.

h) Die Summe der Producte aus den Kräften in die Abstände

ihrer Angriffspuncte von irgend einer durch den Mittelpunct selbst

gelegten Ebene ist daher immer gleich !Null.

c) Sind die Kräfte insgesammt einander gleich und nach einerlei

Seite gerichtet , so ist der Abstand ihres Mittelpuncts von einer be-

liebigen Ebene gleich der Summe der Abstände ihrer Angriffspuncte

von derselben Ebene, dividirt durch die Anzahl der Kräfte, also

gleich dem arithmetischen ^Mittel letzterer Abstände.

d) Liegen die Angriffspuncte sämmtlicher Kräfte P, P\ ... in

einer Ebene und nimmt man dieselbe zur Ebene der x, y, so sind

2, z , ... gleich Null, folglich auch ^zP und 'C gleich Null, also

der Mittelpunct in derselben Ebene enthalten. Befinden sich aber

die Angriffspuncte insgesammt in einer Geraden, in der Axe der x

zum Beispiel, so werden auf gleiche Weise ry und 'C gleich Null,

und der Mittelpunct ist ebenfalls in dieser Geraden begriffen.

e) Bringt man im Mittelpuncte (^, r^, l) eines Systems paralleler

Kräfte P, P' , ... eine neue ihrer Resultante gleiche, aber entgegen-

gesetzte Kraft, gleich — ^P, an, so erhält man ein System, das bei

jeder Lage des Körpers im Gleichgewichte bleibt. Da man nun ver-

möge der Gleichungen (1),

^xP+'e{—^p) = (i
,

u. s. w. hat, so ist bei einem solchen Systeme die obige Summe der

Producte für jede beliebige Ebene gleich Null.

Vom Schwerpnucte.

§. 110. Die Lehre vom Mittelpuncte paralleler Kräfte gewinnt

dadurch noch ein besonderes Interesse, dass auf alle Theilchen der

auf der Oberfläche unserer Erde befindlichen Körper fortwährend

Kräfte wirken, deren Richtungen vertical, d. i. rechtwinklig auf

der Oberfläche der Erde sind, und die daher bei einem und dem-
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selben Körper, so wie bei mehreren Körpern, deren Dimensionen

und o-egenseitige Entfernungen gegen den Durchmesser der Erde

unbedeutend sind, als einander parallel angesehen werden können.

Der Mittelpunct aller dieser auf einen Körper wirkenden Kräfte

heisst der Schwerpunct, und ihre Resultante das Gewicht des

Körpers. Indem man sich diese Kräfte als Theile einer einzigen

sich über alle Theile der Körper verbreitenden Kraft denkt, nennt

man letztere die Schwerkraft.

Die Eimvirkung der Schwerkraft auf einen Körper, oder das

Gewicht desselben, bleibt an einem und demselben Orte für alle

Zeiten unverändert und ändert sich auch von einem Orte an oder

nahe bei der Oberfläche der Erde zum anderen nur wenig, indem es

von einem Puncte des Aequators bis zu dem einen und anderen Pole

nur um 1 : 194 zunimmt, und bei verticaler Erhebung des Körpers

im umgekehrten Verhältnisse des Quadrats seiner Entfernung vom

Mittelpuncte der Erde abnimmt. Ueberhaupt bleibt das Verhältniss

zwischen den Gewichten zweier Körper, die sich an einem und dem-

selben Orte der Erde befinden, das nämliche, wenn sie beide an

einen und denselben anderen Ort gebracht Averden. Dieses von dem

Orte, wo sich die Körper zugleich befinden, unabhängige Verhältniss

ihrer Gewichte ist einerlei mit dem, welches man das Verhältniss

ihrer Massen nennt, und man kann daher auch sagen: die auf

jeden Theil eines Körpers wirkende Schwerkraft sei der Masse des

Theils proportional.

Wenn je zwei Theile eines Körpers, die dem Inhalte nach ein-

ander gleich sind, auch gleiche Massen haben, so wird der Körper

gleichförmig dicht genannt. Von zwei gleichförmig dichten Kör-

pern heisst die Dichtigkeit des einen das w-fache der Dichtigkeit

des anderen, wenn von zwei dem Inhalte nach gleichen Theilen des

einen und anderen Körpers die Masse des einen das m-fache der

Masse des anderen ist. Bei gleichem Inhalte ist daher die Masse

der Dichtigkeit proportional, und bei ungleichem Inhalte dem Pro-

duct aus der Dichtigkeit in den Inhalt proportional, oder auch die-

sem Producte geradezu gleich, wenn man von einem gleichförmig

dichten Körper, dessen Inhalt gleich 1 und dessen Masse gleich 1

gesetzt worden, auch die Dichtigkeit gleich 1 setzt.

§. 111. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines Körpers

dienen die Formeln (1) in §. 108. Man denke sich den Körper in

mehrere andere zerlegt, deren Massen gleich m, m' , rn\ ... seien.

Auf die diesen Massen resp. zugehörigen Puncte (.r, y, z), {x, y\ z),

{x", y", z") , ... lasse man nach einerlei Richtung parallele den Massen
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proportionale Kräfte wirken, und sei {^, tj, L') der Mittelpunct dieser

Kräfte, so hat man nach jenen Formeln

:

, . ^ ?7ix -\- m'X -4- m x" + . .

.

\a] 4 = ;

m -\-m -\- m Ar ...

nnd ähnliche Gleichungen für *^ und C. Diese Gleichungen geben

für ^, x]^ L nach und nach andere Werthe, wenn man für {x, y, z),

{x, y', z'), ... andere und andere Puncte der Massen w, m', ...

wählt. Es hört aber diese Veränderlichkeit der Werthe von ^; i], 'C

auf, wenn man den Körper in unendlich viele Theile zerlegt, deren

jeder nach allen Dimensionen unendlich klein ist. Denn je kleiner

man die Dimensionen der Theile sein las st, desto geringer wird der

Unterschied zwischen den äussersten Werthen, die jede der Coordi-

naten x, y, z, x' , ... haben kann; desto kleiner werden mithin die

Aenderungen, welche die Producte mx, m'x', ... erleiden können,

gegen die Producte selbst; desto mehr nähern sich folglich §, i] , C

gewissen Grenzwerthen, die sie aber erst dann erreichen, wenn die

Theilchen unendlich klein geworden sind. Und diese Grenzwerthe

sind die Coordinaten des Schwerpunctes.

Bezeichnen daher c/m die Masse eines nach allen Dimensionen

unendlich kleinen Elementes des Körpers und x, y, z die Coordi-

naten dieses Elementes, so sind die des ScliAverpunctes

:

(A)
'

^ ^fj^
^

^fydm
^ ^ /zehn

^ fdm ' ' fdm '
" fd'^n

Es ist aber bei einem rechtwinkligen Coordinatensysteme, wenn
man sich den Körper durch Ebenen, die mit den Coordinatenebenen

parallel sind, in unendlich kleine rechtwinklige Parallelepipeda zer-

legt denkt, der Inhalt desjenigen, welches den Coordinaten .r, y, z

entspricht
,
gleich dx dy dz , und daher, wenn q die Dichtigkeit des

Körpers im Puncte [x, y, z) ausdrückt:

dm = Q dx dy dz .

Diesen Werth von dm hat man nun in (A) zu substituiren und
hierauf die angedeuteten Integrationen innerhalb der den Körper

einschliessenden Flächen, deren Gleichungen gegeben sein müssen,

auszuführen. Die Dichtigkeit q wird dabei als eine Function von

X, y, z gegeben vorausgesetzt. Ist der Körper gleichförmig dicht,

also Q constant, so geht q aus den Formeln (-4) heraus; der Schwer-

punct ist dann folglich bloss von der Gestalt des Körpers abhängig.

Aehnlicher Weise kann man auch den Schwerpunct einer blossen

Fläche, ja selbst einer Linie zu bestimmen suchen, indem man sich

jedes Element der Fläche oder der Linie, als von einer der Wirkung
der Schwerkraft unterworfenen Masse gebildet denkt, einer Masse,
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die der Grösse des Elements und der daselbst herrschenden Dich-

tigkeit proportional ist. Die allgemeinen Ausdrücke für die Coordi-

naten des Schwerpuncts einer Fläche oder Linie Avird man daher

erhalten, wenn man in den obigen Ausdrücken das einemal

und das anderemal

<im = e}/i + (^)Vg)"-<?^<?y

..=,i/i+(:lfH-(li)'....

setzt. Die Anwendung dieser allgemeinen Formeln auf bestimmte

Fälle übergehe ich, da solche Anwendungen in den bisherigen Lehr-

büchern der Statik zur Genüge angetroifen werden.

Zusatz. Sind die Massen m, m\ ..., in die man sich einen

Körper zerlegt denkt, nicht unendlich klein, sondern von endlicher

Grösse, so ergeben sich mittelst der Formeln [a) nichtsdestoweniger

die Coordinaten des Schwerpunctes des Körpers, wenn nur für (.r,

y, z), (.r', y', z'), ... die Schwerpuncte der einzelnen Massen genom-

men Averden. Denn da die auf einen Körper wirkende Schwerkraft

bei jeder Verrückung desselben gleichwirkend mit einer verticalen,

an seinem Schwerpuncte angebrachten und seiner Masse proportio-

nalen Kraft bleibt, und dasselbe auch rücksichtlich der Masse und

des Schwerpunctes jedes Theiles des Körpers gilt, so müssen verticale

Kräfte, die an den Schwerpuncten der einzelnen Theile eines Kör-

pers angebracht und den Massen der Theile proportional sind, stets

gleiche Wirkung mit einer der Masse des ganzen Körpers proportio-

nalen und auf seinen Schwerpunct vertical gerichteten Kraft haben.

Aus den Formeln (a) geht daher hervor:

Die Summe der Producte aus den Massen der einzelnen Theile

eines Körpers in die Abstände ilirer Schwerpuncte von einer beliebigen

Ebene ist gleich dem Product aus der Masse des ganzen Körpers in

den Abstand seines Schioerpuncts von derselben Ebene.

§. 112. Unter Voraussetzung gleichförmiger Dichtigkeit lässt

sich der Schwerpunct einer geraden Linie, einer von geraden Linien

begrenzten Ebene und eines von Ebenen begrenzten Körpers auch

ohne Gebrauch der Lifinitesimalrechnung oder der sonst ihre Stelle

vertretenden Exhaustionsmethode finden, wenn man nur den Satz

zu Ende des §.111 und den schon von Archimedes aufgestellten

Grundsatz zu Hülfe nimmt, dass ähnliche Figuren ähnlich liegende

Schwerpuncte haben*].

*) Archimedes, Vom Gleichgewichte ebener Flächen, 6. Forderung.
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Seien AB und A'B' zwei einander parallele Gerade und a, b,

a', b' die Abstände der Puncte A, B, A', B' von einer beliebig ge-

legten Ebene; alsdann verhält sich:

a— h:a'—b' = AB: A'B' .

Hat man daher zwei einander ähnliche und parallel liegende

Figuren, d. h. Avelche so liegen, dass, wenn A, B irgend zwei Puncte

der einen und A\ B' die ihnen entsprechenden Puncte der anderen

Figur sind, die Linien AB und A'B' parallel laufen; Averden ferner,

wie eben jetzt, so auch in der Folge die Abstände der Puncte von

einer beliebigen Ebene mit den gleichnamigen Buchstaben aus dem
kleinen Alphabete bezeichnet, und drückt m : m das constante Ver-

hältniss aus, in w^elchem jede Linie der einen Figur zu der ent-

sprechenden Linie der anderen steht, so verhält sich:

a— h : a — Z»' = m : m' .

Ist dabei A oder B der Schwerpunct der einen Figur, so ist

nach Archimedes' Grundsatz Ä oder B' der Schwerpunct der

anderen.

Um nun, dieses vorausgeschickt,

1) den Schwerpunct einer geraden Linie AB (vergl. Fig. 33) zu

finden, verlängere man dieselbe nach E^

bis BE^AB. Seien von AB, BE,
AE die Schwerpuncte P, Q, R, so ist

nach dem Satze des §. 111, da wegen

der angenommenen gleichförmigen Dich-

tigkeit die Massen der Linien ihren

Längen proportional sind.

und weil zufolge des Archimedischen

Grundsatzes P, Q, B. ähnlich liegende

Puncte in den nach einerlei Richtung ^^s. 33.

liegenden Geraden AB, BE, AE sind:

p — a : q— b : r — a= 1:1:2 ,

folglich

p— a = q — b = ^{r — a) .

Werden hiermit q und r aus der vorigen Gleichung eliminirt^

so kommt:

^ = ^ (a + 5) .

Pe?' Schwerpimct einer geraden Lmie ist also derselbe, den ihre

zwei Endpuncte , ah zicei einander gleiche Massen betrachtet , haben

(§. 109, c), und ist folglich der Mittelpunct der Linie (§. 106, d).

Möl)iii8 Werke III. H
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2 Den Schwerpunct der Fläche eines Parallelogramms AB CD zu

finden. — Man verlängere (vergl. Fig. 33) AB nach E und AD nach

/, bis BE = AB und DI= AD, construii-e das Parallelogramm

AEGI, und verlängere noch DO bis zum Durchschnitte F mit EG,
und BC bis zum Durchschnitte H mit IG. Von dem gegebenen Pa-

rallelogramme AC, den drei durch diese Construction entstandenen,

ihm gleichen und ähnlichen Paralellogrammen BF, CG, DU. und
von dem aus allen vier zusammengesetzten Parallelogramme AG
seien die ScliAverpuncte der Reihe nach P, Q, R, S, T, so hat

man, weil bei der hier immer vorausgesetzten gleichförmigen Dich-

tigkeit die Masse jeder dieser Flächen ihrem Inhalte proportional ist:

p -\- q -\-r -{- s = At
;

und "weil sämmtliche fünf Parallelogramme einander ähnliche und
parallel liegende Figuren sind, und die Puncte A, B, C, D, A
ebenso, wie P, Q, R, S, T, in ihnen auf ähnliche Weise liegen:

p— a = q— h = 0- — c = s— d= \{t— a) .

Drückt man hiermit in voriger Gleichung die Wertlie von q, r,

s, t durch p, a, h, c, d aus, so kommt:

P = \{a + b + c-{-cI) .

Der Schwerpunct eines Parallelogramms wird mithin ebenso ge-

funden, icie der Schwerpunct von vier an den vier Ecken der Figur

angebrachten einander gleichen Massen und ist daher der gemeinschaft-

liche Mittelpunct der beiden Diagonalen . also auch einerlei mit dem
Schwerpuncte zweier an den zwei Endpuncten einer Diagonale be-

findlichen gleichen Massen, d. i.

p = ^{a-\-c)={{b-hcl) .

3) Den Schwerpunct eines Parallel-

epipedums zu finden. — Indem man die

drei in einer Ecke des Körpers zusam-

menstossenden Kanten verlängert, bis die

Verlängerungen den Kanten selbst gleich

Averden, und auf ganz ähnliche Art, wie

vorhin, weiter verfährt, ergibt sich, dass

der Schwerpunct eines Parallelepipedums

der gemeinschaftliche Mittelpunct der drei

Diagonalen, also einerlei 7nit dem Schwer-

puncte aller acht Ecken ist, wenn diese als

gleichschwere Puncte betrachtet icerden.

4) Den Schwei-punct einer Dreiecksfläche ABC (vergl. Fig. 34)

zu finden. — Man halbire die Seiton BC. CA. AB resp. in D. E,

Fig. 34.
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F und zielie DE, EF. Hiermit hat man die drei einander ähn-

lichen und parallel liegenden Dreiecke AFE, EDC, ABC, deren

Lineardimensionen sich wie 1:1:2 verhalten, und in denen resp.

A, E, A ähnliche liegende Puncte sind. Nennt man daher Q, B,
S die Schwerpuncte dieser Dreiecke und P den Schwerpunct des

Parallelogramms BE, so verhält sich nach Archimedes' Grundsatz

q — «:?'— e : s— a = 1:1:2,
also

q— a = r— e = ^{s— a)
,

folglich

q + r = s-\-e
;

auch ist nach 2)

p = ^{b-\-e) .

Nach §.111 aber ist, weil sich die Figuren BE, AFE, EDC
\ind das aus ihnen zusammengesetzte Dreieck ABC ihrem Inhalte

nach wie 2:1:1:4 verhalten

:

2]) -{- q -\- 7' = As .

Eliminirt man hieraus p, q, r, so kommt:

^ind, weil E der Mittelpunct von CA, und daher

le = c -\- a

ist:

s=.\{a + h-\-c) .

Der ScJnoerpunct einer' Dreiecksßäche ist daher einerlei mit dem

Schwerpuncte der drei Ecken des Dreiecks, diese als gleichschioere

Puncte betrachtet^ also einerlei mit dem Pmicte, von zoelchem aus das

Dreieck sich in drei einander gleiche Theile theilen lässt.

5) Den Schwerpunct eines dreiseitigen Prisma ABCA"B"C" zu

ünden. — Man halbire (vergl. Fig. 34) die parallelen Seitenkanten AA",

BB", CC" in A', B', C und die Seiten der drei einander gleichen und

ähnlichen und parallel liegenden Dreiecke ABC: A'B'C: A"B"C" in

D, E, F; D', E', F'; D", E", F". Hiermit kann man das Prisma,

dessen Inhalt man gleich 8 setze, und dessen Schwerpunct /S heisse,

zerlegen: in ein Parallelepipedum BE", dessen Inhalt gleich 4 ist,

und dessen Schwerpunct P sei, und in vier dem gegebenen Prisma

ähnliche und mit ihm parallel liegende Prismen

AFEA'F'E', EDCE'D'C , A'F'E'A'F'E" , E'D'C E"D"C",

die insgesammt einerlei Inhalt gleich 1 haben, und deren Schwer-

puncte resp. Q, R, Q\ R' seien. In diesen vier Prismen sind resp.

11*
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A, E, A', E' mit dem Pimcte A des gegebenen Prisma ähnlich,

liegende Puncte. und man hat daher dem Grundsatze zufolge:

q — a = r— e = q' — a = r' — e = ^{s— a ,

mithin

q -\- r -{- q' -]- r' = 26' — a -\- e -\- a' -\- e = Is -\-1e'
,

weil die Linien AE' und EA sich in ihren Mittelpuncten schnei-

den, und daher

a -\- e =^ a -\- e

ist.

Da ferner der Schwerpunct P des Parallelepipedums BE" der

Mittelpunct der Linie BE\ folglich auch der Linie B'E' ist, so

hat man:

Sodann ist nach §. 111:

4j'J + ^ 4- ^' -f- r + r = Ss .

Hieraus folgt nach Elimination von j-j, q^ q , r, r mittelst der

vorigen Gleichungen

:

und weil

oder weil

4e' + 2^/' = 6s
,

2e' = c' + «'
,

« = i («' + ^' + C)
,

2 a = « 4- a ,

etc.,

Der Schwerpunct eines dreueitigen Prisma füllt daher zusammen

mit dem Schicerpuncte seiner sechs Ecken^

also auch mit dem Mittelpuncte der Linie,

tcelche die Schxcerpuncte der zicei parallelen

Flächen des Prisma terhindet.

6) Den Schwerpunct einer dreiseitigen

Pyramide A B CD (vergl. Fig. 35) zu fin-

den. — Man halbire die sechs Kanten

AD, BD, CD, BC, CA, AB in E, F,

G, H, I, K und lege die drei Ebenen

EEG, EIK, EGHK. Hierdurch wird

die Pyramide AB CD in zwei ihr ähnliche und mit ihr parallel

liegende Pyramiden AKTE, EFGD und in zwei dreieckige Pris-

men BKHFEG. HGCKEI zerlegt, Avelche vier Körper dem In-

halte nach sich zu einander und zu der gegebenen Pyramide wie
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1:1:3:3:8 verhalten. Sind daher P, Q, R, S, T die Schwer-

pimcte aller dieser fünf Körper, so haben wir zuerst

sodann, weil A, E, A resp. in den Pyramiden AKTE, EFGD,
AB CD ähnlich liegende Piincte sind:

a = q— e = \[t— a)
,P

folglich

t-\-e
,p-h9

und endlich nach dem Vorigen

:

Es ist aber

b -\- d = 2/ . a -{- c = 2i , u. s. w.

,

folglich

a-\-b-{'C + d= -2/+ 2?" = 2e 4- 'Ih = 1g-\- 2h
,

iind^ daher, wenn wir jede dieser vier einander gleichen Summen
gleich iif setzen:

r-i^s = l{b-\-c+ lOw) = J(2/^-}- lOw) .

Mit diesen Werthen für /> + ? i^ii^^l r + « wird nun die zuerst

stehende Gleichung:

St = t -\- e -{- h -{- DU = f -{-lu
,

folglich

t = u = {{a-i-b-Jrc-i-d) .

De)' Sc/ncerpimci einer dreiseitigen Py-

ramide ist da// er eiiierlei mit dem Schwer-.

puncte ihrer vier Ecke7i. also mit dem

Puncte, von welchem aus sie in vier (gleiche

Theile getheilt icerden kann*].

§. 113. Nachdem Avir somit den

Schwerpunct eines Dreiecks und einer

dreiseitigen Pyramide zu finden gelernt Fig. 36.

haben, ist es nun leicht, von jeder ande-

ren mit geraden Linien begrenzten Ebene und jedem anderen mit

Ebenen begrenzten Körper den Schwerpunct zu bestimmen, da si(h

*; Auf ähnliche Art, Arie hier, hat bereits Poinsot in Seinen Elemens de Sta-

iique, \eme edit.. p. ISO und p. 186 den Schwerpunct d 3 Frei; c's, des Prisma vnd
der Pyramide zu finden gelehrt.
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alle diese Figuren durch Diagonallinien und Diagonalflächen in Drei-

ecke und Pyramiden zerlegen lassen.

Werde z. B. der Schwerpunct des ebenen Vierecks ABCD
(vergl. Fig. 36 auf p. 165) gesucht. — Man theile das Viereck durch

die Diagonale AC in die zwei Dreiecke ABC, CDA und bestimme

nach dem Vorigen ihre Schwerpuncte, welche P, Q seien. Der

Schwerpunct des Vierecks ist alsdann der Mittelpunct zweier paral-

lelen auf P, Q wirkenden und den Dreiecksflächen ABC, CDA
proportionalen Kräfte. Theilt man daher die Gerade PQ va. R so,

dass

PR:RQ= CDA: ABC
,

so w^ird R der gesuchte Schwerpunct sein (§. 105).

Hiernach kann man auch, Avenn die Abstände der Ecken des

Vierecks von irgend einer Ebene gegeben sind, den Abstand des

Schwerpuncts von der Ebene finden. Es ist nämlich, wenn wir

diese Abstände, wie in §. 112, mit den Buchstaben des kleinen

Alphabets bezeichnen, welche den grossen Buchstaben entsprechen^

womit die Puncte benannt sind:

1 1) '^p = a-{-h-\-c , ^q = a + c-\-d

und
ABCD.r = ABC.p-\-CDA.q

,

oder, wenn man die vier Dreiecke EAB, EBC, ECD, EDA, in

welche das Viereck durch seine Diagonalen getheilt wird, resp. gleich

f, <7, h, i setzt und erwägt, dass sich

ABCD.ABC: CDA = DAB:EAB:EDA = i+f-.f.i

verhalten

:

{i+f)r=fp + iq
,

und wenn man hierin für j9 und q ihre Werthe aus (1) setzt:

(2) [i +/) (3 r- a- c) =fb + id .

Gleicherweise findet sich:

(3) {f-^9)ror-b-d)=ffc+fa .

Durch Verbindung dieser zwei Gleichungen kann man den Ab-
stand r auch durch drei der vier Abstände a, b, c, d allein aus-

drücken und damit noch zu anderen nicht uninteressanten Folge-

rungen gelangen. Um z. B. a zu eliminiren, schreibe man zuerst

statt der Gleichung (3), weil

f:g = i:h z=f -\- i : g -\-

h

ist:

[f+ 9 + h + i){^r ~l — d) = [g + h)c + [i+ f)a .



§. 113. Siebentes Kapitel. Von den Mittelpuncten der Kräfte. 167

Hiervon die Gleichung 2) abgezogen, kommt:

''A9 + J^)r = {9 + h + i)h + {g + h— i-f)c+{f+g-{.h)cl
,

d. h. H ist der ]Mittelpunct dreier paralleler Kräfte, welche B , C, D
zu Augriffspuucten haben und den Coefficienten von h, c, d in die-

ser Gleichung proportional sind. Nach §. 100, c verhalten sich folg-

lich die Dreiecke

BBC R CD =f+ <J-\-Jfg-^h-[-i .

Setzen wir daher noch die Dreiecke RAB, BBC. RCD, RDA,
welche der Schwerpunct des Vierecks mit den Seiten des letzteren

bildet, resp. gleich F, G. H, I, und die Vierecksfläche gleich V,

so verhalten sich

G :H=V—i:V-f
und ebenso

H:I.F=V—f.V—g:V—h
,

folghch

F:F-^G + H+I = V—h:AV—{f+g-{-h + i) .

Es ist aber

F+G-\-H-\-I=f-^g-\-h-\-i = V
;

mithin

F=\[V-J^,
und auf gleiche Art

G = \(y-i), H=\{V-f), I=-\{V-g),
oder

F=\{i+f+9) ,
G = if/+^ + /': ,

etc.,

woraus noch

F+G-f-g =
-l-
h-\-i-f-g) ,

d. i

RCA = ^ ABC— CDA)
folgt.

Der ScJivoerpunct einer VierecJcsßäche liegt demnach so, dass

immer das Dreieck, icelches er mit einer Seite des Vierecks bildet, dem
dritten Th.eil der Summe der drei Dreiecke gleich ist, welche der

Durchschnitt der Diagonalen mit derselbeti Seite und den zicei angren-

zenden Seiten macht; oder (weil 'hF -\-h ^=V ist) dass das Dreieck

des Schicerputicts mit einer Seite, dreimal genommen, und dazu das

Dreieck des Diagonalendurchschnitts mit der gegenüberliegenden Seite

addirt, die Fläche des ganzen Vierecks ausmacht. Auch ist das Drei-

eck des Schicerpuncts mit der einen Diagonale gleich dem dritten Theile

des Unterschieds zicischen den zwei Dreiecken , in icelche das Viereck

durch die Diagonale getheilt icird.
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Noch eine merkwürdige Relation besteht zwischen den vier Drei-

ecken F, G, H, I selbst, welche der Schwerpunct mit den vier

Seiten des Vierecks bildet. Man erhält diese Relation, wenn man
in der Proportion f:g = i:h für /. g . i, h ihre Werthe V— 3Ä,
r— 3/, V—ZG, r—3i^ setzt. Hiermitkommt:

V[F+H—G— I) = Z{FH—Gr] .

"Wegen

V=F-^G + H+I
reducirt sich dieses auf:

F-— FH^-H'- = G-— GI-^-P
,

eine Gleichung, welcher mau auch die Form geben kann:

{F+ G-\-H+I){F—G + H—I)
+ 3(i^+ G— H—I)[F—G— H^I) = .

Zusatz. Die in voriger Rechnung gefundene Gleichung:

RCA = I ABC— CDA)
kann sehr einfach auch folgendergestalt hergeleitet werden. — Es

verhält sich

PR.BQ = DACBCA
,

und weil

DAC='^ QA C und B CA = ?'PCA

ist (§. 112,, 4):

PR:RQ= QACPCA^MQ.PM
,

wenn PQ von der Diagonale AC in 3/ geschnitten wird. Aus letz-

terer Proportion folgt aber unmittelbar:

PR = MQ
,

mithin

RM=PM—JIQ
und

RCA = PCA— QA C=^ B CA — DAC)
,

wie zu erweisen Avar.

Zugleich sieht man aus der Gleichung PR = MQ , wie man
aus den Schwerpuncten P und Q der beiden Dreiecke ABC und
CDA den Schwerpunct R des Vierecks auf das einfachste bestim-

men kann.
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II. Von dem Mittelpimcte nicht paralleler in einer Ebene

wirkender Kräfte.

§. 114. Streng genommen, hat nur ein Sv-stcm paralleler

Kräfte einen Mittelpiinct. Indessen lüsst sich auch bei einem Sy-

steme nicht paralleler, in einer Ebene wirkender Kräfte

ein Mittelpunct angeben, wenn nur die Aenderung der Lage des

Körpers der Bedingung unterworfen wird, dass die Ebene der Kräfte

sich parallel bleibt, und daher der Körper nur um eine auf dieser

Ebene normale Axe gedreht werden kann, während die Axe selbst

entweder unbewegt gelassen, oder parallel mit sich fortgeführt wird.

Dass bei einer so bedingten Lageänderung des Körpers, und wenn
die Kräfte auf ihre anfänglichen Angriffspuncte parallel mit ihren

anfänglichen E-ichtungen zu wirken fortfahren, die Resultante der

Kräfte, wenn sie anders eine solche haben, immerfort demselben

Puncte des Körpers begegnet; dass folglich, wenn dieser Punct un-

beweglich gemacht M'ird, die Kräfte bei jeder Lage, in die der Kör-

per durch Drehung um eine durch den Punct gehende und auf jener

Ebene normale Axe gebracht werden kann, sich das Gleichgewicht

halten: dies wird aus nachstehenden Betrachtungen ohne Mühe er-

hellen.

§. 115. Seien PA und QA (vergl. Fig. 87) zwei in einer Ebene

liegende und sich in A schneidende Richtungen zweier Kräfte; P
und Q die Angriffspuncte der

Kräfte und TA die Richtung der

Resultante derselben. Ob nun die

zwei Kräfte auf die Puncte P und

Q des Körpers parallel mit ihren

jetzigen Richtungen fortwirken,

während der Körper um einen

beliegen Winkel u um eine auf

der Ebene PQA normale Axe
gedreht wird, oder ob mau den

Körper in Ruhe lässt, dagegen

aber die Richtungen PA und QA
um die Angriffspuncte P und Q
nach der, der vorigen entgegengesetzten, Seite, jede um denselben

Winkel, gleich a, in der Ebene dreht, ist hinsichtlich der gegen-

Fig. 37.
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seitigen Lage des Körpers und der Richtungen der Kräfte offenbar

einerlei. Es geschehe das Letztere, so bleibt die Grösse des Winkels

von QA mit PA unverändert, und die Spitze A desselben beschreibt

einen durch die Puncte P und Q gehenden Kreis. Da also die In-

tensitäten der beiden Kräfte und die Winkel ihrer Richtungen un-

verändert bleiben, so -werden auch die Intensität der Resultante und

die Winkel TAP, TAQ der Resultante mit den beiden Kräften

sich nicht ändern. Ist daher T der Durchschnitt der Resultante

mit dem Kreise beim Anfange der Drehvmg, so wird auch fernerhin

die Resultante den Kreis in T treffen, indem der Bogen PT das

Doppelte des constanten Winkels PA T misst. Die Resultante wird

sich daher um denselben Winkel u und nach derselben Seite, wie

jede der beiden Kräfte, um den Punct T drehen; T wird folglich

der Mittelpunct der beiden Kräfte sein.

Sind demnacli in einer Ebene zwei Kräfte und ihre Angriffspuncte

gegeben, so findet sich der Mittelpunct der Kräfte als der Durchschnitt

ihrer Residtante mit dem durch die Angriffspuncte und den Durch-

schnitt der Pichtungen der beiden Kräfte zu beschreibenden Kreise.

Sind die zwei Kräfte mit einander parallel, so liegt ihr Durch-

schnittspunct unendlich entfernt, der zu beschreibende Kreis wird

unendlich gross, und der Bogen desselben durch die beiden Angriffs-

puncte verwandelt sich in eine gerade Linie, so dass, wie wir bereits

im Obigen (§. 105) sahen, von zwei parallelen Kräften der Mittel-

punct mit den beiden Angriffspuncten in einer Geraden liegt.

Es erhellt nun leicht, wie auch von drei und mehreren Kräften

in einer Ebene der Mittelpunct gefunden werden kann. — Seien jö,

y, r drei solcher Kräfte und P, Q, R ihre Angriffspuncte. Man
suche erstlich von p und q die Resultante t und den in ihr liegen-

den Mittelpunct T. Man suche zweitens von den Kräften t und ;•,

deren Angriffspuncte T und R sind, die Resultante s und den in

ihr befindlichen Mittelpunct S, so wird S auch der Mittelpunct der

drei Kräfte p^ q, r sein. Denn werden sämmtliche Kräfte p, q, r,

t, s um die Puncte P, Q, R, T, S um gleiche Winkel nach einerlei

Seite in der Ebene gedreht, — als welches mit der Drehung des

Köi-pers nach der entgegengesetzten Seite auf eins hinauskommt, —
so sind auch nach dieser Drehung p und q noch gleichwirkend mit

t, und t und r gleichwirkend mit s, folglich auch p, q, r gleich-

wirkend mit 5; folglich ^S* der zu bestimmende Mittelpunct. — Hat
man vier Kräfte mit ihren Angriffspuncten, so wird die Resultante

und der ^Mittelpunct von dreien dieser Kräfte in Verbindung mit

der vierten Kraft und ihrem Angriffspuncte die Resultante und den

Mittelpunct aller vier Kräfte geben, u. s. w.
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Jedes System von Kräften in einer Ehene^ welches auf eine Kraft

reducirhar ist, hat demnach einen Mittelpunct;

oder, Avie wir diesen Satz auch noch ausdrücken können:

Sind von mehreren Kräften in einer Ebe?ie , welche eine einfache

Resultante hahen^ die Intensitäten, die Winkel, tcelche ihre Richtungen

mit einatider bilden, und in der Richtung einer jeden irgend ein Punct

gegeben^ so kann man daraus die Intensität der Residtante^ den Win-

kel ihrer Richtung mit Jeder der ersteren Richtungen und einen in

ihrer Richtung liegenden Punct ßnden^ — nämlich den Mittelpunct

des Systems, wenn erstere Puncte als die AngriiFspuncte der Kräfte

genommen Averden.

§. 116. Ebenso, wie ein System von parallelen Kräften, hat

auch ein System von Kräften in einer Ebene nur einen Mittelpunct.

Denn gäbe es noch einen zweiten, so müsste die Resultante des

Systems nicht nur sie beide enthalten, sondern auch, nachdem sie

das einmal um den einen, das anderemal um den anderen nach

einerlei Seite zu um einerlei Winkel von beliebiger Grösse gedreht

w^orden wäre, in beiden Fällen einerlei Wirkung haben; Avelches

nicht möglich ist. In welcher Ordnung man daher auch die Kräfte

nach und nach mit einander verbindet, um zu ihrem Mittelpuncte

zu gelangen, so muss zuletzt doch immer derselbe Punct gefunden

werden. Diese Bemerkung kann uns zur Entdeckung mehrerer geo-

metrischer Sätze führen.

Seien, um dieses nur an dem einfachsten Beispiele zu zeigen,

p, q, r drei Kräfte in einer Ebene, AD^ AB, CB (vergl. Fig. 38, a)

A " B
Fig. :5S, a

ihre Richtungen und die Puncte P, Q, R dieser Linien die An-
griffspuncte der Kräfte. Von p und q sei t die Resultante und A C
ihre Richtung; von t und r sei s die Resultante und DC ihre Rich-

tung; also s auch die Resultante von p, q, r.
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Um nun den in DC liegenden Mittelpunct von j9, q^ r zu

finden, beschreibe man erstlich durch P, Q und A einen Kreis,

welcher AC noch in T schneide, und es wird T der Mittelpunct

von p und q, oder der Angriffspunct von t sein. Man beschreibe

ferner einen Kreis durch T, R und C, so wird sein Durchschnitt

S mit Z)C der Mittelpunct von t und r, d. i. von ^;, q und ?', also

der gesuchte, sein.

Es lässt sich aber dieser Mittelpunct noch auf zwei andere Arten

bestimmen. — Da die vier Kräfte ^j
, q, r ,

— s im Gleichgewichte

sind, so ist die Resultante von q und r, welche u heisse, einerlei

mit der Resultante von — p und 5, und die gemeinschaftliche Rich-

tung beider ist DB. Bezeichnet ferner E den Durchschnitt von

AD mit CB, und F den Durchschnitt von AB mit DC, so geht

die Resultante von 2^ ^^^^ *'> welche man v nenne, durch E, und
die Resultante von — q und s durch F\ und da Avegen des gedachten

GleichgeAvichtes auch diese zwei Resultanten identisch sind, so ist

EF ihre gemeinschaftliche Richtung.

Indem man nun zuerst q und r zu ii vereinigt und hierauf u

und 2^ zu s zusammensetzt, beschreibe man einen Kreis durch Q,
jR, B^ welcher DB, als die Richtung von ?/, in U, dem Mittel-

puncte von q und r, treffe, und einen Kreis durch Z^ , P, Z>, wel-

cher D C ebenfalls in S schneiden wird.

Endlich kann man auch von den drei Kräften ^>, q, r zuerst jo

mit r zu v , und alsdann v mit q zu s verbinden. Man beschreibe

deshalb durch P, B, E einen Kreis, welcher EF, als die Richtung

von V, in V schneide, so ist V der Mittelpunct von p und r; und

es Avird ein durch V, Q und F gelegter Kreis der D C gleicherweise

in S begegnen.

Erwägen wir nun noch, dass die drei Richtungen von Kräften,

AD, AB, CB , und die in ihnen liegenden Puncte P, Q, R, sowie

die Richtungen CA, DB der durch A und B gehenden Resultanten

ganz nach Belieben genommen werden können, so liefert uns die

Zusammennähme der drei verschiedenen Arten, den Punct *$* zu

finden, folgendes Theorem:

Hat man ein ebenes Viereck ABCD und heschreilt zwei Kreise,

den einen durch A, den anderen durch C. loelche die Diagonale AC
in einem und demselben Puncte T schneiden, und 7iennt man P, Q die

Durchschnitte des ersteren Kreises mit den Seiten DA, AB, und B,
S die Durchschnitte des letzteren mit BC, CD: so schneide?! auch die

Kreise QBR imd SDP die Diagonale BD in einem und demselben

Puncte U; und wenn man die Durchschnitte von DA mit BC und

il
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zon AB mit CD. E und F nennt
.^

so gehen auch die Kreise PER
und QSF durch einen und denselben Punct V der Dictgonale EF.

Diese Figur besitzt aber noch, eine merkwürdige Eigenschaft.

Es schneiden sich nämlich sämmtliche sechs durch A, B^ C, Z),

E, F gelegten Kreise in einem und demselben Puncte Z, und sind die

Bögen ZA, ZB, . . ., ZF dieser Kreise, alle von Z aus nach derselben

Seite zu genommen, einander ähnlich.

Um dieses einzusehen, wollen wir uns sämmtliche sieben Linien

der Figur, d. i. die Richtungen der Kräfte /) , q, r , s und der Resul-

tanten t, M, V um ihre AngrifFspuncte P, Q. R, S. T, U, V nach

einerlei Seite mit einerlei Winkelgeschwindigkeit sich zu drehen

anfangen lassen. Je zwei Kräfte und ihre Resultante (wie /?, q und

t, oder q, r und u) fahren dabei fort, sich in einem Puncte [A,

oder B) zu schneiden; dieser Punct rückt in dem durch die Angriffs-

puncte der beiden Kräfte und ihrer Resultante zu legenden Kreise

{PQT, oder QRU) fort, und alle diese Durchschnittspuncte A, B, ...

beschreiben, wegen der Gleichheit der Winkelgeschwindigkeiten von

j) , q, .... in gleichen Zeiten ähnliche Bögen ihrer Kreise und keh-

ren in demselben Zeitpuncte zu ihren anfänglichen Oertern zurück,

um ihre Kreisbewegung von Neuem anzufangen.

Sei nun von den zwei Kreisen PQT und QRU (vergl. Fig. 38, b),

welche sich das einemal in Q schneiden, Z der zweite Durchschnitts-

punct, und sei der Punct A in seinem Kreise

PQT bis Z gekommen. Weil A, Q, B immer
in gerader Linie, in der Richtung der Kraft q ,

sind, so muss, wenn A in Z ist, der im Kreise

QRU fortgehende Punct B in der Geraden

QZ, also entweder in Q oder Z sein. Ist aber

B in Q, so Avird die Gerade B Q eine den

Kreis QRU in Q Berührende, und A befindet

sich daselbst, wo diese Tangente den Kreis

PQT schneidet, also nicht in Z. Ist daher A Fig. 3S. 6.

nach Z gelangt, so muss auch B gleichzeitig

in Z eingetroffen sein. Alsdann schneiden sich folglich die Rich-

tungen AP, AQ, RB . AT, ÜB der Kräfte p, q, r und ihrer

Resultanten t, u, mithin auch die Richtungen von u und s, als den

Resultanten von p, r und p, q, r, in einem Puncte Z. Nächst A
und B müssen daher auch die übrigen Durchschnittspuncte C, D,
E, F je zweier Kräfte und ihrer Resultante gleichzeitig in Z ein-

treffen. Sämmtliche sechs durch die anfänglichen Oerter von A, B

,

..., F gelegten Kreise schneiden sich folglich in einem und dem-
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selben Piincte Z, und die Bögen derselben ZA^ ZB, . ., ZF müssen

einander ähnlich sein, indem sonst A, B, ..., F nicht gleichzeitig

in Z eintreffen könnten.

^. 117. Zusätze, a) Während sich die Resultanten t und u

um ihre AngrifFspuncte T und U drehen, beschreibt ihr Durch-

schnittspunct, -welcher G heisse, einen durch T vmd U gehenden

Kreis und trifft, Avenn p, q, r, s in Z zusammenkommen, ebenfalls

in Z ein. Es liegen daher T, U, G mit Z ebenfalls in einem

Kreise, und es ist der Bogen ZG den Bögen Z-4, ... ähnlich. Wir

können hieraus den Schluss ziehen:

Werden in den drei Seiten BG, GA, AB eines DreiecJcs ABG
{oder in ihren Verlängerungen) nach Belieben drei Puncte U. T. Q
genommen, so schneiden sich die drei Kreise ATQ, BQU, GUT in

einem Puncte Z, U7id die Bögen ZA^ ZB, ZG diesei- Kreise sind

einander ähnlich.

Auf gleiche Weise erhellt, dass, wenn AC, EF in H und BD,
EF in / sich schneiden, die Puncte T, V, H sowohl, als U, V,

I mit Z in einem Kreise liegen, und dass die Bögen ZH, ZI dieser

Kreise einander und den Bögen ZA, ... ähnlich sind.

h) Da , wenn die Kräfte 7; , ^ , r , 5 , t, w , v um ihre Angriffs-

puncte P, . . . , V auf die gedachte Weise gedreht Averden, die Winkel

je zweier Kräfte mit einander sich nicht ändern, und da je drei

Kräfte, wie p, q, t, welche sich anfangs in einem Puncte A schnei-

den, auch bei der Drehung damit fortfahren, so Avird jedes der an-

fangs von den Kräften ojebildeten Dreiecke sich ähnlich bleiben und

die Anzahl dieser Dreiecke nicht geändert werden: mithin AA^rd auch

das System der Durchschnittspuncte A, B . . . ., G , H, /, also die

ganze Fiarur, bei der Drehung: sich ähnlich bleiben.

Mit dieser neuen Eigenschaft der Figur lässt sich die A'orige,

dass sämmtliche Kreise , AA^elche die Puncte A, . .
.

, / beschreiben,

sich in einem Puncte Z schneiden, auch folgendergestalt darthun.

Da nämlich erwiesenermaassen die zwei Puncte A und B gleich-

zeitig: in dem Durchschnitte Z ihrer Kreise eintreffen, und damit ihr

gegenseitiger Abstand gleich Null AAÜrd, so müssen dann auch alle

übrigen Puncte C, D, .... / in Z zusammenkommen, indem sie sonst

eine Figur bildeten, AAelche der anfänglichen nicht ähnlich AA'äre.

§. 118. Die so eben aus statischen Betrachtungen erhaltenen

geometrischen Sätze führen zu einer besonderen Art A'on Recipro-

cität zwischen Puncten und Kreisen, AA-oraus sich umgekehrt

I



K 118. Siebentes Kapitel. Von den Mittelpuncten der Kräfte. 175

jene anfangs vielleicht überraschenden Sätze auf das Natürlichste

herleiten und so weit, als man Avill, verallgemeinern lassen.

Man habe eine beliebige Anzahl gegebener Puncte A, B , C, ...

in einer Ebene. Jeder derselben werde mit noch einem anderen

gegebenen Punct Z der Ebene durch einen Kreis von solcher Grösse

verbunden, dass jeder der Bögen Z^ , ZB, ZC, ..., wenn man ihn

in seinem Kreise vom Mittelpuncte des letzteren aus betrachtet und

immer nach einer und derselben Seite zu rechnet, einen und den-

selben gegebenen Winkel gleich 2« misst, und daher alle diese

Bösren einander ähnlich sind. Die hiermit vollkommen bestimmte

Figur besitzt nun folgende Eigenschaften:

1) Die zwei durch A und B gelegten Kreise mögen sich ausser

in Z noch in P (vergl. Fig. 39) schnei-

den, so ist der Winkel

ZPA = ZPB = a
,

und P, A, B liegen folglich in ge-

rader Linie; d. h. die durch zwei

Puncte des Systems geführten Kreise

schneiden sich in einem Puncte der

jene zwei Puncte verbindenden Ge- "^~^

raden. Fig. 39.

2) Es werden daher auch, wenn
drei Puncte A, B, C des Systems oder mehrere in einer Geraden

liegen, die den Puncten zugehörigen Kreise sich in einem und dem-
selben Puncte P dieser Geraden schneiden. Jeder Geraden AB
kommt hiernach ein gewisser in ihr liegender Punct P zu, den wir

den festen Punct der Geraden nennen wollen. Er wird gefunden

als der Durchschnitt der Geraden A B mit einer zweiten ZP, welche,

durch Z gelegt, mit der ersteren den constanten Winkel a nach

einerlei Seite zu macht.

3) Seien AP, AQ, AB, ... mehrere sich in demselben Puncte

A schneidende Geraden und P, Q, B, ... ihre festen Puncte. Der
dem Puncte A zugehörige Kreis muss nun, da A in einer Geraden

liegt, deren fester Punct P ist, durch P gehen, und aus ähnlichem

Grunde wird er auch die Puncte Q, B, ... treffen. Schneiden sich

daher zwei oder mehrere Gerade in einem Puncte A, so liegt dieser

Punct mit den festen Puncten der Geraden und dem Puncte Z in

dem dem Puncte A zugehörigen Kreise ; oder mit anderen Worten

:

der einem Puncte zugehörige Kreis schneidet alle durch den Punct

gehenden Geraden in ihren festen Puncten.

4) Man lasse jetzt sämmtliche Puncte ^, B, O, ... des Systems
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in ihren Kreisen nach einerlei Seite sich gleichmässig fortbewegen,

so dass jeder in derselben Zeit denselben Theil seines Kreises zu-

rücklegt, lind alle gleichzeitig in ihren anfänglichen Stellen wieder

eintreifen. Weil ZA, ZB, ... ähnliche Bögen sind, so werden sie

auch bei der Bewegung einander ähnlich bleiben, also gleichzeitig

gleich Null werden, d. h. sämmtliche Puncte A, B, C, ... werden

zu gleicher Zeit nach Z kommen.

Aus der Aehnlichkeit der Bögen ZA und ZB wurde in 1) der

Durchgang der Geraden AB durch den Durchschnitt P der Kreise

durch A und B geschlossen. Es wird daher auch bei der Bewegung

die AB den Punct P zu treffen fortfahren, d. h. die AB., und eben

so jede andere zwei Puncte des Systems verbindende Gerade, wird

sich um ihren festen Punct drehen.

Hieraus folgt Aveiter, dass das Dreieck ZAB sich fortwährend

ähnlich bleibt. Denn der Nebenwinkel von ZAB wird von dem
Bogen \PZ des Kreises durch A, und der Winkel ZBA von dem
Bogen \PZ des Kreises durch B gemessen. Auf gleiche Art bleibt

auch jedes der Dreiecke ZBC, ZAC, etc. sich ähnlich. Mithin

wird auch das ganze System des ruhenden Punctes Z und der sich

bewegenden A, B, C, ... nur der Grösse, nicht der Form nach,

sich ändern. Dieses System schwindet beim Eintreffen der A, B,

... in Z in einen Punct zusammen und wird am grössten , wenn
jeder der Puncte A, B, ... sich in seinem Kreise von Z um den

Durchmesser des Kreises entfernt hat. Da alsdann die Mittelpuncte

der Linien ZA, ZB, ... mit den Mittelpuncten der Kreise zusam-

menfallen, so folgt, dass auch das System der Mittelpuncte der Kreise

eine dem System der Puncte A, B, ... ähnliche Figur bildet, und
dass in beiden Z ein ähnlich liegfender Punct ist.

§. 119. Bei der jetzt betrachteten Figur wurden die Puncte

A, B , C, . . . , so wie der Punct Z und

der Winkel 2a, beliebig angenommen und

damit die Kreise durch A, B, C, ... con-

struirt. Statt des Punctes Z und des Win-
kels '2 a können wir aber auch zwei von

den Kreisen als zum Theil beliebig ge-

geben setzen und daraus die übrigen zu

bestimmen suchen.

Sei demnach in einer Ebene ein System

von Puncten A, B, O, D, E, ... (vergl.

Fig. 40) gegeben und werde

1] durch A willkürlich ein Kreis beschrieben, den man als den
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dem Pimcte A zugehörigen betrachte. Er schneide die Geraden

AB, AC, AD, AE, ... in Puncten, die ich rmt A . B , A.C,
A . D , A . E bezeichnen will , und welche die festen Puncte dieser

Linien sein werden. — Der durch B zu beschreibende Kreis muss

ausserdem noch durch den Punct A . B und den im Kreise durch

A liegenden Punct Z gehen. Man beschreibe daher

2) durch B und A . B willkürlich einen zweiten Kreis und
nenne Z den Durchschnitt desselben mit dem Kreise durch A. Die

Durchschnitte B.C, B.D, B.E, ... des Kreises durch B mit den

Linien BC, BD, BE, ... sind die festen Puncte dieser Linien.

3) Der Kreis für den Punct C muss ausser C noch die schon

erhaltenen Puncte A . C\ B.C, Z treffen und ist hierdurch mehr
als vollkommen bestimmt. Dies gibt, Avie man leicht wahrnimmt,

den schon in §. 117, « gefundenen Satz. — Treffe der Kreis durch

C die Geraden CD, CE, ... in C.D, C.E, ..., als den festen

Puncten dieser Linien, so liegen nunmehr

4) die fünf Puncte D, A.D, B.D, C.D, Z in einem Kreise,

in dem, Avelcher dem Puncte D zugehört, und wir haben damit den

in §. 116 vom Vierecke bemerkten Satz wiedergefunden. — Der
Kreis durch D treffe die Linien DE, ... in D.E, ..., so müssen

5) die sechs Puncte E, A.E, B.E, C.E, D.E, Z in einem

Kreise liegen. Dies ist der Kreis für den Punct E, von dem man
auf ähnliche Art zu den Kreisen der noch übriojen Puncte fortsreht.

— Das damit gewonnene allgemeine Resultat kann etAva folgender-

gestalt ausgedrückt werden:

Hat man ein System von Puncten in einer Ebene, und verbindet

sie paarweise durch gerade Linien, so kann man in jeder dieser Linien

noch einen Punct angeben, dergestalt, dass alle die letzteren Puncte,

welche in Linien liegen , die von einem und demselben Puncte des Sy-
stems ausgehen, mit diesem Puncte selbst immer in einem Kreise ent-

halten sind. Drei der Puncte , ivelche in Linien liegen , die nicht alle

drei von demselben Puncte des Systems ausgehen, können willkürlich

genommen werden. Alle die gedachten Kreise schneiden sich übrigens

noch in einem Puncte, und die Bögen derselben von diesem Puncte bis

zu den Puncten des Systems sind insgesammt einander ähtilich.

§. 120. Bei der Construction, wodurch in §. 115 der Mittel-

punct eines Systems von Kräften in einer Ebene gefunden wurde,

gibt es einige noch nicht erAvähnte Beziehungen, aveiche uns, den
Mittelpunct noch auf eine andere Weise zu finden, in Stand setzen.

Seien, wie in §. 115, PA, QA, TA (vergl. Fig. 37 auf p. 1G9) die

Richtungen zAveier Kräfte y^, q und ihrer Resultante t: P, Q die

Möbius Werke Hl. J2
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Angriffspuncte der ersteren und T der in der Resultante enthaltene

Mittelpunct. Weil T mit P, Q, A in einem Kreise liegt, so ist der

Winkel PAT=PQT, QAT = QPT und PAQ gleich dem
Nebenwinkel von PTQ. Construirt man daher ein Dreieck P'Q'T',

dessen Seiten T'Q', P'T', P'Q' den Richtungen von p, q, t parallel

sind, so wird dieses dem Dreiecke PQT ähnlich sein, jedoch, wie

die Figur zeigt, die umgekehrte Lage von PQT haben, so dass man
das eine Dreieck nicht durch blosses Drehen in seiner Ebene, son-

dern erst nach einer halben Wendung um eine in der Ebene liegende

Axe in eine solche Lage bringen kann, dass seine Seiten mit denen

des anderen parallel werden.

Sind folglich im Gegentheile die Angriffspuncte P und Q zweier

Kräfte und das Dreieck P'Q'T' gegeben, dessen Seiten T'Q', P'T'

und P'Q' den Richtungen der beiden Kräfte und ihrer Resultante

parallel sein sollen, so construire man, um den Mittelpunct zu finden,

über PQ ein dem P' Q'T' ähnliches, aber umgekehrt liegendes Drei-

eck PQT, und es v\drd T der gesuchte Mittelpunct sein.

Hierbei verdient noch bemerkt zu werden, dass nach §. 28, b

die Seiten des Dreiecks P'Q'T', und folglich auch des Dreiecks

PQT, den Intensitäten von ;j, q, t proportional sind. Lassen wir

daher noch auf T eine der Resultante t gleiche aber entgegengesetzte

Kraft, also nach der Richtung A T, mrken, als wodurch ein bei der

Drehung sich nicht aufhebendes Gleichgewicht entsteht, so haben

wir folgenden durch seine Beziehungen zwischen den Stücken eines

Dreiecks und den bestimmenden Stücken dreier Kräfte nicht un-

interessanten Satz:

Sind die Picken P, Q, T eines Dreiecks die Angriffspuncte dreier

Kräfte p, q, t, sind die TVitikel des Dreiecks den Supplementen der

von den Richtungen der Kräfte mit einander gebildeten Winkel gleich,

P z= 180°— q^t, etc., imd sind die Seiten des Dreiecks den Intensi-

täten der Kräfte proportional, QT proportional mit p, etc., so herrscht

Gleichgewicht.

, Dass dieses Gleichgewicht durch Drehung nicht gestört wird,

geht schon aus dem Satze selbst hervor, indem eine der drei Rich-

tungen nach Willkür genommen werden kann, und unabhängig von

dieser Annahme die gegenseitigen Winkel der Richtungen bestimmt

werden.

§. 121. Wir wollen jetzt nach dieser zweiten Methode den

Älittelpunct von drei Kräften p, q, r zu bestimmen suchen. Seien die

Geraden ad, ba, ch (vergl. Fig. 38, a auf p. 171) parallel mit den Rieh-
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tungeu derselben ; die Gerade b d parallel mit der Resultante t von p
und q\ ca parallel mit der Resultante u von q und r. Alsdann ist,

wie sich auch ohne das Parallelogramm der Kräfte erweisen lässt, cd
parallel mit der Resultante von p^ q, r, welche s heisse*). Seien

endlich P, Q, R die gegebenen Angriffspuncte von p^ q, r.

Man construire nun über PQ ein dem Dreiecke hda^ d. i. dem
Dreiecke der Richtungen von p, q, t ähnliches Dreieck PQT, in-

dem man die Spitze T auf derjenigen Seite von PQ nimmt, wodurch

PQT die umgekehrte Lage des Dreiecks pqf erhält. Ebenso mache
man über PT das Dreieck PTS dem Dreiecke rts in umerekehrter

Lage ähnlich, und man hat damit S, als den Mittelpunct von p, q,

r gefunden.

Oder man verzeichne über QP das dem Dreiecke qru ähnliche

und umgekehrt liegende Dreieck QPU und über PU das dem Drei-

ecke jö?/!S ähnliche und umgekehrt liegende Dreieck PUS.
Da sich auf beide Arten derselbe Punct S ergeben muss, so hat

man folgenden Satz:

Sind p, §-, r, s die aufeinander folgenden Seiten eines ebenen

Vierecks^ t die durch den Durchschnitt von p mit s und den von q mit

r gehende Diagonale^ u die andere Diagonale ^ so kann man zu drei

beliebig genommenen Puncten P, Q, R drei andere S. T, U in der-

selben Ebene hinzufügen^ dergestalt, dass die vier Dreiecke PQT,
QRU, RST, SP U den D7'eiecken pqt, qru, rst, spu der ersteren

Figur ahnlich sind.

Sämmtliche Dreiecke PQT, etc. können hierbei übrigens die

*) Denn construirt man ein Viereck AB CD, dessen drei Seiten DA, AB,
BC und zwei Diagonalen AC, BD resp. den Seiten da, ha, hc und Diagonalen

hd, ac des Vierecks abcd parallel sind, und lässt man^D, AB, CB die Rich-

tungen der Kräfte p, q, r vorstellen, so sind AC, DB die Eichtungen der Re-

sultanten t, u. Die Resultante s von p, q, r, d. i. von t, r oder von p, u, muss
daher sowohl durch C, als durch D gehen, folglich in CD fallen. Heisst nun

noch g der Durchschnitt von ac mit bd, und G der Durchschnitt von BD mit

AC, so sind wegen des Parallelismus von DA mit da, u. s. w. die Dreiecke gda
und GAD, gab und GBA, ghc und GCB paarweise einander ähnlich, und
es verhält sich daher

gd : ga = GA : GD
,

ga -.gb = GB . GA
,

gb -.gc = GC : GB ,

folglich

gd:gc= GC : GD .

Mithin sind auch die Dreiecke gcd und GDC einander ähnlich, und cd ist mit

DC, d. i. mit der Richtung von s, parallel. — Uebrigens ist der jetzt geometrisch

erwiesene Parallelismus von cd mit DC, unter denselben Voraussetzungen, wie hier,

bereits in §. 29 durch Statik dargethan worden.

12*
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umgekehrte Lage der Dreiecke pqt, etc. haben, wie vorhin, oder

auch die directe, indem man nur die Ebene der einen Figur von

der entgegengesetzten Seite zu betrachten braucht, um die eine Lage

sosfleich in die andere zu verwandeln.

Auf dieselbe Weise kann man nun auch bei einem Systeme von

noch mehreren Kräften verfahren, und damit folgenden allgemeinen

Satz gewinnen:

Hat man ein System von m Puncten i?i einer Ebene und verbindet Je

zwei derselben durch eine Gerade^ so kann man jeder dieser \m[m— 1)

Geraden einen Punct entsprechen lassen^ dergestaU., dass Jedem der

^m{m— ]){m — 2) Dreiecke^ loelches drei der m ersteren Puncte zu Ecken

hat^ das Dreieck ähnlich ist. dessen Ecken die den Seiten des ersteren

Dreiecks entsprechenden Puncte sind. Dabei können von den \m[m — 1)

Puncten irgend m— 1 , von deren entsprechenden Linie keine drei odei'

mehrere ein geschlossenes Vieleck bilden, nach Willkür bestimmt werden.

Die übrigen \m[m— 1) — [m— 1) = -|(^^^— \)[m— 21 Puncte

werden durch Construction eben so vieler Dreiecke gefunden, die

den entsprechenden Dreiecken in dem Systeme der m Puncte ähn-

lich sind. Zufolge des Satzes müssen dann auch die übrigen

\m[m — 1) (w — 2) — \[m — 1) [m — 2) = -^ [m— 1) (m— 2) [m— 3)

Dreiecke der einen Figur den entsprechenden Dreiecken in der

anderen ähnlich sein.

§. 122. Nachdem Avir in dem Bisherigen von Kräften, die nach

beliebigen Richtungen in einer Ebene wirken, den Mittelpunct durch

Construction zu finden gelernt haben, wollen wir diesen Punct

noch durch Rechnung zu bestimmen suchen, wobei sich uns zu-

gleich einige andere für die Folge wichtige Bemerkungen darbieten

werden.

Seien, in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem,

(X, y), (X', Y'), etc. mehrere Kräfte in einer Ebene, die sich das

GleichgeAvicht halten; (.r, ?/), {x\ y'), etc. die Angriffspuncte der

Kräfte. Alsdann ist wegen des Gleichgewichtes (§. 3S):

(1) :sx = o, (2) :^y=o, (3) :i{xY—yX) = ().

Indem nun die Kräfte mit parallel bleibenden Richtungen und
unveränderten Intensitäten auf dieselben Puncte des Körpers zu

wirken fortfahren, Averde der Körper verrückt, jedoch so, dass die

Ebene der Kräfte nicht aus ihrer Lage komme. Durch diese Yer-

rückung seien in Bezug auf das vorige Coordinatensystem, welches

an der Bewegung nicht Theil genommen habe, die Coordinaten der

Angriffspuncte resp. in .^^ , y^] x\, y\\ etc. übergegangen. Soll da-
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her auch jetzt noch Gleichgewicht herrschen, so miiss zu d^n vorigen

drei Gleichungen noch die vierte

hinzukommen.

Es ist aber, wenn der Punct des Körpers, welcher anfänglich

mit dem Anfangspuncte der Coordinaten zusammenfiel, nachher die

Coordinaten a, h erhält, und wenn die Linie des Körpers, welche

anfangs mit der Axe der x coincidirte, nach der Verrückung einen

Winkel u mit derselben macht:

x^ = a -\- X cos a— y sin a
,

y^^h-\-x sin u -\- y cos a
,

u. s. w. Mit diesen Werthen von x^
, y^, ... wird

^(rcj Y—y, X) = a.:^ Y— 5 . 3 X + cos a . 3(:?: Y—yX)
— sin a . .^ {x X -\- yY)

,

oder mit Anwendung der Abkürzungen A, B , N '§. 37), und wenn
wir

^{xX-\-yY) = h

setzen

:

^{xJ^Y— yx^) = aB— hA-{-N cos a — h sin « := — h sin a
,

wegen (1), (2) und (3): und es ist demnach

(4) A =
die Bedingungsgleichung für die Fortdauer des Gleichgewichtes.

§. 123. Zusätze, a) Durch a, h und u wird die Verrückung
des Körpers, wie sie jetzt angenommen worden, vollkommen be-

stimmt. Sie kann hiernach als zusammengesetzt betrachtet werden
aus einer mit der Ebene der .r, y parallelen Fortbewegung,
welche durch «, Z» gegeben ist, und aus einer durch a gegebenen

Drehung um eine auf dieser Ebene normale Axe.

h So wie '2.(xY— yX) das anfängliche Moment des Systems in

Bezug auf den Anfangspnnct der Coordinaten ist, so ist 1[x^Y— y^X)
das Moment in Bezug auf denselben Punct nach der Ver-
rückung. Beim anfänglichen Gleichgewicht ist ersteres Moment
gleich Null, und unter derselben Voraussetzung das letztere gleich

— li sin a, also nur abhängig von dem Winkel, um welchen der

Körper gedreht worden, und unabhängig von der durch a, h be-

stimmten parallelen Fortbewegung. Es ist daher auch unabhängig

von der Axe der Drehung, wenn diese nur auf der Ebene der .r, y
senkrecht steht.

c) Weil sowohl anfangs, als bei der nachherigen Drehung, A
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und B Null sind, so wird das System, Avelches anfangs im Gleich-

gewichte ist, bei der Drehung mit einem Paare gleichwirkend (§. 39).

Das Moment des Systems, — Asin«, ist daher eben so, wie das

Moment eines Paares, für alle Puncte der Ebene von gleicher Grösse

(§•31)-

d) Das Moment nach der Drehung ist dem Sinus des Drehungs-

A\dnkels a proportional und erreicht daher nach einer Drehung um
90" oder 270° seinen grössten Werth , welcher gleich + h ist. Da-

gegen ist es gleich Null und das Gleichgewicht besteht noch, wenn

a gleich einem Vielfachen von 180°, und daher der Körper seiner

anfänglichen Lage parallel ist, oder halb um sich herum gedreht

worden ist (vergl. §. 5, b).

Dass — h der Werth des Moments nach einer Drehung um 90°

ist, folgt übrigens auch unmittelbar daraus, dass durch eine solche

Drehung des Systems um den Anfangspunct der Coordinaten, x in

— y und y in X, folglich xY— ^X in — [xX-\-yY) übergeht.

§. 124. Ist in der Ebene, worin die Kräfte (X, Y), (X', Y'),

. . . wirken, noch ein zweites System von Kräften befindlich, die sich

bei der anfänglichen Lage des Körpers ebenfalls das Gleichgewicht

halten, und ist nach einer Drehung um 90° das Moment dieses

zweiten Systems eben so gross, als das des ersten, gleich — h, so ist

es nach einer Drehung um a gleich — h sin a ,
folglich stets mit

dem ersten gleichwirkend.

Bestehe das zweite System nur aus zwei Kräften Pj und

P,, = — P, , deren AngrifFspuncte A^ und A,^ seien. Das Coordi-

natensystem, dessen Lage willkürlich ist, wollen wir so annehmen,

dass beim anfänglichen GleichgeAvichte der Punct A^ in den An-

fangspunct der Coordinaten und die Gerade A^ A^^ in die Axe der x

fällt. Alsdann ist für den Punct A„

X = A^A^
, 2/ = ,

und für die Kraft P^

X = P,
,

Y=0
folglich

h = xX = A,A. .P.
2 '

wo die Richtung von P^ und die anfängliche von A^ A^ einerlei oder

einander entgegengesetzt sein müssen, jenachdem h positiv oder

negativ ist.

Hat man daher für ein System von Kräften in einer Ebene, die

im Gleichgewichte sind, das Moment h berechnet, und bringt man
an zwei willkürlich in der Ebene genommenen Puncten A^ und A^
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zwei einander direct entgegengesetzte Kräfte P^ und P., an, deren

iede gleich —-—— ist, und von welchen P, auf A^ nach der Rich-
•' ^ A^ A^

tung A^A, oder .^2^1 wirkt, jenachdem Ä das positive oder negative

Zeichen hat, so dass mithin beide Kräfte bei einem positiven k ihre

Angriffspuncte von einander zu entfernen, bei einem negativen ein-

ander zu nähprn streben: so Averden bei der Drehung das Paar, in

welches diese zwei Kräfte übergehen, und das erstere System selbst

immer gleiche Wirkung haben. Mit anderen "Worten:

£m System von Kräften in einer Ebene, xcelche sich das Gleich-

geioicht halten, loird hei Drehung der Ebene in sich selbst gleichicir-

Jcetid mit einem Paare, dessen Kräfte ebenso, tcie die des Systems, mit

parallel bleibeiiden Richtungen und unveränderter Stärke forticährend

auf dieselben ztvei Puncte der Ebetie icirkend sich annehmen lassen.

Die zwei Punete selbst, oder auch der eine Punct und die auf ihn ge-

richtete Kraft, können dabei ivillkUrlich bestimmt werden.

Ist das System anfänglich nicht im GleichgeAvichte, sondern auf

ein Paar reducirbar, werden also von den Gleichungen 1), 2), 3) nur

die beiden ersten erfüllt, so wird

- (;r, Y— y^X)^=N cos a— h sin a ,

folglich, wenn wir

setzen

:

N
tang « = j ,

d. h. das Moment des Systems verschwindet nach einer Drehung,

deren Winkel u durch letztere Gleichung bestimmt ist und somit

zwei um 180° verschiedene Werte hat.

Ist demnach ein System von Kräften in einer Kbene mit einem

Paare gleichtdrkend , so gibt es hei Drehung der Ebene in sich selbst

zwei einander entgegeyigesetzte Lagen, iti dene7i Gleichgeioicht statt-

ßndet. Ein System dieser Art muss daher ebenso, tcie das vorige, bei

der Drehung 7nit einem Paare gleichicirkend sein, dessen Kräfte auf
zwei willkürlich zu nehmende Puncte der Ebene nach parallel bleiben-

den Richtungen wirken.

§. 125. Wenn endlich das in einer Ebene enthaltene System

durch eine einzelne Kraft (X,, Y^) ins Gleichgewicht gebracht wer-

den kann, so lässt sich der Angriffspunct [z^, y,) dieser Kraft in

ihrer Richtung immer so bestimmen, dass auch bei der Drehuno^ das^ö

Gleichgewicht fortdauert. Man hat nämlich, wenn zu den Kräften
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des Systems noch die Kraft (X^, YJ hinzugefügt Mird, zufolge der

vier Gleichungen (1), (2), (3), (4) (§. 122), welche das bei der Drehung

fortdauernde Gleichgewicht bedingen:

X, + ^ = , X, Y,—y, X, + iV= ,

Y,^B = (), .r,X, + y,i; +/^ =0 .

Hieraus fliesst nach Elimination von X, und Y^

:

5.r, — Ay, = K , Ax^ + Btj^ = h
,

und hieraus weiter:

_ Ah + BN _ Bh — AN
^' ~~

A"" -h B' ' ^' ~~ A' + B^

Ein auf ei?ie einzelne Kraft (— X^ , — l'J reducirhares System

bleibt daher auch bei der Drehung mit dieser Kraft gleichwirkend,

und die Richtung derselben trifft fortwährend den durch die eben ge-

fundenen Coordinaten x^
, y^ bestimmten Punct der Ebene ,

— den

Mittelpunct des Systems.

Für den besonderen Fall, Avenn die Kräfte einander parallele

Richtungen haben, und (p den Winkel bezeichnet, unter dem diese

Richtungen gegen die Axe der x geneigt sind, P, P', . . . aber die

Intensitäten der Kräfte ausdrücken, hat man:

A = cos ff . ^ P , N= sin
(f

. ^xP— cos (p . 2yP
,

B = sin fp . 2P , h = cos rp . ^ xP-\- sin fp . 2yP .

Substituirt man diese Werthe in den obigen Ausdrücken für x^

und y^ , so ergeben sich nach leichter Reduction

:

_ ^xP _ 2yP
^1

JSP ' ^' 2P '

die schon in §. lOS gefundenen Werthe für die Coordinaten des

Mittelpuncts paralleler Kräfte.
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Achtes Kapitel.

Von den Axen des Gleichgewichtes.

§. 126. Die Untersuchungen. Avelche wir im siebenten Kapitel

über Systeme von parallelen Kräften, soA\-ie von Kräften, die in einer

Ebene wirken, angestellt haben, wollen wir jetzt auf Systeme von

Kräften im Räume überhaupt ausdehnen und uns deshalb zunächst

folgende Frage vorlegen:

Auf einen frei heiceglichen festen Körper wirken Kräfte nach be-

liebigen Richtungen und halten einander das Gleichgeivicht. Unter

welchen Bedingungen icird dieses Gleichgewicht bei Aenderung der

Lage des Körpers fortdauern . wenn die Kräfte auf die anfänglichen

Angriffspunde parallel mit ihren anfänglichen Richtungen zu toirken

fortfahren ?

Die in den nächsten §§. zu gebende Beantwortung dieser Frage

wii-d die Grundlage aller übrigen hierher gehörigen Untersuchungen

bilden.

§. 127. In Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem,

dessen Axen eine unveränderliche Lage im Räume haben, seien

(X, y, Z), (X', Y' , Z'), ... die auf den Körper wirkenden Kräfte und
{x, y, z), {x\ y\ z'), ... die Angriifspuncte derselben vor der Ver-

rückung des Körpers. Alsdann ist. weil sich die Kräfte das Gleich-

gewicht halten sollen (§. 66)

:

(1) j 2T=0, (2)
I

2{zX—xZ) = ,

\ 2Z=0, l 2{xY—yX)=0.

Man denke sich noch ein zweites System dreier sich rechtwink-

lig schneidender Coordinatenaxen , welches mit dem beweglichen

Körper fest verbunden ist , und für welches daher die Coordinaten

der AngrifFspuncte bei der Bewegung des Körpers ungeändert blei-

ben. Dieses zweite System falle anfangs mit dem ersten Systeme

zusammen, so dass die Coordinaten der AngrifFspuncte in beiden

Systemen anfangs sich gleich sind. Die nachherige Verrückung des

Körpers wird nun vollkommen bestimmt sein, wenn wir die dadurch
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erfolgte Aenderung der Lage des zweiten Systems gegen das erste

angeben.

Sei daher nach der Verrückung [a, b, c) der Anfangspunct des

zweiten Systems in Bezug auf das erste; seien ferner die Cosinus der

Winkel, welche mit den Axen der x, y, z im ersten Systeme

die Axe der x im zweiten macht, = cc
, ß , y ,

- y - - - = c(', ß', /,

- z - - - = a
, ß , y .

Alsdann ist, wenn wir noch die für das erste System veränder-

ten Coordinaten der Angriffspuncte mit x^ , ^/^ , 0, ; x\
, y\ , z\ ; etc.

bezeichnen

:

x^ == a-\- ax + a'y + az
,

y, =h+ßx +ß'y -\-ß"z
,

2, = c + yx + y'y + y"z
,

x\ = a-i-ax' -^ a'y' + a"z'

,

U. S. W., U. S. AV.

Da nun auch nach der Verrückung zwischen den sich parallel

gebliebenen Kräften Gleichgewicht noch herrschen soll, so müssen

nächst den obigen sechs Gleichungen (1) und (2) noch folgende drei

[
^{y,Z-z,Y)=0

,

(3) l2{z,X-x,Z) = 0,
I :2{x,Y-y,X)=0

,

erfüllt werden.

Es wird aber, Avenn man für x^, y^, z^ ihre durch x, y, z aus-

gedrückten Werthe substituirt:

y,Z— z^Y= bZ-{-ßxZ-\-ß'yZ-\-ß"zZ
— cY—yxY— y'yY— y"zY .

Setzt man daher noch der Kürze willen und mit Rücksicht

auf (2):

i:^yZ=:^zY = F , ^xX = l
,

(4) l :SzX=:^xZ= G , 2yY=m,
{^xY=:SyX=H, ^zZ =71

,

und erwägt, dass nach (1) ^X = 0, etc., so verwandelt sich die

erste der Gleichungen (3) in:

I iß' — y")F+ ßG — yH— y'm + ß"n = ;

und ebenso folgen

(/'— a) G -f y'H— a'F — an + yl = ,

[a — ß')H+ a"F— ß"G—ßl -f- a'm=
aus den beiden anderen Gleichungen (3).

(5)
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An die Stelle dieser mit 3) identischen Gleichungen (5) lassen

sich aber drei aus ihnen fliessende ungleich einfachere setzen. Zu
dem Ende erinnere man sich zuerst der bekannten Relationen:

a"a + ß"ß + y"y = , {B) lya-h y'a' + y'a" = ,

\ aa' + ßß' Jryy' =0
,

'

«/?+ cc'ß' + «T= ,

(C)
I

ß^ 4- ß" + /^"'- = J ,
«'"- + ß" + 7'-^ = 1 ,

und der aus ihnen sich ergebenden

ß'y"-ß"y' = a
,

y'a"-y"a' = ß ,
a'ß"-a"ß'=y

,

(^) { ß"y - /^7" = «'
, /"« - 7«" = /^'

,
«"/^ - ccß" = 7'

,

ßy' _ ^'^ = «"
,

ya' - y'a = ß"
, aß' - a'ß = y" *)

*) Um letztere weniger oft vorkommende Relationen [D] aus den vorhergehen-

den abzuleiten, denke man sieh in den Relationen D; auf der rechten Seite des

Gleichheitszeichens statt (c, ^i, y, «', ... einstweilen a, b, c, a', ..., als ab-

kürzende Bezeichnungen von ß'y" — ß"y' , etc. geschrieben. Der dann noch zu

führende Beweis, dass a =: « , 6 = ,i, ..., c" = /", ist folgender.

Aus der zweiten und dritten der Gleichungen [A] fliesst:

a. ß:y = ß'y" — ß"y' : y'a"— y"a' : a'ß"— a"ß'
,

d. i.

(( : S : y = a : b : c
,

ebenso aus der zweiten und dritten der Gleichungen {B) :

« :
«'

:
('." = a : a' : a"

;

und man sieht leicht, indem man auf gleiche Art auch die übrigen Verbindungen

zweier Gleichungen in (A) und in [B] in Rechnung zieht, dass überhaupt die neun

Grössen a, b, ..., c" den neun Cosinussen «, ß, ..., y" proportional sind. Man
setze daher

a = 7n(( , b = 7)iß , . . . , c" = m y"
,

wo m eine für alle diese Gleichungen unveränderliche Zahl ist. Um sie zu be-

stimmen, nehme man etwa die drei letzten Gleichungen von 'D)

:

ßy' — ß'y = 7nce"
,

ycc' — y'(c = mß" , aß'— a'ß=:my"
,

und addire ihre Quadrate, so kommt nach leichter Transformation

:

(«2 -H /32 -{- y^) icc'^ -H /3'2+ y'^) — ;« «' + ßß' -\- y y'f = m- ia"- + ß"- + y"^)
,

eine Gleichung, die sich vermöge der Gleichungen [C] und der dritten von (A) auf

1 = ??i-

reducirt; folglich entweder immer ?« = -j- 1 , oder immer >« = — 1.

Ueber die Wahl zwischen diesen beiden Werthen von m entscheidet der Um-
stand , dass die zwei Axensysteme , deren gegenseitige Lage durch « , ß , ..., y"

bestimmt wird, anfangs zusammenfallen sollen, die positiven Axen der x, y , z des
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Nun folgt aus den zwei letzten der Gleichungen (5), wenn man
aus ihnen / wegschafft, sie deshalb resp. mit ß und y multiplicirt

und hierauf addirt, mit Anwendung der Relationen {D) :

(«"/— a'ß)F— {aß + «') G^ + («7+ «")^+ «'/^'^— «"/^^^ = ^ .

Hierin ist vermöge {D) der Coefficient von F,

= fc^ -ß'-aß' + f = [\+a) [f-ß') .

Multiplicirt man daher noch die erste der Gleichungen (5) mit

I + « und addirt sie zu der letztgefuudenen, so geht F heraus, und

man bekommt nach gehöriger Reduction mittelst [D) :

iß
- «') G + («"- y)H -i-iß"— /) {m-\- n) = ;

und ebenso findet sich

(/ - ß")H+ [ß -a')F+{y- a") [71 + /) = ,

(«"- 7)F + (/- ß")G+{a'-ß) [l + m) == ,

nachdem man die Gleichungen (5) das einemal mit a', 1 + ß'
,

y'

,

das anderemal mit «", //', 1 + /' multiplicirt und sie hierauf beide-

male addirt hat.

Man setze nun noch zur Abkürzung:

(6) y' —ß" =
(f,
.T

^ a"— y = x-T , ß— a' = ip.T;

l m + n=:^{yY+zZ)=f ,

(7) In+l =2{zZ -\-xX)=g
,

l / -\- 971= :^ {xX + yY)= h
,

so werden die eben erhaltenen dreil^Gleichungen

(8) \ cpH+ipF=xg ,

xF -\- q)G= iph .

einen mit den gleichnamigen positiven Axen des anderen. Bei dem Zusammen-
fallen beider Systeme ist aber offenbar

a = ß' = y" = 1 ,

und jeder der sechs übrigen Cosinus gleich Null. Substituirt man diese Werthe
von ß , . .

. ,
y" in die erste der Gleichungen D, :

ß'y" — ß"y' = 7nc(
,

so erhält man
ni = + 1 .

Die Gleichungen [D], -wie sie oben geschrieben sind, haben daher ihre Richtigkeit.

Hätte das eine Axensystem gegen das andere eine solche Lage, dass sie beide

nicht zur Coincidenz gebracht werden könnten, sondern dass, wenn z. B. die posi-

tiven Axen der x und t/ des einen in die positiven Axen der x und y des anderen

fielen, die positiven Axen der z einander entgegengesetzt wären, so würde mau,
wie sich auf gleiche Art zeigen lässt, ?« = — 1 zu nehmen haben.
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Dies sind demnach die Gleichungen, welche die Stelle von (5)

oder (3) vertreten können, also die Bedingungen, unter denen

auch nach der Verrückung des Körpers Gleichgewicht noch statt-

findet. In ihnen sind F, G , H, f, g , h nach (4) und (7) durch die

Richtungen und Intensitäten der sich das Gleichgewicht haltenden

Kräfte und durch die anfänglichen Coordinaten ihrer AngrifFspuncte

gegeben; die Verhältnisse zwischen r/), 7, ip aber sind nach ((j) durch

die Lage des Körpers nach der Verrückung gegen seine anfängliche

Lage bestimmt.

§. 128. Die Verhältnissgrössen cp, ;f, \p haben hier eine noch

besonders merkwürdige Bedeutung. Addirt man nämlich die Glei-

chungen 6 , nachdem man sie vorher resp. mit a, ß, y multiplicirt

hat, so kommt mit abermaliger Anwendung von D):

Cl(pT + ßXT -\- y IpT = '/— ß" = CfT ,

d. i.

und ähnlicherweise

«V + ß'x -hy'^ =x ,

a"(p + ß"x + y"ip=ip .

Man bestimme nun die in (6) bis jetzt beliebig zu nehmende
Grösse T so, dass

(10) r-^ = (/_ ß-'f + ;«" - yY + iß- ccf .

Hierdurch wird

(11) ,^-2 + ;.-2 _|_ ^-2 ^ , ^

und man kann nunmehr cp
, y^, ifj als die Cosinus dreier Winkel be-

trachten, Avelche eine Gerade p mit den drei Axen des ersten Coor-

dinatensySterns macht. Weil a, ß, y die Cosinus der Winkel der

Axe der x des zweiten Systems mit den drei Axen des ersten sind,

so ist cicp -\- ß%-\- yip der Cosinus des Winkels, den die Gerade />

mit der Axe der x des zweiten Systems macht. Dieser Cosinus ist

aber zufolge der ersten Gleichung in (9), gleich (p\ d. h. die Gerade

p macht mit der Axe der x des zweiten Systems denselben Winkel,

als mit der Axe der x des ersten. Auf gleiche Art erkennt man aus

der zweiten der Gleichungen (9), dass j) mit den Axen der y , und
aus der dritten, dass /> mit den Axen der z beider Systeme einerlei

Winkel macht.

Nimmt man daher an, dass beide Systeme einen gemeinschaft-

lichen Anfangspunct haben, so gibt es immer eine durch denselben
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Fig. 41.

gehende , durch (p, x, ip bestimmte Gerade j) , welche gegen beide

Systeme einerlei Lage hat*).

§, 129. Man denke sich um den gemeinschaftlichen Anfangs-

punct beider Systeme mit einem beliebigen Halbmesser eine Kugel-

iläche beschrieben. Werde diese von den Axen der x, y, z des ersten

und zweiten Systems resp. in A^ , B^, C\

und von p in P (vergl. Fig. 41
)
getroffen,

so sind zu Folge des Erwiesenen die Bögen

PA^ = PA , PB, = PB , PC, = PC
,

und daher die sphärischen Dreiecke

B,PC,, C,PA,, A,PB, resp. gleich und

ähnlich den Dreiecken BPC, CPA,
APB. Hieraus folgt leicht weiter, dass

die drei Winkel A,PA, B,PB, C,PC
einander gleich sind, und dass mithin das

eine System durch blosse Drehung um
die Gerade p um einen Winkel A^PA = B^PB = C^PC mit dem
anderen zur Deckung gebracht werden kann.

Die Grösse dieses Winkels muss sich ebenfalls durch a, . . .,
/'

ausdrücken lassen. In der That hat man in dem sphärischen Drei-

ecke A^PA.

cos A,A = cos PA, . cos PA + sin PA, . sin PA . cos A, PA
,

mithin, weil

cos A,A = a, cos PA^ = cos PA = cp
,

und wenn man den Cosinus von A, PA = B, PB = C, PC mit g be-

zeichnet :

(12) a = (p^ + [\—<p^-)o ,

worin man nur noch, mittelst (6) und (10), cp durch a, ..., /' aus-

zudrücken hat. Um aber einen symmetrischen Ausdruck für ff zu

erhalten, entwickele man seinen Werth auf gleiche Weise durch

Betrachtung der Dreiecke B,PB, C,PC, und es kommt:

:i2) fr'
= r + (i— 7')ff -

= ip^+{i — ip-)o:

mithin, wenn man diese zwei Gleichungen zu der vorigen addirt,

und mit Berücksichtigung von (11):

(13) « + /i'+/'= l+2ff .

*) Der Entdecker dieses merkvrürdigen Satzes ist Euler. Siehe dessen Ab-
handlung: Formulae generales pro translatione quacunque corporum rigidorum in

den Kot. Comment. Petrop. Tom. XX, wo der Satz sehr einfach durch eine geome-
trische Construction bewiesen ist.

\
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— Der Werth von g hängt auf eine sehr einfache Weise mit der

Hülfsgrösse r zusammen. Es ist nämlich zufolge der Gleichungen (C):

'y"- +r = \+cc^-ir- — f\
und nach [D) :

— 1y'ß" = 2a— 2ß'f.
Hiermit wird:

ir'— ß"f =(!+«-{- ß'+ r") (1 + « - ß'-
r") = 4(1 + a) (a— a)

,

und ebenso

[a"-yf =A{\+G)^ß'-G)
,

{ß-ar=^['i+G)[y"-G]

folglich nach (10) und (13)

:

(14) t^- = A{1-{-g){1 — g] =4 sin A^ PA" .

So me daher cp
, x- tp die Cosinus der Winkel der Drehunffsaxe

mit den Axen der Coordinaten sind, so ist \t der Sinus des Winkels

selbst, um loelchen das System gedreht worden*).

§. 130. Um den Körper aus seiner anfänglichen in die nach-

herige durch a, h, e, a, ß, ..., y" bestimmte Lage zu bringen, kann
man auch so verfahren, dass man ihn zuerst parallel mit sich fort-

bewegt, bis in Bezug auf das erste im Räume unveränderliche Coor-

dinatensystem der im Anfangspuncte desselben befindliche Punct
des Körpers nach [a, b, c) kommt, und dass man zweitens den Körper
Tim diesen Punct dreht, bis die Coordinatenaxen die durch «, ß, ..., /'

bestimmten Richtungen erhalten. Dieses letztere aber lässt sich, wie

Avir so eben gesehen haben, immer dadurch bewerkstelligen, dass

man den Körper um eine durch den Punct gehende, durch cf, yr, i^i

ihrer Richtung nach bestimmte, Axe um einen Winkel dreht, dessen

*) Mittelst der neun Gleichungen (6), (9) und (12 j lassen sich umgekehrt
sämmtliche neun zur gegenseitigen Verwandlung der Coordinaten dienende Cosinus

« , , .
. ,

y" durch a oder t = 2 ] 1 — g- und cp
, x ' '4' ausdrücken. Die Werthe

von «, ß', y" geben die Gleichungen (12j unmittelbar. Die Werthe der übrigen

finden sich nach leichter Rechnung:

y = (1 — o)yl)(f— \xx ,
ß" = (1 — o)^g>+i''^X >

«' = (1 — (^ (p X — i^V^ > ß = (1 — <^) 9P/ + i Ti/; .

Diese Formeln sind gleichfalls von Euler gefunden worden, Nov. Comment.
Petrop. Tom, XX, Nova methodus motum corporum rigidorum determinandi

, §.22.

Vergl. Jacobi, Euleri formulae de transformatione coordinatorum, Crelle's Journal,

Bd. 2, p. 188, und Grün er t, lieber die Verwandlung der Coordinaten im Räume,
Crelle's Journal, Bd. 8, p. 153.
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Sinus gleich -Vr ist. Jede Verrückung eines Körpers kann daher

als zusammengesetzt aus einer parallelen Fortbewegung und aus

einer Drehung um eine gewisse Axe betrachtet werden. Durch die

parallele Bewegung Avird aber das anfängliche Gleichgewicht nicht

aufgehoben , indem die Coordinaten a , 5 , c aus den Bedingungs-

gleichungen (5) oder S für die Fortdauer des Gleichgewichtes her-

ausgegangen sind, und wie auch schon daraus erhellt, dass jede

Kraft parallel mit ihrer anfänglichen Richtung auf denselben Punct

des Körpers fortwirken soll. Bei der Untersuchung über die Fort-

dauer des Gleichgewichtes kommen daher bloss die Werthe von

a . . .
. ,

/" oder die Winkel in Betracht , welche die Coordinatenaxen

in ihrer neuen Lage mit den Axen in der alten Lage bilden, und

diese Winkel nicht einmal vollständig, sondern zufolge der Glei-

chungen (S) bloss die durch die Winkel bestimmte Axe der Drehung.

Sind daher zwei nicht parallele Lagen des Körpers gegeben, in

deren jeder GleichgeAvicht stattfindet, so lassen sich daraus noch

unzählige andere Lagen finden, welche denselben Zweck erfüllen.

Indem man nämlich mit dem Körper ein rechtwinkliges Coordinaten-

system fest verbindet und die zwei Lagen desselben , welche es bei

den zwei verschiedenen Lagen des Körpers hat, mit einander ver-

gleicht, ergeben sich die Werthe von or, . .., /', und aus diesen nach (10)

und (6) die Werthe von r, <^, /, ip, von denen die drei letzten wegen

des Gleichgewichtes den drei nothwendigen Bedingungsgleichungen (S)

Genüge leisten w^erden. Da diese Gleichungen aber auch hinreichend

sind, so wird mit Beibehaltung von r/), /, ip und beliebig anderer

Annahme von r das Gleichgewicht noch bestehen; oder mit anderen

Worten

:

Zu zwei einander nicht parallelen Lagen eines Körpers lässt sich

immer eine Richtmig finden, so dass der Körper durch Drehung um
eine mit dieser Itichtung parallele Axe aus der einen Lage in eine mit

der anderen parallele Lage gebracht werden kann; imd icenn der Körper

in jeder dieser beiden Lagen im Gleichgewichte ist, so ist er es auch

in Jeder dritten, in loelche er durch weitere Drehung um jene Axe und

durch parallele Fortbewegung versetzt wird.

Ein Fall, dessen wir hierbei noch besonders gedenken müssen,

ist der, Avenn zugleich

y' = ß"
,

cc" = y , ß = a'

ist. Alsdann bleiben die Verhältnisse zwischen cp, x, ^ nach den

Formeln (6) unbestimmt, z oder der doppelte Sinus des Drehungs-

Avinkels wird gleich Null, und daher dieser Winkel selbst entweder

gleich Null, oder gleich 180°. Im ersteren Falle sind die beiden



^. 131. Achtes Kapitel. Von den Axen des Gleichgenvichtes. 193

Lagen des Körpers, wo nicht identisch, doch mit einander parallel.

Im letzteren hat zwar eine Drehung stattgefunden, auch lassen sich

dann die Werthe von cp
, /, ip mittelst der Formeln (12) bestimmen,

indem (7, als der Cosinus des Urehungswinkeis
,

gleich — 1, und

damit

cp' = \[\ + «) , / = 1(1 + ß')
, r = i(i + /')

werden. Da aber r in den Formeln (6) jetzt nicht mehr unbestimmt

bleibt, so kann aus dem anfänglichen Gleichgewichte und dem
Gleichgewichte nach einer Drehung um 1S0° noch nicht auf das

Gleichgewicht nach einer Drehung um dieselbe Axe um irgend einen

anderen Winkel geschlossen werden.

§. 131. Wenn das Gleichgewicht zwischen mehreren auf einen

Körper wirkenden Kräften durch Drehung des Körpers um eine ge-

wisse Axe nicht aufgehoben wird, so AvoUen wir die Axe eine Axe
des Gleichgewichtes nennen. Jede mit einer solchen parallelen

Axe ist bei einem frei beweglichen Körper, den wir bisher allein in

Betrachtung nahmen, ebenfalls eine Axe des Gleichgewichtes, da

ihre Lage bloss durch die Winkel, welche sie mit den Coordinaten-

axen bildet, bestimmt wird. Doch wollen Avir der Kürze wegen von
diesem Systeme paralleler Axen, als wie von einer einzigen, sprechen,

und unter der einen, welche genannt wird, die übrigen ihr parallelen

zugleich mit verstehen.

Nicht bei jedem Systeme von Kräften, welche an einem frei

beweglichen Körper im Gleichgewichte sind, gibt es eine Axe des

Gleichgewichtes. Denn aus der zweiten und dritten der Gleichungen

(8) folgt:

(15) (p:x-H> = 9hF^:FG + Hh:HF+Gg,
und wenn man diese Verhältnisswerthe von (p , y, ip in der ersten

jener Gleichungen substituirt:

(16) '2FGH-\-F'f+G'-g + H'-h—fgh = 0.

Dies ist demnach die Bedingungsgleichung, unter Avelcher eine

GleichgeA\ichtsaxe stattfindet. Wird sie erfüllt, so erhält man aus

(15) die Verhältnisse zwischen cp
, /, i/y, und damit die Winkel,

welche die GleichgeAvichtsaxe mit den Axen der Coordinaten macht.

§. 132. Soll ein System von Kräften, welche im Gleichge-

Avichte sind, eine GleichgeAA'ichtsaxe von einer durch </),/, ip ge-

gebenen Richtung haben, so müssen die drei Gleichungen (S) einzeln

erfüllt werden.

Werde z. B. gefordert, dass die Axe der z eine Gleichgewichts-

Möbius AVerke III. J3
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axe sei. Alsdann sind <p und x gleich Null, und die drei Glei-

chungen ziehen sich zusammen in

:

(t = F=0

^xZ= (J ^yZ=0

h = {)
,

^[xX + yY) = i)

Die zwei ersten dieser Gleichungen geben, in Verbindung mit

der wegen des anfänglichen Gleichgewichtes nöthigen Gleichung

2"Z= 0, zu erkennen (§. 7)^, Zus.), dass, Avenn man jede Kraft an

ihrem Angriffspuncte in zwei zerlegt, von denen die eine parallel

mit der Ebene der .r, y, die andere parallel mit der Axe der z ist,

die mit der Axe der z parallelen Kräfte für sich im Gleichgewichte

sein müssen. Die dritte Gleichung, in Verbindung mit den Glei-

chungen

:s X = ^Y ^[xY-yX) = (i
,

deutet an (§. 122), dass, wenn die Kräfte auf die Ebene der .r, y
projicirt werden, das GleichgeAvicht zwischen diesen Projectionen

durch Drehung des Körpers um die Axe der z, als wodurch die

Ebene der x, y in sich selbst gedreht Avird, nicht aufgehoben werden

darf. "Wir können daher auch sagen:

Zur Fortdauer des Gleickgeicichtes . wenn der Körper, auf tvelchen

die Kräfte toirken, um eine Axe gedreht wird, ist es nöthig und hin-

reichend^ dass erstens die Projectioneti der Kräfte auf Li7iien. tvelche

man parallel mit der Axe durch die Angriffspuncte der Kräfte legt,

für sich im Gleichgewichte sind, und dass ziceitens das Gleichgewicht

zwischen den Projectionen der Kräfte

auf eine die Axe rechtwinklig schnei-

dende Ebe7ie bei der Drehung nicht

aufhört.

§. 133. Dass diese zwei Bedin-

gungen die einzig nothwendigen zum

Fortbestehen des Gleichgewichtes sind,

lässt sich ohne Zuhülfenahme der vor-

hergehenden Rechnung auch folgen-

Fig. 42, «. dergestalt sehr anschaulich durch

Construction darthun.

Sei AB (vergl. Fig. 42, a) die Drehungsaxe, Avelche man sich

vertical denke; MN eine darauf normal gesetzte, also horizontale,

Ebene. PQ sei eine der Kräfte des Systems und P ihr AngrifFs-

punct, so vcie auch in dem Folgenden bei Darstellung einer Kraft
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durch eine gerade Linie der in dem Ausdrucke der Linie zuerst ge-

setzte Buchstabe immer den AngrifFspunct bezeichne.

Sei TU die rechtwinklige Projection von PQ auf MN, und

PÄ, QS zwei Perpendikel von P, Q auf Q ?7, PT. Man verlängere

noch r/J" bis 0, so dass TO = UT. Alsdann ist, auch bei belie-

biger Verrückung des Körpers, die Kraft PQ gieichwirkend mit den

an den Puncten P, T des Körpers angebrachten Kräften PP, PS,

TU, TO, d. i. mit den Kräften TU, PS und dem Paare PR, TO.

Man verfiihre auf gleiche Art mit jeder der übrigen Kräfte des

Systems und zerlege es somit in drei andere Systeme : in ein System

//, dessen Kräfte TZL ... in der horizontalen Ebene 3/iV liegen, in

ein System V von verticalen Kräften PS, . . . und in ein System

W, aus Paaren PR, TO, ... in verticalen Ebenen bestehend. Da
nun H, V, W zusammen im Gleichgewichte sein sollen, und die

einfache horizontale Kraft oder das horizontale Paar, worauf sich H
reduciren könnte, mit der einfachen verticalen Kraft oder dem ver-

ticalen Paare, worauf sich V und W in Verbindung zurückführen

lassen könnten, nicht im Gleichgewichte sein kann, so müssen H
für sich und V und W zusammen für sich im Gleichgewichte sein:

also muss entweder V und TF, jedes besonders, im Gleichgewichte

sein, oder V muss sich auf ein dem W gleiches und entgegenge-

setztes Paar reduciren lassen.

Man denke sich jetzt den Körper um die Axe AB um einen

beliebigen Winkel gedreht , Avährend die Kräfte PQ, ... auf die

Puncte P, ..., oder, was dasselbe ist, die Kräfte TU, PS, PR und
TO, etc. auf die Puncte P und T, etc. des Körpers, parallel mit

ihren anfänglichen Richtungen, zu wirken fortfahren. Die Kräfte

von H bleiben dabei in der horizontalen Ebene 3IX, die Kräfte

von V bleiben vertical, und eben so wenig Avird die Verticalität der

Ebenen der Paare von W geändert. Da nun auch jetzt noch

zwischen H, V, TF Gleichgewicht herrschen soll, so muss, wie vor-

hin , H für sich im Gleichgewichte sein , welches die zweite der

obigen Bedingungen gibt: dass nämlich zAvischen den Projectionen

der Kräfte auf eine die Drehungsaxe rechtwinklig schneidende Ebene
bei Drehung der Ebene in sich selbst das Gleichgewicht besonders

fortbestehe.

Ferner muss, wie vorhin, das System V entweder für sich im
Gleichgewichte sein, oder ein dem JF das Gleichgewicht haltendes

Paar zur Resultante haben. Bei Drehung des Körpers um AB
haben aber die mit AB parallelen Kräfte PS, aus denen V zu-

sammengesetzt ist, ihre Lage gegen den Körper unverändert beibe-

halten. Jenachdem daher V anfangs im Gleichgewichte war, oder

13*



196 Lehrbuch der Statik. Erster Theil. §. 134.

sich auf ein Paar reducirte. wird es auch jetzt noch im Gleichge-

wichte sein, oder mit einem Paare gleiche Wirkung haben, dessen

Moment dem des ersteren Paares gleich ist, dessen Ebene aber mit

der Ebene des ersteren Paares einen dem Drehungswinkel gleichen

Winkel macht.

Anders verhält es sich mit dem Systeme W der Paare PH und
TO, etc. Die verticale Ebene eines jeden derselben bleibt bei der

Drehung sich selbst parallel, mithin bleibt auch die Wirkung jedes

Paares ungeändert (§. 50); und jenachdem TV anfänghch im Gleich-

gewichte war, oder sich auf ein Paar reducirte, wird es auch jetzt

noch im Gleichgewichte, oder mit demselben, auch seiner Lage nach

unverändert gebliebenen Paare gleichwirkend sein.

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass jedes der beiden Systeme

V und TV für sich im Gleichgewichte sein muss, indem sonst, wenn
sie anfangs auf zwei sich das Gleichgewicht haltende Paare sich

reducirt hätten, bei der Drehung des Körpers das von F" herrührende

Paar sich mit gedreht hätte, die Ebene des anderen aber sich parallel

geblieben, und somit das Gleichge^s-icht aufgehoben worden wäre.

Das Gleichgewicht von V, oder das Gleichgewicht zwischen den

nach Parallelen mit der Axe geschätzten Kräften des Systems, ist

demnach die zweite, oben zuerst genannte Bedingung für die Fort-

dauer des Gleichgewichtes, und, da hiervon das Gleichgewicht des

Systems TV eine nothwendige Folge ist, keine dritte Bedingung wei-

ter erforderlich.

Wir nahmen bei dieser Beweisführung den Drehungswinkel be-

liebig an. Ist er gerade gleich 180°, so kommen die horizontalen

Kräfte des Systems H in Bezug auf den Körper in eine ihrer an-

fänglichen direct entgegengesetzte Lage und sind daher, so wie an-

fangs, auch jetzt wieder im Gleichgewichte. Damit also nach einer

Drehung um 180° noch Gleichge"«dcht stattfinde, ist es nur nöthig,

dass das System V oder die nach der Drehungsaxe geschätzten

Kräfte des Systems unter sich im Gleichgewichte sind. — Daraus

also, dass nach einer Drehung um 180° das Gleichgewicht noch be-

steht, kann noch nicht auf die Fortdauer desselben bei irgend einem

anderen Drehungswinkel geschlossen werden (§. 130 zu Ende).

§. 134. Ebenso wie

F= , G = , h =
die Bedingungen sind, unter denen die Axe der z eine Axe des

Gleichgewichtes ist, so drücken

G = , H=0
,

/=0
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die Bedingungen aus, unter -welchen der Körper, ohne das Gleich-

gewicht zu verlieren, um die Axe der x gedreht werden kann. Sind

daher JP, G , H^ f, h zugleich gleich Null , so sind sowohl die Axe

der 2, als die der x^ und alle mit ihnen parallelen Axen, und nicht

allein diese, sondern auch alle mit der Ebene der 2, x überhaupt

parallelen Axen, Axen des Gleichgewichtes. Denn für jede dieser

Axen ist ;j = , und mit den sechs Gleichungen

F=0," G = , H=0
, /=0, h =

, x =
wird den drei Gleichungen (S) Genüge geleistet. Wenn folglich von

zwei Axen, welche einen rechten Winkel mit einander machen, eine

jede eine Gleichgewichtsaxe ist, so ist es auch jede andere, welche

mit der Ebene des Winkels parallel läuft.

Um die Sache allgemeiner zu untersuchen, seien irgend zwei

einander nicht parallele, durch cf , y, ip und cp'
, yj , ip' bestimmte

Axen Gleichgewichtsaxen zugleich. Alsdann muss sein:

( —Vf +lH-\-ipG = {)
,

(8) ]
(pH-X9 +ipF = ,

\ g)G -\-yF — iph =0 ,

und

f
-(p'f -hxH+ip'G = Q

,

(8*) (p'S-x'9 +n^'F = ,

[ (p'G + y'F — ip'h =0 .

Es folgt aber, wenn man zur Abkürzung

XVj'—X^=P, lp(p'— Ip'g) = q ,
(py' — (p'y = r

setzt und die erste Gleichung in (8) mit der ersten in (S*) verbindet:

-f:H:G=p:q:r ,

und ebenso durch Verbindung der zweiten und dritten Gleichung

in S) mit der zweiten und dritten in (S*):

H:—g:F= p:q:r ,

G . F .
— h = p: q:r .

Eliminirt man hieraus die Grössen jo, q, 7", von denen höchstens

nur eine gleich Null sein kann, indem sonst die beiden Gleichge-

wichtsaxen einander parallel oder identisch Avären, so erhält man
nicht mehr, als folgende drei von einander unabhängige Gleichungen:

fF-\-GH=0 , c/G-\-HF=<} , hH-i-FG = .

Dies sind demnach die Bedingungsgleichungen, bei denen zwei

Gleichgewichtsaxen zugleich vorhanden sind. Eliminirt man aber

damit f, g, h aus (S) oder (S*), so erhält man jedesmal dieselbe

Gleichung

:
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als die einzige jetzt zwischen den (p, x, 4' der einen und anderen

Gleichgewichtsaxe zu erfüllende Relation. Dieser Gleichung leisten

aber nicht bloss die vorigen zwei, sondern auch alle diejenigen

Gleichgewdchtsaxen Genüge, welche parallel mit der Ebene sind,

deren Gleichung

-F + li + H = '

ist.

Gibt es daher hei einem Körper, welcher im Gleichgewichte ist^

zwei einander nicht parallele Gleichgewichtsaxen , so sind es auch noch

alle diejenigen^ icelche mit ersteren beiden einer und derselben Ebene

parallel laufen.

Hieraus ist leicht "weiter zu folgern, dass . loenn ein Körper drei

Gleichgeiüichtsaxen a, h, c hat, welche nicht einer und derselben Ebene

parallel sind, auch Jede vierte Axe d eine Gleichgeivichtsaxe ist.

Denn denken vdx uns sämmtliche Axen durch einen und den-

selben Punct gehend (§. IST, und werde dann eine durch a und h

gelegte Ebene von der Ebene durch c und d in der Geraden e ge-

schnitten, so dass e mit a und b in einer Ebene ist, und desgleichen

d mit c und e. Da nun a und b Gleichgewichtsaxen sind, so muss

auch e eine solche sein; und Aveil e und c es sind, so muss es auch

d sein. — Wir können den hiermit bewiesenen Satz auch so aus-

drücken: Ist ein Körper im Gleichgewichte, und wird dieses durch

drei verschiedene Verrückungen nicht aufgehoben, so dauert es im

Allgemeinen auch bei jeder vierten Verrückung fort; oder mit noch

anderen Worten:

Ist ein Körper in vier verschiedenen Lagen im Gleichgewichte, so

ist er es im Allgemeinen auch in jeder fünften.

Uebrigens ist dann, wie man leicht findet, jede der sechs Grössen

F, G, H,f, g, h einzeln gleich Null.

§. 135. Ein im Gleichgewichte befindlicher Körper hat im

Allgemeinen keine Axe des Gleichgewichtes, da zum Vorhandensein

einer solchen Axe die Erfüllung der Bedingungsgleichung (16) er-

fordert wird.

Indessen ist es doch immer möglich, zu den sich anfangs das

Gleichgewicht haltenden Kräften zioei neue das Gleichgeioicht nicht

störende Kräfte hinzuzufügen, icelche ebenso, wie die schon vorhande-

nen, auf bestimmte Puncte des Körpers mit parallel bleibetiden Rieh-
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tungen toirken, und tvodurch es geschieht^ dass der Körper eine Gleich-

geimchtsaxe von gegebener Hichtung erhalt.

Denn seien P^ und P^ > ^^^r , Avenn wir sie nach den drei Coor-

tlinatenaxen zerlegen, (X,, Y, , Z,) und (X^, Yj; ^2) die zwei neuen

Kräfte; -4, und A^^^ oder [x^, y, , ;::,) und [x,., y^, 2.,) ihre AngrifFs-

puncte. Da das anfängliche GleichgcAvicht des Körpers durch Hin-

zufügung dieser zwei Kräfte nicht aufgehoben werden soll, so müssen

letztere zu Anfange einander ebenfalls das Gleichgewicht halten.

Mithin muss sein (§. 66)

:

X, + X, = , y, + y, = , z,+z, = i)
,

y,Z, + y^Z, = z,Y,+z.Y, , z,X,+z^X^=x,Z,+x,Z,
,

X, y, + X, y^ = y^ X, 4- y. x, ,

und wenn wir X^ , Y^ , Z, hieraus eliminiren

:

iy.2
-y:)Z, = {z, - z,) Y,

,
{z, - z,) X, = {X,- X,) Z,

,

{x,_ — X,) y^ = (y, — y^) X, ,

folglich, wenn wir noch die von A^ bis A^ gezogene Gerade gleich

/•, die Cosinus der Winkel dieser Geraden mit den Coordinatenaxen

gleich X,
f.1, V, und daher

^2 — x^ = rl
, y., — ^/i

= ^'1"
? ~-2 — ~i

^^ ^'*'

setzen

:

X, : y, : Z, = l : .u : v .

Mithin Avirkt P^ in der Linie r, wie schon aus dem VIII. Grund-
satze in §.14 fliesst, und es ist, wenn wir diese Kraft positiv an-

nehmen, sobald sie nach der Richtung A^A.^ wirkt, also den Punct

A^ von A^ zu entfernen strebt:

Xj = P^l
,

y, = P.ji , Z, = P^v .

Hiermit haben wir in unserem Systeme von Kräften über sieben

neue Grössen: x^, y, , s, , r, P^ und die zwei Verhältnisse zwischen

l, (.1, V zu verfügen, und werden diese Grössen auf unendlich viele

Arten so bestimmen können, dass den drei Gleichungen (S), in denen

(p i Xj ^ ^^^ gegeben anzusehen sind. Genüge gescliieht. Die Rech-

nung hierzu, deren Ergebniss uns im nächsten Kapitel von besonde-

rem Nutzen sein wird, ist folgende.

Heissen F', G', H', /', g\ li die Werthe, welche P, G, H, /,

^, h erhalten, sobald noch die Kräfte P^ und P., zu dem gegebenen

Systeme hinzugefügt werden, so ist zufolge der Gleichungen (4):

F' = F+y,Z,+y,Z, = F -\- {y,— y,)Z, = F+rP,uv .

und wenn noch der Kürze willen

(a) rP„ = Q
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gesetzt wird:

F' = F^Q(xv
,

und ebenso

G'= G+ Qvl , H' = H-h Ql^L
,

ferner

:

d.i.

und ebenso

g' = g+Q [v' + r-)
,

h' = h+ Q{)} + ^l'-) .

Soll nun das jetzt um P^ und P.^ vermehrte und durch F' , G\

H'
, f\ g' 1 li bestimmte System eine durch (p, x, ip gegebene Axe

des Gleichgewichtes haben, so muss sein (8):

G'ip + H'x-f'cp = ,

H'(p+ F'ip—g'x =0 ,

F'x + G'cp — h'ip = .

Substituirt man hierin die für F\ G' , H\ f\ g\ li erhaltenen

"Werthe, so mrd die erste dieser Gleichungen:

Gip + Hx -fcp = Q[(p '^ + v') - lifix + vip)] =Q{cp- xA)
,

wenn mau die Relation

[b] r- + .u^ +1/2=1
beachtet und

[c] ?.cp-{- i-ix + vip = y.

setzt.

Ebenso verwandeln sich die beiden anderen Gleichungen in:

H(p-\-Fxp—gx = Q{x — /-,")
,

Fx -{- Gcp—h%p= Q{ip— y.v) .

Um diese Formeln und die nachfolgende Rechnung noch mehr

abzukürzen, setze man die als bekannt anzusehenden Grössen

r Gip + Hx-ffp = Da
,

{d) l Hcp + Fxp— gx =Dß ,

\ Fx + Gcp— Jnp= Dy
,

und

wobei aus [d) die Verhältnisse zwischen a, ß, y, und hieraus in

Verbindung mit [e) diese Grössen selbst, so wie auch D, sich finden

lassen.

Die drei Bedingungsgleichungen werden damit:
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iJJu
= Q{(p —Y.X)

,

i^ß=Q{x -/-/')
,

Dy = Q{il> —y.v) .

Aus den fünf Gleichungen [b), (c), [f] muss man nun die

Werthe der eben so viel Unbekannten A, f.i, v, /., Q zu bestimmen

suchen. Zu dem Ende multipliciie man die drei Gleichungen (/)

resp. mit cp
, /, ip und addire sie hierauf, so kommt mit Berück-

sichtigung von (11) und {c):

D{afp^-ßx + yip) = Q{\—y}) .

Ebenso folgt mit Rücksicht auf (b) und (c), wenn man die Glei-

chungen (/), nach vorausgegangener Multiplication mit X, (.i, v,

addirt, und D von Null verschieden annimmt, indem sonst die drei

Grössen Gip -\- Hyi—f(p ,
etc. in [d) Null wären, mithin das System

die durch cp, Xj 4' gegebene Axe zur GleichgeAvichtsaxe schon hätte

und keine neuen Kräfte deshalb hinzuzufügen nöthig wäre;

(ff)
al-+-ßfi-]-yv = () .

Addirt man endlich die Gleichungen {/), nachdem man sie mit

a. ß, y multiplicirt hat, so kommt mit Rücksicht auf (e) und (y):

Z> = Q{acp+ßx-\-yip) .

Hieraus fliesst sogleich:

(Ä) Q= ^

{i) 1 _ /'- = (^a
(f -^ ßX -\- yipY

oder weil

ist:

1 = [a^ + ß^ 4- y^) {(p^^ + f- + ip^)

(i*) y} = {ßip- y^Y + [ycp— axpf + («X" ß.^pY

Die "Werthe von A, i^i, v ergeben sich dann aus {f), nämlich

A = ^£Z1^ = cp-a[acp + ßx + yip) ^
^ ^^.

Qy. X

Somit ist unsere Aufgabe: Zu einem durch F, G, S, f. ff,
h

gegebenen Systeme von Kräften, welche sich das Gleichgewicht

halten, zwei neue Kräfte hinzuzufügen, wodurch das System eine

durch gp, Xi 4' ihrer Richtung nach gegebene Axe des Gleichgewichtes

erhält, als gelöst zu betrachten.

Aus F, G, H, f, g,h, (p, %, ip berechne man nämlich mittelst

der Formeln (r/) und (e) die Werthe von D, a, ß, y, und hieraus mit

Hülfe der Formeln {/i)
, {{) oder {{*) , und mit {k) die "Werthe von Q,

/. und A,
f.1, V. In einer Geraden, parallel mit der durch A, /<, v
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})estiniinton Richtung, nehme man hierauf beliebig zwei Puncte A^

und A^ und bisse resp. auf sie zwei einander gleiche Kräfte P, und

Pa nach entgegengesetzten Richtungen in der Geraden Avirken, der-

gestalt, dass, vermöge (a), A^A^ . P^ = Q ist, und P., die Richtung

A^A^ oder A^A^ hat, also die Kräfte P, , P, die Linie A^A^ aus

einander zu ziehen oder zusammenzudrücken streben, jenachdem Q
positiv oder negativ ist; und es wird das um diese zwei Kräfte ver-

mehrte System bei Drehung des Körpers um die durch rp, y, ip ge-

gebene Axe im Gleichgewichte beharren.

§. 136. Zusätze und Erläuterungen, a) Von /. Avird un-

mittelbar nur das Quadrat gefunden. Dieses ist vermöge {i*) positiv,

und daher /., folglich die Lösung der Aufgabe überhaupt, immer

möglich. Ob man von den daraus entspringenden zwei Vorzeichen

für X das positive oder negative nimmt, ist gleichgültig. Denn mit

Aenderung des Zeichens von /. ändern sich auch die Zeichen der

Cosinus/., //, j'. Eine durch — A,
—

fi,
— y bestimmte Gerade aber

hat dieselbe Lage gegen das Coordinatensystem, als eine durch A, «, v

bestimmte, nur die entgegengesetzte Richtung der letzteren; und die

Seite, nach welcher man die Richtung positiv nimmt, hat auf das

Endresultat keinen Einfluss.

b) Mit nur einiger Aufmerksamkeit auf die Formeln des §. 135

wird man wahrnehmen, dass die zwei Hauptstücke, Avelche zur Lösung

unserer Aufgabe erforderlich sind: die anfängliche Lage der Linie A^A^
und die Grösse Q, auch durch eine sehr einfache Construction aus

den gegebenen Grössen F, G, 'H, f, ff,

^h 'jPj /) ^ gefunden Averden können.

Man drücke die drei Grössen

G\p -\- Hx—f(p , etc.

in [d] durch Linien aus, trage dieselben

vom Anfangspuncte der Coordinaten aus

auf die Axen der x, y, z und vollende

die Figur zu einem Parallelepipedum. Zu-

folge der Formeln {d) und [e) ist alsdann

D gleich der vom Anfangspuncte aus ge-

zogenen Diagonale dieses Parallelepipedums , und «, /i, y sind die

Cosinus der Winkel, Avelche D mit den Axen der x, y, z macht.

Man bezeichne die Richtung dieser Diagonale mit J (vergl. Fig. 43)

und ebenso die Richtung der GleichgeAA'ichtsaxe mit Ö> und die an-

fängliche Richtung von A^A^_ mit yl. Da nun (D und yl ebenso
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durch (/i,
X, tp und /., // , »/, wie J durch u, ji . y bestimmt wer-

den, so ist

yi = Xtp -\- l^l-j^ -\- V ip = cos ^lO
,

"f/' + /^X + /''/' = cos zJ
,

aA -\-ßii-{-yt^ =cosz/^ .

Hiermit werden die Gleichungen
(ff)

und (i)

:

cos Jyl = und sin ^KD* = cos z/Ö>* .

Denken wir uns daher sämmtliche drei Linien zf , yl und CP

durch einen und denselben Punct gehend, so schneiden sich J und
^1 unter rechten Winkeln, und hiermit kann die Gleichung [i) nicht

anders bestehen, als wenn (7> mit J und vi in einer Ebene liegt.

Mittelst der bekannten Linien (/> und J wird demnach A sranz

einfach dadurch gefunden, dass man in der durch Q) und J be-

stimmten Ebene auf J eine Normale errichtet. — Zieht man hierauf

durch die Endpuncte des in J liegenden Abschnitts I) Parallelen

mit A^ so wird vermöge der Gleichung (ä) ,
welche jetzt in

Q = 1) .sec J O
übergeht, der z^vischen diesen Parallelen enthaltene Theil von O
gleich Q sein.

c) Sobald der Körper um die Gleichgewichtsaxe gedreht zu wer-

den anfängt , gehen die Kräfte P, und P, , welche anfangs in die

Linie A^A^ fallen und sich das Gleichgewicht halten, in ein Paar

über, und dieses Paar ist mit den gegebenen Kräften des Systems

stets im Gleichgewichte, folglich das Paar — P, , — P, mit den ge-

gebenen Kräften gleichwirkend. Wir können daher das im Vorigen

erhaltene Resultat auch folgendergestalt ausdrücken:

Wi7'd ein Körper, auf welchen mehrere sich das Gleichgeicicht

J>altende Kräfte wirken, um eine Axe gedreht^ so hört das Gleichge-

iricht im Allgemeinen aif^ und die Wirkung der .Kräfte reducirt sich

auf die eines Paares, dessen Kräfte man ebenso, wne die ersteren

Kräfte^ auf zwei bestimmte Puncte des Körpers mit unveränderter

Richtung und Intensität wirkend setzen kann.

d) Dass sich das Gleichgewicht bei Verrückung des Körpers in

die Wirkung eines Paares verw^andelt, geht schon aus den ersten

drei Bedingungen des Gleichgewichtes:

hervor, als welche von den Angriffspuncten und mithin von der Ver-

rückung unabhängig sind und auch dann noch stattfinden, wenn sich

das System auf ein Paar reducirt (§. 70). Dass aber bei Drehung
des Körpers um eine und dieselbe Axe die Angriffspuncte, Richtung
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und lutensität der Kräfte des Paares unveränderlich angenommen
werden können, folgt erst aus der jetzt entwickelten Theorie.

(') Von den sieben Grössen .r, , t/^, z^, r, F.^, ?^ : 11
,
^i'i', welche

zur vollkommenen l^estimmung der zwei hinzuzufügenden Kräfte P,,

P^ und ihrer Angriffspuncte A^ , A^ erforderlich sind, können durch

die drei l-Jedingungsgleichungen für die Fortdauer des Gleichge-

wichtes bei der Drehung um eine gegebene Axe nur drei, oder drei

von den sieben abhängige Grössen bestimmte Werthe erhalten. In

der That fanden wir durch unsere Rechnung nur den Werth des

Products rPc und die durch X : i.l und w : v bestimmte Lage von r

gegen die Coordinatenaxen. Vier Stücke, wofür wir die drei Coor-

dinaten .r, , ?/, , c, des einen Angriffspunctes A^ und seinen Abstand

1- vom anderen A^_ rechnen können, blieben der Willkür überlassen.

Es ist nicht schwer, von der willkürlichen Beschaffenheit dieser

vier Stücke aus der Natur der Sache selbst sich zu überzeugen.

Denn sei s irgend eine mit r parallele und, eben so wie ?•, mit dem
Körper fest verbundene Linie, auf deren Endpuncte zwei einander

gleiche und einander direct entgegengesetzte Kräfte S^ und S^ wirken,

so dass sS^ == Q. Nachdem der Körper gedreht worden, mache die

Linie r, und folglich auch die mit ihr parallel gebliebene s, mit den

der anfänglichen Lage von r und s parallel gebliebenen Kräften

P, , Pj , aS', , S\ den Winkel d. Hiermit haben sich P, und P., in

ein Paar verwandelt, dessen Moment gleich

rP, . sin ö = Q . sin d
,

und ebenso sind S^ und Sc, in ein Paar übergegangen, dessen Mo-
ment gleich

sS.^ . sin (5 = Q . sin ^ .

Beide Paare haben mithin einander gleiche Momente, und da sie

überdies , wie leicht einzusehen , in parallelen Ebenen liegen , so

haben sie auch gleiche Wirkung und es kann folglich das eine für

das andere gesetzt werden.

§. 137. Ein System von Kräften, welche nicht im Gleichge-

wichte sind, kann, wo nicht schon durch eine, doch immer durch

zwei neue Kräfte, und dieses auf unendlich viele Arten, in den

Zustand des Gleichgewichtes gebracht werden. So wie wir nun im
Vorigen zu einem schon im Gleichgewichte befindlichen Systeme

zwei neue Kräfte hinzufügten, wodurch das Gleichgewicht nicht nur

nicht gestört wurde, sondern auch bei der darauf folgenden Drehung
um eine gegebene Axe noch fortdauerte . so wollen wir jetzt bei

einem Systeme von Kräften, welche nicht im Gleichgewichte sind,
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die zwei zum Gleichj^ewichte noch erforderlichen Kräfte so zu be-

stimmen suchen, dass das Gleichgewicht durch die Drohunp^ um
eine gegebene Axe nicht unterbrochen wird.

Indem wir die ursprünglichen Kräfte und die zwei hinzuzufügen-

den, so wie die AngrifFspuncte ihrer aller mit denselben Charakteren,

wie vorhin, ausdrücken und überdies

2X = A, ^i/Z=F, IzY = F',

2Y=B, 2zX=G, ^xZ = G'
,

(1) hz = C, :SxY=H, ^yX = H',

-(yy-f-rZ)=/, :-{zZ + xX)=g
,

^(.rX-{-i/Y) = h

setzen, haben wir zuerst wegen des anfänglichen Gleichgewichtes die

sechs Gleichungen

:

|X, -h X, -\-A = ,

(2) ]y. + r, -f-i? = o
,

(y, ^. + 1/. z, + F = z, y. + z, y, ^r = f"
,

(3) U X, 4- z,_ X, -\- G = x^ Z^ -h x^Z^ -{- G' = G"
,

U, y, 4-^,y, + iy= y,x, -f-y,x, + //'= H".

Setzen wir ferner

(4) U Z, + z^ Z, -f- .r, X, + ^, X,+ 9 = 9 ,

U,X, + .r,X,+ t/. y, -fy, Y^ + h = K
,

und wird, wie im Vorigen, die Richtung der Gleichgewichtsaxe durch

fjp, ;f, (// bestimmt, so kommen wegen der Fortdauer des Gleichge-

wichtes zu den sechs Gleichungen (2) und (3) noch die drei hinzu

\G" xp -f- H"i =f'cp ,

(5) lH"cp-hF"ip = g'x ,

\f"x + G"rp = h'ip :

und man hat somit zur liestimmung der zwölf gesuchten Grössen

X^ , ..., Zj, x^, ..., z^ nicht mehr als neun Gleichungen, so dass

drei dieser Grössen oder drei von ihnen abhängige Functionen der

Willkür überlassen bleiben.

Den Anfang der hierzu nöthigen Rechnung mache man damit,

dass man X^ , Y^, Z, aus (3) und (4) mittelst (2) eliminirt. Setzt

man dabei, wie im Obigen, die von (:r,, y, , z^) bis (r,
, y,, 2,) ge-

zogene Gerade gleich r, und die Cosinus der Winkel dieser Geraden
mit den drei Coordinatenaxen gleich A, f^i, v, also
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die Lösung

so kommt nach vollzogener Elimination:

Ir^i Z,_ — y,C+F=r v i; —z,B+F'=F\
(7) \rvX^ — z,A + Gr= rlZ^—x,C+ G' = G"

,

IrA y^ — x,B +H= r(.L X,— y,A-j-H'= H"
,

ir^i Y, + r V Z, - y, B-z,C+f=f' ,

(8) \rvZ^_ + rlX^_ — z,C— x^A+(j = g',

\rl Xj+ TU Y,_ — x^A—y,B-\- h = h' .

Da die Substitution dieser Werthe von F" , ... , h' in (5) eine

allzu complicirte Rechnung geben würde, so Avollen Avir das Coordi-

natensystem so gelegt annehmen, dass die Axe der z mit der Axe,

um welche der Körper gedreht werden soll, zusammenfällt. Hier-

durch werden r/) = 0, ;( = 0, ip = 1 , die Gleichungen (5) reduciren

sich damit auf

G"=0, F"=0, h'={),

und wir bekommen vermöge (7) und (S) folgende sechs

unsers Problems enthaltenden, Gleichungen;

ruZ„_—y,C-{-F = ,

rvY^_ — z^B-\- F'=0
,

rvX^ — z^A-\- G = {)
,

rlZ,_ — x^C-\- G' = ,

rl i; - X, B + H=r^iX^—y,A-^ H'

,

[rlX,^r^iY, — x,A— y,B + h = ,

welche sich nach Elimination von A'

duciren

:

a{F~y,C)-ft{G'-x,C)=0
,

{b) h{F'—z,B)— i.i{G-z,A)-{-v{H'-H+x,B-y,A) = i)
,

\l{G— z,A) + ^i{F'—z,B)—v{/i —x,A — y,B) = .

Hieraus kann man noch A, // , i^ wegschaffen und man erhält

damit

:

(o) 0= [{F-y,C){G-z,A)-{G'-x,C){F'-z,B)]{h-x,A-y,B)

-[{F-y,C){F-z,B)-{G'-x,C) {G-z,A)]{H'-H+x,B-y,A)
,

eine Gleichung, die, wie die weitere Entwickelung derselben zeigt,

nur vom zweiten Grade ist.

Der Punct [x^
, y^ , gj liegt demnach in einer Fläche der zweiten

Ordnung; und in derselben Fläche ist auch der Punct (a-^, y^, z^)

enthalten. Denn die Gleichungen (i), und folglich auch die aus

Y^ , Z^ auf folgende drei re-
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ihnen abgeleitete {c), bleiben auch dann noch richtig, wenn man für

•"^i
' ^1 ) ~i i'Gsp. ^\-{-7-)., y^-\-o'u, z^-\-rv, als die Werthe von

^2 , J'o 1 2;, , substituirt. Da ferner bei dieser Substitution die Grösse r

herausgeht, und daher ganz willkürlich angenommen werden kann,

so erhellt, dass nicht nur die Puncte [x^, y^, sj und [x^, «/,, z^

selbst, sondern auch alle übrigen mit ihnen in einer Geraden liegenden

Puncte in der Fläche enthalten sind, dass mithin diese Fläche der

zweiten Ordnung durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden

kann und folglich ein hyperbolisches Hyperboloid ist.

Hat man demnach ein System von Kräften^ welche nicht im Gleich-

gevAclüe sind^ so können zicei Kräfte hinzugefügt werden, loodurch ein

auch hei der Drehung um eine gegebene Axe fortdauerndes Gleich-

gewicht entsteht; oder, loas dasselbe ist: die zwei Kräfte, aif welche

das System zurUchgeführt loerden kann, lassen sich so bestimmen, dass

das System bei der Drehung um eine gegebene Axe auf sie reducirbar

bleibt. Dabei lässt sich ein hyperbolisches Hyperboloid angeben , von

dessen zwei die Fläche erzeugenden Geraden die eine die Eige7ischaft

besitzt, dass die Angriffspuncte der zwei Kräfte willkürlich in irgend

einer der Lagen dieser Geraden genommen icerden können.

Sind auf diese Weise die zwei Angriifspuncte bestimmt worden,

so ergeben sich die zwei Kräfte selbst aus [a) und (2).

§. 138. Die zwei Kräfte, auf welche ein System von Kräften

im Allgemeinen immer zurückgeführt werden kann, wurden in

§. 137 so bestimmt, dass, wenn der Körper, auf den die Kräfte

wirken, um eine gegebene Axe gedreht Avird, diese zwei Kräfte mit

den Kräften des Systems immer gleichwirkend bleiben. Die Wir-

kung der zwei Kräfte, und mithin der Kräfte des Systems, auf die

Axe wird Avährend der Drehung im Allgemeinen veränderlich sein,

da die Angriffspuncte der zAvei Kräfte gegen die Axe eine immer
andere Lage bei der Drehung im Allgemeinen einnehmen. Nur in

dem Falle werden die Kräfte des Systems auf die Axe fortwährend

dieselbe Wirkung ausüben, Avenn von den zwei Kräften, auf welche

sie reducirt worden sind, die Angriffspuncte in die Axe selbst fallen.

Eine solche Axe, welche die Eigenschaft besitzt, dass, wenn der

Körper um sie gedreht wird, die auf ihn wirkenden Kräfte auf zwei

die Axe selbst treffende Kräfte reducirbar bleiben, und dass mithin,

wenn an ihr die zwei Kräfte nach entgegengesetzter Richtung an-

gebracht werden, ein auch bei der Drehung dauerndes Gleichgewicht

entsteht, eine solche Axe Avollen wir eine Hauptaxe der Drehung
nennen.

Sie ist in gewissem Sinne dasselbe für ein System von Kräften,
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die keine einfache Resultante haben , was für parallele Kräfte , die

sich auf eine einzige Kraft reduciren lassen, der Mittelpunct war.

Denn so wie der Mittelpunct eines Systems paralleler Kräfte bei

Drehung des Körpers um denselben fortwährend den nämlichen auf

ihn unmittelbar gerichteten Druck erleidet, so wird auch die Haupt-

axe, wenn der Körper um sie gedreht wird, von den Kräften des

Systems stets auf dieselbe Weise gedrückt und kann durch zwei an

ihr selbst angebrachte Kräfte im Gleichgewichte erhalten werden.

§. 139. Die Hauptaxe der Drehung, welche einem gegebenen

Systeme von Kräften zukommt, kann aus den Formeln des §. 137

ohne Schwierigkeit gefunden werden. Es wurde daselbst durch

(p, x> ^ diß Richtung der Drehungsaxe überhaupt, und durch A, 1.1, v

die Richtung der Geraden bestimmt, an welcher die zwei zur Er-

haltung des Gleichgewichtes nöthigen Kräfte angebracht wurden. Ist

nun die Axe der Drehung eine Hauptaxe, so sind beide Richtungen

identisch, und es ist daher in diesem Falle:

(p = >^ . X = /^. (// = y.

Hiermit werden die Gleichungen (5):

iH"y.-\-G"v=f'l
,

(5*) lF"v-hIi"l=g'fc
,

l G"l + F"i.i = h'v .

Man substituire darin für f, g' , h' ihre Werthe aus (8) , und

für F'\ G", H" ihre Werthe aus (7), und zwar für jede der letzteren

Grössen ihi'en ersten oder zweiten Werth aus (7) ,
je nachdem sie

im ersten oder zweiten GKede der linken Seite der Gleichungen (5*)

sich befindet. Dies gibt nach leichter Reduction:

{H-x,B)^i + {G'-x,C)v = {f-y,B-z,C)l
,

{F-y,C)v + {H'-y,Ä)l={g-z,C-~x,A)^L
,

[G — z,A) l + [F — z,B)^i = [h—x,A— y,B)v
;

und wenn man noch die Gleichungen (7) resp. mit /., «, v multipli-

cirt und dann addirt:

[F—F'—y,C-^z,B)l-Y[G—G'—z,A^x,C)^i
+ [H—H'—x,B + y,A)v = .

Dies sind die Gleichungen, welche nach Wegschafiimg von

X.,, Yg, Z,^ aus (5) und (7) übrigbleiben, und aus denen die in

ihnen noch vorkommenden Unbekannten .r,
, y, , z^, A

, /< , v zu be-

stimmen sind.

Man setze der Kürze A\'illen
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(9)

fl— II[i— G'v = L
,

g^i— Fv—H'l = M
,

hv— Gl — F'^i = N ,

{F —F')l-\-{G—G')^i^{H—H')v= .

(10) z^u— y^v=^, x^v— z^l = i], y^X — x^^t = t,

Avoraiis

(11) ^l-\-rji-\-Kv =
folgt; und es werden die erhaltenen vier Gleichungen:

(12)

JL=^B^—Cri , 31= C§— A(: , N=Ari — B'§,

I

Hieraus fliesst:

(13)

Mv— Nfi =

Nl— Lv =
LiL — Ml =

= A'i + Bri + CL .

— A{ri^i-\-tv) + B^lL+C-ev
[Al + B^i+Cv]^ wegen (11)

{Al-{-BiL+Cv)ri
,

{Al-{-B^i-\-Cv)r
;

und daraus in Verbindung mit der vierten der Gleichungen (12):

(14) A{Mv— A» + B{Nl — Lv) + C'(Z/t— Ml)
= {Al-\- Bu 4- Cv) ,

wozu noch die aus den drei ersten Gleichungen von (12) unmittelbar

folgende Gleichung kommt:

(15) AL-^B3f+ CN=
Somit haben wir noch ^, t] , C, also auch x^, y^, z^ eliminirt

und dadurch zwei Gleichungen zwischen A, //, v erhalten, von denen,

weil i, J}f, N, selbst homogene Kneare Functionen von l, i^i, v

sind (9), die Gleichung (14) eine homogene Gleichung vom zweiten,

und (15) eine homogene Gleichung vom ersten Grade ist. Nehmen
wir daher für den Augenblick an, dass die durch die Cosinus l, f^i, v

ihrer Richtung nach bestimmte Axe durch den Anfangspunct der

Coordinaten gehe , so können wir l
, in, v als die Coordinaten eines

Punctes der Axe betrachten, und alsdann ist (14) die Gleichung

einer Kegeliläche, welche im Anfangspuncte ihre Spitze hat, (15) aber

die Gleichung einer durch denselben Punct, also durch die Spitze

des Kegels gehenden Ebene. Je nachdem nun jene Kegelfläche

und diese Ebene sich schneiden, welches immer in zwei Geraden
geschieht, oder bloss den gedachten Punct gemein haben, ist die

Möbius Werlce III. 14
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Lösung unserer Aufgabe möglich , oder unmöglich , und im ersten

Falle wird die Richtung jeder der beiden Durchschnittslinien die

Richtung der gesuchten Axe sein können.

Es cjiht daher eiitweder zicei Hauptaxen der Drehung.^ die auch

zusammenfallen könjien, oder gar keine.

Hat man die im möglichen Falle doppelt vorhandenen Werthe

der Verhältnisse zwischen X
, fi , v bestimmt, so ergeben sich mittelst

(13) die zugehörigen Werthe von ^, tj, l. Diese Werthe, zwischen

denen die Gleichung (11) obwaltet, in (10) substituirt, erhält man
ZAvischen x^, ?/, , s, drei Gleichungen, von denen aus je zweien die

dritte folgt, also die Gleichungen für eine gerade Linie, in welcher

der eine Angriffspunct (.c, , ?/j , z^) und zufolge (6) auch der andere

{•^2 , y^ , z^) enthalten ist. Diese mit der Richtung (/. , ii
, r) , wie ge-

hörig, parallele Linie ist demnach die gesuchte Hauptaxe. In dieser

können die zwei AngrifFspuncte willkürlich genommen werden, da

zur Bestimmung ihrer Coordinaten keine Gleichungen weiter vor-

handen sind.

Die in den zwei Puncten anzubringenden Kräfte ergeben sich

jetzt aus (7) und (2). Erstere Gleichungen gehören, wenn man X.-,,

Y,, Z^ als Coordinaten betrachtet, einer geraden Linie an, welche

die durch A, ii, v bestimmte Richtung hat. Construirt man daher

diese Linie, indem man (^r^?
V-i^ ^2) ^lum Anfangspuncte der Coordi-

naten nimmt, so wird jede von [x^^ y^, z^ bis zu einem Puncto der

Linie gezogene Gerade die Kraft (X,, Yj, Z.^ vorstellen können. —
Die andere Kraft {X^ , Y, , ZJ ist hierauf durch die Gleichungen

(2) vollkommen bestimmt.

§. 140. Um die jetzt vorgetragene Theorie durch ein Beispiel

zu erläutern, wollen wir sie auf den möglich einfachsten Fall an-

wenden und für ein nur aus zwei Kräften bestehendes System die

zwei Hauptaxen zu bestimmen suchen.

Seien demnach (X, Y, Z), (X', Y', Z') die beiden Kräfte des

Systems und [x, y, 2), {x\ y , z) ihre Angriffspuncte. Zur möglich-

sten Abkürzung der Rechnung werde die Ebene der x, y so gelegt,

dass die erstere Kraft in ihr enthalten und die letztere mit ihr

parallel ist, und daher s, Z, Z' gleich Null sind. Zum Anfangs-

puncte der Coordinaten nehme man den Angriffspunct der ersten

Kraft selbst und setze daher noch x^ y gleich Null. Die noch will-

kürliche Ebene der x , z lege man durch den Angriffspunct der zwei-

ten Kraft, wodurch y' = Q wird.

Hiermit ergeben sich nach (1):
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A =X-\-X'
, B = y+ Y' , C =

F =^
, G=z'X' , H=x'Y',

F' = z'Y' , G'=0 , H' =
,

/ = , g = h = x'X'
;

und hieraus weiter nach (9)

:

X = — H^i , M= Ji^i
, N=hv— Gl — F'u

,

0^—F'l-{-G^i+Hv .

Wie man leicht findet , reduciren sich damit und wegen C =
die zwei aufzulösenden Gleichungen (14) und (15) zwischen X, u, v

auf:

[ÄF' — BG) [V- + ^i'-) —[AH— Bh) Iv = ,

{AH—Bh)fi =
;

und wenn man darin für A, B, G, H, F', h ihre Werthe, durch

X, ..., z ausgedrückt, setzt:

I. (X y — X' Y) [z (A^ + u^) — x'l v\ = Q
,

II [XY'— X'Y]x'^L = .

Im Allgemeinen, d. h. ohne Voraussetzung einer besonderen Be-
schaffenheit des Systems, ist daher zufolge II:

/< = .

Hiermit wird I im Allgemeinen

:

z'k-— x'Xv = ,

also entweder

A = , oder z'l— x'v = .

Für die eine der beiden Hauptaxen sind daher

A = , « ^ , und mithin v = i \

für die andere aber verhalten sich

l:ti:v = x':{):z' .

Die eine Hauptaxe steht daher auf der Ebene der x, y, d. i.

auf einer mit den beiden Kräften parallelen Ebene, rechtwinklig,

und die andere ist parallel mit der Geraden durch die Angriffspuncte

(0, 0, 0) und [x, 0, z') der beiden Kräfte.

Die Gleichungen selbst, welche den Hauptaxen zugehören, lassen

sich nun folgendergestalt finden. Mit Anwendung der Werthe 0, 0, 1

für A, ,u, V, reduciren sich die für gegenwärtiges System bereits

bemerkten Werthe von i, 31, N, auf:

L = {) , 31=0 , N= h
, = H .

Hiermit, und weil C=0, werden die Gleichungen (12):

=
i' , h = At] — B^ , H=A§-^Brj.

14*
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Die Gleichungen (10) werden:

und man erhält damit:

h = Ax, + By, , H=—Ay,+Bx,
,

als die Gleichungen der einen Hauptaxe. Sie gehören einer Ge-

raden an, welche die Ebene der a:, y rechtwinklig in dem Puncte

schneidet, dessen Coordinaten

_ Ah-\-BH _ Bh—AH
^1 — J_1^ ßl ; 1/i — ^2 ^ ^-2

sind, und man erkennt bei Vergleichung derselben mit den Formeln

in §. 125, dass dieser Punct kein anderer, als der Mittelpunct des

auf die Ebene der x, y projieirten Systems ist. Denn die dortigen

A^ B^ h haben hier die nämliche Bedeutung, und das dortige

N^'^[xY— yX) ist einerlei mit dem hiesigen H— H'=H, weil

H' = ist.

Was die andere Hauptaxe anlangt, für welche u = ist, und

sich X: V = x' : z . also auch gleich h : G verhalten, so werden damit:

Z = , 3/= , iV^=0
;

folglich nach (13):

1 = 0, ,; = , r = ;

und hiermit nach (10):

2/,
= , x^z —z^x' = ,

welches die Gleichungen für eine Gerade sind, die durch die Puncte

(0 , , 0) und [x , , z) , d. i. durch die AngrifFspuncte der beiden

Kräfte, geht.

Ein nur aus zicei Kräften hestehendes System hat demnach im

Allgemeinen zicei verschiedene Hauptaxen. Die eine derseihen steht

normal auf einer Ebene, ivelche mit den heiden Kräften parallel ist^

und trifft diese Ebene in dem Mittelpuncte der zicei auf die Ebene

rechticinJclig projieirten Kräfte, Die andere Hauptaxe geht durch die

Angriffspuncte der beiden Kräfte.

Ausnahmen hiervon finden statt:

1) Wenn ä;' = ist, d. h. wenn die Gerade durch die beiden

Angriffspuncte auf jeder der beiden Kräfte normal steht. Denn da-

mit wird die Gleichung II identisch, und I reducirt sich auf

t} + n- ^= 0; folglich ist immer

A = , .« = , v=\ .

In diesem Falle coincidiren also die beiden Hauptaxen mit jener

Geraden.

i
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2) Wenn x' und z beide gleich Null sind, d. h. wenn die

zwei Kjräfte einen gemeinschaftlichen Angriffspunct haben. Alsdann

werden die Gleichungen I und II für alle Verhältnisse zwischen A,

|ii, V erfüllt, und jede durch den gemeinsamen Angriffspunct gehende

Gerade besitzt die Eigenschaft einer Hauptaxe.

3) Wenn X Y' = X' Y, d. h. wenn die zwei Kräfte parallele

Richtungen haben. Denn auch hier bleiben die Verhältnisse zwi-

schen X
, 1^1, V unbestimmt, und jede durch den Mittelpunct der zwei

parallelen Kräfte gelegte Gerade ist eine Hauptaxe.

Ist z allein gleich Null, hat man also zwei einander nicht

parallele auf zwei verschiedene Puncte in einer und derselben Ebene
wirkende Kräfte , so reducirt sich I auf ).v = , und es ist folglich

entweder

/ = , ,« = , V = \ ,

oder

/. = 1 , u = , V = .

In diesem Falle gibt es daher, wie im Allgemeinen, und wie auch

zu erwarten stand, zwei Hauptaxen. Die eine derselben ist ein auf

der Ebene der Kräfte in dem Mittelpuncte der letzteren errichtetes

Perpendikel; die andere ist die Verbindungslinie der beiden An-
griffspuncte (0, 0, 0) und (.r', 0, 0), und fällt daher jetzt mit der

Axe der x zusammen.

§. 141. Dass, wenn ein der Wirkung nur zweier Kräfte unter-

worfener Körper um eine der beiden in §. 140 gefundenen Axen ge-

dreht wird, die zwei Kräfte gleichwirkend mit zwei an der jedes-

maligen Axe selbst angebrachten Kräften bleiben, die von unver-

änderlicher Lage und Intensität sind,

dies ist für die Axe, welche durch

die AngrifFspuncte der zwei gegebe-

nen Kräfte geht, von selbst klar.

Dass aber dasselbe auch für die

andere Axe gilt, M'elche auf der mit

beiden Kräften parallelen Ebene

normal steht, erhellt ohne Hülfe des

Calculs auf folgende Weise.

Seien PQ und P' Q! (vergl.

Fig. 44) die beiden Kräfte, P und

P' ihre Angriffspuncte, MN eine

durch PQ gelegte und mit P'
Q'

parallele Ebene. RS sei die rechtwinklige Projection von P' Q' auf

MN, und ET=SR in der Verlängerung von SB. Von PQ und

Fig. 44.
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HS sei -4 der Mittelpunct und jiF die E-esultante. Alsdann sind

bei der Drehung um eine in A auf 31N normal errichtete Axe AB
cUe Kräfte PQ und P'Q' gleicliAvirkend mit PQ, PS, P' Q' und

PT, also gleiehwirkend mit der an der Axe selbst angebrachten

Kraft AF und dem Paare P'Q', PT. Da die Angriifspuncte P' , R
der Kräfte dieses Paares in einer Parallelen mit der Axe AB liegen,

so bleibt die Ebene des Paares bei der Drehung sich parallel, mithin

seine Wirkung ungeändert und eben so gross als die Wirkung eines

ihm parallelen Paares, welches dasselbe Moment hat, und von dessen

Kräften die AngrifFspuncte in ^ J5 fallen. Sind daher B C, AD die

Kräfte dieses neuen Paares, so sind PQ und P'Q' bei der Drehung
des Körpers um AB fortTvährend gleichwirkend mit den an AB
selbst angebrachten Kräften AF, BC, AD, d. i. mit den zweien

AG, BC, wenn AG die in A angebrachte Resultante von AF und
AD ist.

Wiewohl nun hiermit auch synthetisch erwiesen worden, dass

die zwei vorhin durch Analysis gefundenen Axen die den Haupt-
axen zukommenden Eigenschaften besitzen, so erhellt doch aus die-

sen synthetischen Betrachtungen noch keineswegs, dass ausser die-

sen zwei Hauptaxen keine dritte existirt. Eben dieser Umstand
aber wird uns sogleich zu neuen, für die Theorie der Hauptaxen

überhaupt sehr fruchtreichen, Folgerungen hinleiten.

§. 142. Auf den in den §§. 140 und 141 umständlich betrach-

teten Fall, wenn das System nur aus zwei Kräften besteht, lässt sich

auch der zusammengesetztere Fall zurückführen, wenn alle auf den

Körper wirkenden Kräfte P, P' , P", . . . einer und derselben Ebene

parallel sind. — Man ziehe in dieser Ebene zwei unter beliebigem

AYinkel sich schneidende Gerade und zerlege parallel mit denselben

jede Kraft in ihrem AngriiFsiJuncte in zwei andere: P in X und Y,

P' in X' und Y' , u. s. w\ Von den parallelen Kräften X, X', ...

suche man den Mittelpunct, welcher A heisse; ebenso von den pa-

rallelen Kräften Y, Y' , ... den Mittelpunct B, und setze noch

X 4- X' -f- . . . = X, und Y+Y' + ...= y, .

Alsdann sind, wie auch der Körper verrückt werden mag, die Kräfte

P, P' , ... gleichwirkend mit den Kräften X, X', ...; Y, Y' , ...,

und diese immer gleichwirkend mit den Kräften X, und Y^ , deren

Angriffspuncte resp. A und B sind. Dieselben zwei Hauptaxen,

welche dem Systeme der zwei Kräfte X, und Y^ zukommen, müssen

folghch auch den Kräften P, P', . . . angehören. Die eine Hauptaxe

der Kräfte P, P', ... ist daher AB; die andere steht auf der Ebene,
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mit welcher die Kräfte parallel sind, normal und trifft diese Ebene
in dem Mittelpuncte der auf sie projicirten Kräfte X^ und Y,, oder,

was auf dasselbe hinauskommt, in dem Mittelpuncte der auf die

Ebene projicirten Kräfte P, P' , ...

Ausser diesen zwei Hauptaxen gibt es keine dritte. Wie daher

auch in der Ebene, mit welcher P, P', ... parallel sind, die zwei

Geraden gezogen werden, mit denen parallel jede Kraft P in zwei

andere, X und Y, zerlegt wird, so muss doch immer der Mittelpunct

A der parallelen Kräfte X, X', ... und der Mittelpunct B der pa-

rallelen Kräfte Y, Y' , ... in eine und dieselbe Gerade fallen.

§. 143. Wir sind hiermit unerwarteter Weise zu einem merk-

würdigen Satze gelangt, der, unabhängig von dem Begriffe der

Gleichgewichtsaxen, sich auch ohne Zuhülfenahme der Theorie der-

selben beweisen lassen muss. Wir wollen diesen Beweis zuerst für

den einfacheren Fall führen, wenn die Kräfte in einer Ebene ent-

halten sind, wo der Satz folgendergestalt lauten wird:

Hat man ein Syste7n vo7i Kräften in einer Ebene und zerlegt Jede

Kraft an ihrem Jjigriffspimcte parallel mit zwei einander nicht paral-

lelen Piclitungen in der Ebene in zzvei a?idei'e, so ist die Gerade,

welche die zwei Mittelpuncte der mit der einen und der mit der ande-

ren Richtung parallelen Kräfte verbindet, immer dieselbe^ wie auch die

zwei sich schneidenden Richtungen in der Ebene genommen sein mögen;

oder, wie dieser Satz auch noch ausgedrückt Averden kann:

Werden durch die Angriffspuncte in einer Ebene wirkender Kräfte
Parallelen mit einer beliebigen Richtung in der Ebene gezogen und auf
diese Parallelen die Kräfte durch Parallelen mit einer anderen Rich-
tung in der Ebene 2irojicirt, so ist der Ort des Mittelpunctes der pro-
jicirten Kräfte eine gerade Linie.

Beweis. Zuerst ist klar, dass, w^enn mehrere parallele Kräfte

X, X', ..., mögen sie in einer Ebene enthalten sein, oder nicht,

auf Linien projicirt werden, die, mit irgend einer anderen Richtung
parallel, durch die Angriffspuncte der Kräfte gelegt sind, die proji-

cirten Kräfte H, 5', ... denselben Mittelpunct A, als die ersteren

Kräfte, haben. Dies folgt sogleich daraus, dass, um den Mittelpunct

eines Systems paralleler Kräfte zu finden, es schon hinreicht, die

Angriffspuncte der Kräfte und die Verhältnisse ihrer Intensitäten zu

einander zu kennen. Die Kräfte X, X', ... haben aber mit resp.

S, 5', ... einerlei Angriffspuncte, und vermöge der Natur der Pro-
jectionen stehen letztere Kräfte in denselben Verhältnissen zu ein-

ander, wie die ersteren; folglich u. s. w.
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Seien nun P, P', ... mehrere Kräfte in einer Ebene von be-

liebigen Richtungen. Man zerlege jede derselben in ilu-em Angriffs-

puncte parallel mit zwei unter beliebigem Winkel sich schneidenden

Richtungen in zwei: P in X und Y, P' in X' und Y', etc. und

sei von den parallelen Kräften X, X', ... der Mittelpunct A, von

Y, Y', ... der Mittelpunct B.

Man ziehe durch die Angriffspuncte Parallelen mit einer will-

kürlichen dritten Richtung in der Ebene und projicire auf sie

sämmtliche Kräfte P, P', ...; X, X', ...; Y, Y', ... durch Paral-

lelen mit irgend einer vierten Richtung. Heissen diese Projectionen

resp. n, TI\ ...; ä, ä', ...; H, H\ ... Alsdann fallen JT, P, H
in dieselbe Gerade, haben mit P einerlei AngrifFspunct und es ist,

weil X und Y, P zur Resultante haben, II die Resultante von H
und H (§.40), folglich Il^=B-\-II- Dasselbe gilt auch von den

Projectionen der übrigen Kräfte P', .... Das System der Kräfte JT,

JT', ... ist daher ganz identisch mit dem System 3", H , B\ H', ...

und hat mit ihm einerlei Mittelpunct. Nach dem vorliin Bemerkten

ist aber der Mittelpunct von S, S', ••• einerlei mit dem Mittelpuncte

A von X, X', — und der Mittelpunct von H, H', ... einerlei mit

dem Mittelpuncte ^ von Y, Y', .... Der Mittelpunct von ä, ä", ...

H, H', ... in Vereinigung, d. i. der Mittelpunct von JT, JT', ..., fällt

folglich immer in die Gerade AB, welches auch die Richtung sein

mag, mit welcher JT, TT', ... parallel laufen.

§. 144. Es lässt sich schon voraussehen, dass der Satz des

§. 143 auch auf ein System von Kräften im Räume sich ausdehnen

lassen und hier also lauten wird:

Zieht man durch die Angriffspuncte nach heliehigen Richtungen

im Baume wirkender Kräfte Parallelen mit irgend einer Biclitung [p]

und projicirt auf diese Parallelen die Kräfte durch Linieii, welche einer

und derselben Ebene parallel sind^ so ist der Ort des Mittelpunctes der

projicirten Kräfte eine Ebene.

Der Beweis hiervon ist dem vorigen ganz ähnlich. Sei P eine

der Kräfte des Systems. Man zerlege sie in ihrem Angriffspuncte

parallel mit drei beliebigen Axen in X, Y, Z, und verfahre ebenso

mit jeder der übrigen Kräfte. Seien resp. A, B und C die Mittel-

puncte der parallelen Kräfte X, der parallelen Y und der Z.

Die Projectionen von P, X, Y, Z auf die durch den gemein-

schaftlichen Angriffspunct dieser vier Kräfte mit der Richtung y; ge-

zogene Parallele seien JT, H, TT, ^ , so ist

JT=H-f-H-i-^^
,
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und daher der Mittelpunct aller IJ einerlei mit dem Mittelpuncte

aller ^, H und W. Zufolge des Satzes, Avelcher gleich zu Anfange

des Beweises in §. 143 aufgestellt wurde, hahen aber die Kräfte H
denselben Mittelpunct A, welcher den Kräften X zukommt, und
ebenso sind B und C die Mittelpuncte der Kräfte H und der Kräfte

"F. Folglich muss der Mittelpunct der parallelen Projectionen 11

mit A, B, C hl einer Ebene liegen.

§. 145. Den in den §§. 143 und 144 bewiesenen Sätzen gemäss,

wollen wir bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene die Ge-
rade der Ebene, in welche der Mittelpunct der mit irgend einer

Kichtimg parallelen Projectionen der Kräfte immer zu liegen kommt,

die Centrallinie, und bei Kräften im Räume die Ebene, in welche

der Mittelpunct der parallelen Projectionen stets fällt, die Central-
ebene des Systems nennen.

Jedes System von Kräften, — nur darf es weder im Gleich-

gewichte sein, noch sich auf ein Paar reduciren, — hat daher, je

nachdem es in einer Ebene oder im Räume enthalten ist, eine

Centrallinie oder eine Centralebene. Doch kann es auch geschehen,

dass bei einem Systeme in einer Ebene die Mittelpuncte A und B
von den X und den Y, also auch die damit identischen von den H
und den H, zusammenfallen, und daher der Mittelpunct der paral-

lelen Projectionen II immer derselbe Punet ist, und dass bei einem

System im Räume die Puncte A, B, C wo nicht coincidiren , doch

in eine Gerade zu liegen kommen, und folglich der INIittelpunct der

parallelen Projectionen immer in dieselbe Gerade fällt.

Letzteres geschieht unter anderen, vrenn, wie in §. 142, die

Kräfte des Systems einer und derselben Ebene parallel sind. Denn
liier kann jede Kraft nach zwei mit der Ebene parallelen Richtungen

in zwei andere, folglich das ganze System in zwei Systeme paralleler

Kräfte zerlegt werden, und es zeigt sich dann wie im Vorigen, dass

mit den Mittelpuncten dieser zwei Systeme der Mittelpunct der nach

irgend einer anderen Richtung projicirten Kräfte des ursprünglichen

Systems immer in einer Geraden liegt.

Bei ei7iem /Systeme mit ei?ier Ebene paralleler Kräfte^ desgleichen

hei Kräften^ die in einer und derselben Ebene wirken^ ist demnach die

Centrallinie des Systems die ei?ie Hauptaxe.

§. 146. Bei einem Systeme von Kräften im Räume ist in der

Centralebene des Systems eine Linie noch besonders zu beachten.

Zerlegt man nämlich jede Kraft P in X, Y, Z parallel mit drei

Axen X, y, z, von denen z auf der Centralebene normal ist, x und y
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aber in der Ebene selbst liegen, und sind A und B die Mittelpuncte

aller X und aller Y, so werden diese Puncte immer in dieselbe

Gerade der Ebene fallen, -wie auch die Axen x und y in der Ebene

genommen sein mögen, in die Centrallinie nämlich der mit derselben

Ebene parallelen Kräfte (X, Y, 0), (X', Y', 0), etc. Heisse diese

Gerade die Centrallinie der Centralebene.

Auf gleiche Art wollen wir auch, wenn von den mit der Central-

ebene parallelen Kräften X, X', ... und Y, Y', ... die einen auf

der Centrallinie normal, die anderen mit ihr parallel genommen

werden, den Mittelpunct der mit der Centrallinie parallelen Kräfte

den Centralpunct der Centrallinie nennen.

§. 147. Um hiervon eine Anwendung zunächst auf ein System

von Kräften P, P', ... in einer Ebene zu machen, setze man, nach-

dem jede Kraft P parallel mit zwei rechtwinkligen Coordinatenaxen

in X und Y zerlegt worden, die Coordinaten des Mittelpunctes der

Kräfte X gleich p, q, und die Coordinaten des Mittelpunctes der

Kräfte Y gleich p', q . Alsdann ist (§. lOS):

_^xX _ ^ijX ,_ '^xY ,_ ^ijY
P -V Y ' ^ V Y ' ^ "V Y ^ ^ ^ Y '

Die Gerade durch die Puncte [p, q) und (/>', q) ist die Central-

linie des Systems. Nehmen wir sie zur Axe der x, so werden q und

q gleich Null, also 3^X = und -?/Y= 0, und der Centralpunct

des Systems ist der Mittelpunct (/?, 0) der jetzt mit der Centrallinie

parallel laufenden Kräfte X. Wir wollen ihn zum Anfangspuncte der

Coordinaten wählen, und daher noch ^ = 0, also ^xX = setzen.

Hiermit wird

h = :^{xX + ijY) = o
,

und die Ausdrücke in §. 1 25 für die Coordinaten des ^Mittelpunctes

der Kräfte P, P', ... reduciren sich auf

BXf —AN
Vi

' A^ 4-5'- ' ^* A^ + B'-
'

wo A^'^X, B = ^Y und X'= ^xY. Es folgt hieraus:

Ax^ +By^ = ,

Avoraus wir ersehen, dass hei einem Systeme von Kräften in einer

Ebene, die durch den Centralpunct (0, 0) und den Mittelpunct (x^
, y^

der Kräfte., d. i. den Durchschnitt der einen Hauptaxe mit der Ebene

geführte Gerade die Besultante {A, B) der Kräfte reclitwinhlig

schneidet. Die andere Hauptaxe ist, wie schon bemerkt worden,

die Centrallinie selbst.
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§. 148. So wie bei einem Systeme von Kräften in einer Ebene

die beiden Hauptaxen mit der Centrallinie und dem Centralpuncte

in genauer Verbindung stehen, so lässt sich erwarten, dass auch bei

einem Systeme von Kräften im Räume eine solche Verbindung statt-

finden und sich daher unsere Rechnung sehr vereinfachen werde,

wenn wir bei der Wahl der Coordinatenaxen die Centralebene , die

Centrallinie und den Centralpunct zum Grunde legen.

Sei, wie im Vorigen, jede Kraft P des Systems in ihrem An-
griffspuncte (:r, y, z) in drei Kräfte X, Y, Z nach den Richtungen

dreier sich rechtwinklig schneidenden Coordinatenaxen zerlegt, und

seien in Bezug auf dieses Coordinatensystem [p^ q, r), [p . q\ r')

und (/j", q", r") die resp. Mittelpuncte der einander parallelen Kräfte

X, der Kräfte Y und der Kräfte Z. Alsdann ist mit Anwendung
der Bezeichnungen (1) in §. 137:

p =
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L = —Ha—G'v, 31 = — Fv, N=0,
= FI— G'^L + Hv

,

und die zwei Gleichungen (14) und (15) für die Verhältnisse zwischen

/., «, V werden nach Substitution dieser Werthe:

(14*) AF?,^ — {B G'— CH)!.r- + {AF—BG'+ CH)v^

+ AHv).— {A G'~ BF)lii = ,

(15*) AH^L-{-{AG'+BF)v = .

Letztere Gleichung kann als eine Gleichung zwischen recht-

winkligen Coordinaten A, j», v für diejenige Ebene angesehen werden,

welche, durch den Anfangspunct der Coordinaten gelegt, mit den

beiden Hauptaxen parallel ist (§. 139). Da in dieser Gleichung der

Coefficient von l gleich Null, und folglich die Axe der .r, d. i. die

Centrallinie, in dieser Ebene enthalten ist, so schliessen war:

Bei einein Systeme von Kräften im Baume sind die zwei Haupt-

axen der Drehung und die Centrallinie einer und derselben Fbene

par'allel.

Aus der Gleichung N= folgt noch in Verbindung mit (12):

Ar] — B$ = .

Für den Durchschnitt einer der beiden Hauptaxen mit der Ebene der

X, y oder der Centralebene ist z^ = {), und daher nach (10) in §. 139:

^ = —y,v
, /; = .r, V .

Hiermit wird jene Gleichung:

Ax^ +By^=0 .

Die Linie durch den Centralpunct (0, 0, 0) und den gedachten

Durchschnitt {x^
, y^, 0) macht folglich mit der Projection von

[A, B, C) auf die Centralebene, also auch mit {A, B, C) selbst,

einen rechten Winkel: und da dasselbe auch von der anderen Haupt-

axe gilt, so folgern wir

:

Die Puncte, in denen die Leiden Hauptaxen die Centralebene

schneiden^ liegen mit dem Centralpuncte in einer Geraden^ und diese

Gerade ist normal auf der Resultante aller Kräfte des Systems, wenn

diese jyarallel mit ihren Bichtungen ati einen und denselben Punct

verlegt loerden.

Man sieht ohne Mühe, dass dieser Satz die Erweiterung von

der in §.147 für ein System in einer Ebene gefundenen Eigen-

schaft ist.

§. 149. Ohne uns bei der näheren Bestimmung der Lage der

beiden Hauptaxen länger zu verweilen, wollen wir noch den spe-

ciellen Fall in Untersuchung ziehen, wenn die Kräfte des Systems
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eine einzige Kraft zur Resultante haben. Die Bedingungs-

gleichung dafür (§. 71), in den jetzigen Zeichen ausgedrückt, ist:

A{F—F') + B[G—G')+C{H—H'\=0
,

die sich bei der jetzt angenommenen Lage des Coordinatensystems,

wo F\ G, H' gleich Null sind, in

AF—BG'+CH=
zusammenzieht. Hiermit wird die Gleichung 14* :

AFI' — ^r) + AHvi— [A &'— BF) ?.u = .

Eliminirt man daraus v mittelst der unverändert bleibenden

Gleichung (15*), so kommt:

(^«) (f)
"^ AF'AG'^ BF; ' L ^

—^ •

Diese Gleichung, nach -.- aufgelöst, hat immer zwei reelle

Wurzeln, daher denn bei einem Systeme von Kräften, welche eine

einfache Resultante haben, es immer zwei reelle Hauptaxen der

Drehung gibt.

Nach §. 139 ist aber die Gleichung

y, ^'— ^K ,'^ = ?

in (10), wenn man darin für L seinen Werth aus (13) substituirt,

die Gleichung der Projection einer Hauptaxe auf die Ebene der a-, ?/,

und folglich V gleich der Tangente des Winkels dieser Projection

mit der Axe der .r. In der für ~ erhaltenen quadratischen Glei-

chung ist nun das Product aus ihren beiden Wurzeln, also das Pro-

duct aus den Tangenten der Winkel, welche die Projectionen der

einen und anderen Hauptaxe mit der Axe der x machen, gleich — 1,

und daher die Differenz beider Winkel einem Rechten gleich, woraus

folgt:

Die rechtwinkligen Projectionen der leiden Hauptaxen auf die

Centralehene schneiden sich unter rechten Winkeln.

§. 150. Um noch andere Eigenschaften der beiden Hauptaxen
eines Systems, welches eine einfache Resultante hat, kennen zu

lernen, wollen Avir die Resultante zu einer der Coordinatenaxen, z. B.

zur Axe der z, wählen. Hiernach müssen

J"'— F=0, G'—G=0, H'—H=0, A^Q. B =
sein, indem erstere drei Gleichungen die Bedingungen ausdrücken,

unter denen die Resultante durch den Anfangspunct der Coordinaten
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geht (§. 71), letztere zwei aber die Bedingungen, unter denen die

Resultante die Richtung der Axe der z hat. Hiermit werden:

L=fl — H^i—Gv, M=gu — Fv— Hl
,

JST^ /i^_ Gl—Fi.1, = 0,

und damit (14) und (15):

L^i — 311 = und iV^= ,

d. i.

//(A^ — ^i'-) — Gnv + Flv + {f~g)La = ,

hv— Gl— F[i = .

Die Elimination von v aus diesen zwei Gleichungen gibt:

,16.) ('iV--^'-g;+//!-g^ 4^-1^0,>*)
CiF- FG + Rh l

eine Gleichung, woraus ähnlicher Weise, wie aus (16), zu schliessen,

dass ein System mit einer einfachen Resultante immer zwei Haupt-

axen hat, und dass die Projectionen dieser Axen auf eine die Re-

sultante normal treffende Ebene (als die jetzige Ebene der x, y) sich

unter rechten AVinkeln schneiden.

Die Gleichungen (12), welche die Lage der Hauptaxen näher

bestimmen, werden jetzt:

L = — C^, M=C%, = C,

von denen die dritte : C = , d. i.

y,l— T^u = ,

zu erkennen gibt, dass jede der beiden Hauptaxen die Axe der z,

d. i. die Resultante, schneidet, Avie auch schon ohnedies einleuchtet.

Denn die zwei Kräfte (X^ , Yj , ZJ und (X,, Y^, Z^) , die, an den

Puncten {x^, y^^ z^] und [x^_, y^, z^) der Hauptaxe angebracht, zur

Herstellung des Gleichgewichtes und zu seiner Erhaltung während

der Drehung um die Hauptaxe erforderlich sind, müssen der ein-

fachen Resultante des Systems das Gleichgewicht halten, und dieses

ist nicht anders möglich, als Avenn sie beide, und folglich auch die von

ihnen getroffene Hauptaxe, mit der Resultante in einer Ebene liegen.

Da übrigens die zwei Kräfte bei der Drehung des Körpers um
die Hauptaxe ihre Lage nicht ändern, so wird auch die Resultante

ihre anfängliche Lage unverändert behalten und mithin die Haupt-

axe fortwährend in demselben Puncte schneiden.

Zur besseren Uebersicht wollen Avir noch die Ergebnisse dieses

und des §. 149 in folgendem Satze vereinigt darstellen.

Wenn ein auf eitlen freien Körper loirkendes System von Kräften

eine einfache Kraft zur ResiiUatite hat^ so lassen sich in der Richtung

dieser Kraft zwei Functe und ztcei durch diese Puncte gehende Axen
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angehen zon der Beschaffenheit^ dass , wenn der Körper um die eine

oder die atidere Axe gedreht icird^ icahrend die Kräfte auf ihre An-
griffspuncte mit unveränderter Richtwig und Intensität zu icirhen fort-

fahren^ das System mit einer einzigen Kraft ^ die 77iit der anfänglichen

Resultante der Lage und Intensität nach ide?itisch ist^ gleichicirkend

bleibt; dass folglich, icenn der Körper in dem einen oder dem anderen

Jener Puncte befestigt icird, ein Gleichgewicht entsteht^ welches durch

Drehung des Körpers um die dem Puncte zugehörige Axe nicht auf-

gehoben icird.

Diese zicei Axen haben übrigens eine solche Lage, dass erstens

ihre Projectionen auf eine die Resultante normal treffende Lhene, so

xcie zioeitens ihre Projectionen auf die Centralebene , sich rechtwinklig

schneiden, dass drittens eine mit den beiden Axen parallele Ebene

zugleich mit der Centrallinie parallel ist, und dass viertens die zwei

Puncte, ifi denen die Ce7itralebene von den Axen getroffen tcird, mit

dem Centralpuncte iti einer Geraden liegen, welche mit der Resultante

rechte Winkel bildet.

§.151. So wie es demnach bei einem Systeme paralleler Kräfte

in der im Allgemeinen ihm zukommenden einfachen Resultante einen

Mittelpunct, d. h. einen solchen Punct gibt, dass, wenn er fest ge-

macht wird, das dadurch entstehende Gleichgewicht bei beliebiger

Drehung des Körpers um diesen Punct nicht aufhört, so gibt es

ähnlicher AVeise bei einem Systeme nicht paralleler Kräfte, welche

sich auf eine einzige Kraft reduciren lassen, in dieser Resultante zwei

solcher Mittelpuncte, nur mit dem Unterschiede, dass jedem derselben

eine bestimmte Axe zukommt, um welche der Körper gedreht werden

muss, wenn das durch Festmachung des einen oder des anderen

Punctes erzeugte Gleichgewicht durch die Drehung nicht aufgehoben

werden soll.

Ist das System nicht anders als auf zAvei Kräfte reducirbar, so

reicht es zur Herstellung des Gleichgewichtes nicht mehr hin, einen

einzigen Punct fest zu machen, sondern es müssen dann zwei in

den zwei Resultanten genommene Puncte, oder die durch diese

Puncte gehende Gerade, unbeweglich gemacht werden, und solcher

Geraden, welche zugleich die Eigenschaft besitzen, dass, wenn der

Körper um sie gedreht wird, das Gleichgewicht fortdauert, und dass

die Drückungen, welche sie erleiden, ihrer Richtung und Stärke

nach unverändert bleiben, solcher Axen gibt es nach §. 139 ent-

weder zwei oder gar keine.

Wenn dagegen, was ausdrücklich noch bemerkt werden muss,

bloss dieses gefordert wird, dass durch Befestigung einer Axe des



224 Lehrbuch der Statik. Erster Theil. §. 152.

Körpers Gleichgewicht entsteht, und dieses Gleichgewicht bei Drehung

um die Axe fortdauert, und wenn nicht zugleich Unveränderlichkeit

der Richtung und Stärke des während der Drehung von den Kräften

auf die Axe ausgeübten Druckes verlangt wird, so kann die Axe

jeder beliebigen Richtung parallel sein.

Sei nämlich 3/iS' (Fig. 42,« auf p. 194) eine beliebig gegebene Ebene,

auf welcher die Axe normal sein soll. Nach §. 133 kann dann für jede

Kraft PQ des Systems substituirt werden: ihre Projection TU auf

MN, ihre Projection PS auf eine durch P mit der Axe gezogene

Parallele, und das Paar Pit, TO^ von dessen Kräften die Angriifs-

puncte P, T in einer Parallele mit der Axe liegen. Ist nun die

Axe fest, so können die Kraft PS und das Paar PR^ TO auch

während der Drehung des Körpers um die Axe keine Bewegung
hervorbringen. Denn die Ebene des Paares bleibt immer der Axe
parallel, und das Paar ist daher stets gleichwirkend mit einem Paare,

dessen Kräfte an der Axe selbst angebracht sind. Ist ferner AB
die Axe selbst, und nimmt man darin FG = PS^ so ist das Paar

PS, GF gleichwirkend mit dem Paare SG, FP (§. 20^ folglich PS
gleichwirkend mit FG und dem Paare SG^ FP. Die Kraft PS
kann mithin keine Bewegung erzeugen, da FG in der Axe selbst

wirkt, und die Kräfte SG, FP des Paares sowohl anfänglich, als

bei der nachherigen Drehung, die Axe immer treffen.

Bei Drehung des Körpers um die feste Axe AB ist daher die

in P angebrachte Kraft PQ von gleicher Wirkung mit der auf T
wirkenden Kraft T U, d. h. mit ihrer Projection auf irgend eine die

Axe rechtwinklig schneidende Ebene 3IN.

Soll demnach bei Drehung des Körpers um eine feste Axe,

welche auf der gegebenen Ebene 31N normal steht, immer Gleich-

gewicht herrschen, ohne Rücksicht darauf, ob der Druck, der auf

die Axe während der Drehung ausgeübt wird, stets derselbe bleibt,

oder nicht, so projicire man sämmtliche Kräfte mit ihren Angriffs-

puncten auf die Ebene MN und suche von diesen Projectionen den

^Nlittelpunct A; und es wird zufolge der Eigenschaft dieses Punctes

eine in ihm auf MN errichtete Normale AB die gesuchte Axe sein.

§. 152. Zusätze, a) Dass die somit bestimmte Axe bei der

Drehung im Allgemeinen einen veränderlichen Druck erleidet, ist

leicht einzusehen. Denn dieser Druck wird hervorgebracht von den

Resultanten 1) der Kräfte TU, 2) der Paare PB, TO, 3) der Kräfte

FG und 4) der Paare SG, FP. Nun bleiben die drei ersteren Re-

sultanten, und folglich auch der von ihnen auf die Axe ausgeübte

Druck, unverändert. Denn der Hypothese zufolge geht die Resul-
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tante aller TU fortwährend durch A selbst und ändert weder ihre

Richtung noch Intensität. Die Paare PR, TO bleiben bei der

Drehung immer der Axe und sich selbst parallel und wirken daher

auf die Axe unausgesetzt auf dieselbe Weise. Eben so wenig können
die längs der Axe selbst gerichteten Kräfte FG ihre Wirkung än-

dern. Dagegen werden die Paare SG, FP, und folglich auch ihre

Resultante bei der Drehung des Körpers um einen eben so grossen

Winkel mit gedreht und drücken daher die Axe nach immer ande-

ren Richtungen. — Nur dann also, wenn letztere Paare SG, FP
sich das Gleichgewicht halten, ist die Axe fortwährend demselben

Druck unterworfen; sie ist dann eine Hauptaxe der Drehung.

h) Unter allen Richtungen, mit denen die feste Axe parallel

sein kann, ist allein die Richtung der Hauptlinie des Systems (§. 82)

ausgenommen. Denn die Projectionen der Kräfte auf eine die

Hauptlinie rechtwinklig schneidende Ebene reduciren sich im All-

gemeinen auf ein Paar, und es ist daher unmöglich, durch Befesti-

gung der Hauptlinie oder einer mit ihr parallelen Axe Gleichge-

wicht zu erhalten.

Ist ein solches Paar nicht vorhanden, sondern halten sich die

Projectionen das Gleichgewicht, so hat das System eine einfache

Resultante, deren Richtung die der Hauptlinie ist. Alsdann wird

zwar durch Befestigung einer mit der Hauptlinie parallelen Axe ein

anfängliches Gleichgewicht hervorgebracht; dasselbe geht aber so-

gleich bei der nachherigen Drehung verloren. — es müsste denn
von den sich das Gleichgewicht haltenden Projectionen der Angriffs-

punct einer jeden der Mittelpunct der jedesmal übrigen sein. Denn
in diesem speciellen Falle hat jede mit der Hauptlinie parallele Axe
die Eigenschaft, dass, wenn sie unbeweglich gemacht wird, ein auch

bei der Drehung dauerndes Gleichgewicht entsteht.

§. 153, Der Vollständigkeit wegen ist noch zu untersuchen

übrig, ob und w^ann sich bei einem Systeme, welches mit einem
Paare gleichwirkend ist, Hauptaxen der Drehung angeben lassen.

Alsdann sind A, B^ C gleich Null, und die Gleichungen (12) redu-

ciren sich hiermit auf:

i = , J/ = , K =0
, = \)

d. i. wegen (9)

:

//. — Ha — G'v =
,

,,_, gu— Fv —H').= ,

hv— Gl —F'ü = ,

[F — F')X ^ {G — G'. u -\- {H— B')v = .

Mob ins "Werke III. J5
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Hiermit haben Avir vier Gleichungen zwischen den zwei die

Richtung der Hauptaxe bestimmenden Verhältnissen /. : u und u: v,

jede vom ersten Grade, erhalten: die Coordinaten der AngrifFspuncte

der zwei hinzuzufügenden Kräfte aber sind ganz herausgegangen.

Dies führt uns zu der Folgerung:

Bei einem Systeme, tcelches sich auf ein Paar reducirt , sind nur

dann Hauptaxen der Drehimg vorhanden, wenn die zwei Gleichungen

erfüllt icerden^ tcelche nach Elimination von A, «, v aus den vier

Gleichungen (17) hervorgehen ; und kann, wenn diesen zwei Gleichungen

Genüge geschieht^ jede Gerade, welche mit der durch X, [.i, v aus

ziceien der vier Gleichungen bestimmten Richtung parallel ist, cds

Hauptaxe dieneti.

Die hierzu nöthige Rechnung lässt sich dadurch noch sehr ver-

einfachen, dass man die Ebene des mit dem Systeme gleichwirken-

den Paares zu einer der Coordinatenebenen wählt. Nach §. 70 hat

die Ebene des resultirenden Paares, wenn sie durch den Anfangs-

punct der Coordinaten gelegt wird, die Gleichung:

[F—F')x+[G—G')y-\-[H—H')z = i) .

Nehmen wir daher diese Ebene zur Ebene der x. z, deren Glei-

chung ?/ = ist, so wird F= F' und H= H' . Hiermit reducirt

sich von den Gleichungen (17) die vierte auf

." = ,

d. h. die Hauptaxen sind mit der Ebene der x, z, also mit der Ebene

des resultirenden Paares, parcdlel; die drei ersten Gleichungen aber

werden

:

/;. — G'v = , Fv + H'/. = () , hv—Gl = 0,

und es müssen die drei hieraus folgenden "Werthe des Verhältnisses

/ ; V einander gleich sein, also

G' .f=F: - H^h: G
,

wenn Hauptaxen vorhanden sein sollen.

Beispiel. Bestehe das System nur aus zwei Kräften, welche

daher für sich ein Paar bilden müssen. Die Ebene dieses Paares

nehme man zur Ebene der x. z. und setze hiernach die Kräfte:

X, 0, Z), {—X, 0, —Z), und ihre AngrifFspuncte: {x, 0, z),

{x, 0, z']. Dies gibt nach (1):

G' = (x— x')Z, f={z — z')Z. F=0 , H=0,
h = {x— x')X, G = {z — z) X .

Da diese Werthe von G',f F, H h, G der vorigen Doppelpropor-

tion Genüge leisten, so hat gegenwärtiges System Hauptaxen : und da

II
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SO sind sie parallel mit der die AngrifFspuncte beider Kräfte verbin-

denden Geraden.

§. 154, Soll ein System, welches anf ein Paar reducirbar ist,

Hauptaxen des Gleichgewichtes haben, und sollen diese parallel mit

einer durch /, {.i, v gegebenen Richtung sein, so sind die vier Glei-

chungen (17) die Bedingungen, unter denen dieses möglich ist. Sollen

daher die Hauptaxen parallel mit der Axe der z sein, als für Avelche

l und II gleich Null sind, so hat man als Bedingungen:

G' = , F=i) , Ä = , H—H' = ,

d. i.

^xZ=0, 2yZ=0 , :^{xX + yY) = , ^{xY—yX) = .

Wegen der zwei ersteren , und weil zugleich 3Z = , müssen

die Projectionen der Kräfte auf Linien, die durch die Angriffspuncte

der Kräfte gelegt und mit der Axe der s, also mit den Hauptaxen,

parallel sind, für sich im Gleichgewichte sein. Aus den zwei letz-

teren Gleichungen aber folgt in Verbindung mit .2'X = und
.2' y= , dass die Projectionen der Kräfte auf eine die Hauptaxen

rechtwinklig schneidende Ebene einander das Gleichgewicht halten

müssen, und dass dieses Gleichgewicht bei Drehung der Ebene in

sich selbst, also auch bei Drehimg des Körpers um eine der Haupt-

axen, nicht verloren gehen darf (§. 122).

"Wir haben hiermit dieselben zwei Bedingungen erhalten, welche

im Obigen (§. 132) zur Fortdauer des schon anfänglich bestehenden

Gleichgewichtes bei der Axendrehung nöthig waren, und es erhellt

leicht, wie diese Bedingungen für den jetzigen Fall, ebenso wie

für den früheren, auch durch die in §. 133 angoAvendete Construction

hätten gefunden werden können. Auf ähnliche Art endlich, ^vie in

§. 151, zeigt sich auch hier, dass, wenn die Axe, um welche der

Körper gedreht werden soll, fest ist, und es nicht darauf ankommt,

dass sie einen der Richtung und Stärke nach unveränderlichen

Druck erfahre, schon die Erfüllung der ZAveiten Bedingung, oder das

fortdauernde Gleichgewicht zwischen den auf die normale Ebene

projicirten Kräften, hinreichend ist.

15*
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Neuntes Kaj)itel.

Von der Sicherheit des Gleichgewichtes.

§. 1 55. Wenn mehrere auf einen frei beweglichen Körper

wirkende Kräfte im Gleichgewichte sind, und der Körper um so

wenig, als es auch sei, aus seiner Lage gebracht wird, während die

Kräfte parallel mit ihren anfänglichen Richtungen und mit unver-

änderter Intensität auf ihre Angriffsj)uncte zu wirken fortfahren, so

hört das Gleichgewicht im Allgemeinen auf und die Kräfte suchen

den Körper entweder in seine anfängliche Lage zurückzubringen,

oder sie streben ihn noch mehr davon zu entfernen. Im ersteren

Falle wird das Gleichgewicht sicher, stabil, genannt, im letzteren

unsicher, nicht stabil.

Die Lehre von der Sicherheit des Gleichgewichtes, in ihrer gan-

zen Ausdehnung genommen, gehört nicht sowohl der Statik, als viel-

mehr der Mechanik an. Letztere Wissenschaft zeigt, dass, wenn das

Gleichgewicht sicher ist, und wenn der aus der Lage des Gleichge-

wichtes verrückte Körper durch die Kräfte in diese Lage zurückge-

bracht ist, er gleichwohl nicht darin verharrt, sondern vermöge der

erlangten GescliAvindigkeit sich eben so weit nach der entgegenge-

setzten Seite entfernt, aus der er dann abermals zurückgetrieben

wird und somit, gleich einem Pendel, um die Lage des Gleichge-

Avichtes hin und her Schwingungen macht. In der Natur werden

diese Schwingungen wegen der Reibungen, denen die Bewegung
des Körpers stets ausgesetzt ist, immer kleiner, hören zuletzt ganz

auf, und der Körper kommt in der Lage des Gleichgewichtes wieder

zur Ruhe.

So wenig nun auch diese Bewegungen ein Gegenstand der

Statik sein können, so vermag doch diese Wissenschaft Regeln an-

zugeben, mittelst deren sich in jedem besonderen Falle erkennen

lässt, ob das Gleichgewicht im Zustande der Sicherheit oder der

Unsicherheit ist.

§. 156. Um uns die Sache zuerst an dem einfachsten Beispiele

deutlich zu machen, Avollen wir auf einen Körper nur zwei Kräfte

P, , P2 wirken lassen. Ihre Angriffspuncte denke man sich in einer

I
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Verticalen liegend; A^ sei der tiefere, A^ der höhere Punct. Wegen
des GleichgeAvichtes, das zwischen den zwei Kräften stattfinden soll,

müssen sie einander gleich, und ihre Kichtungen ebenfalls vertical,

aber einander entgegengesetzt sein. Dieses ist auf doppelte Weise

möglich, jenachdem nämlich entweder die im oberen Puncte A^ an-

gebrachte Kraft P^ ii'ich oben und die im unteren Puncte A^ an-

gebrachte P, nach unten, oder P^ nach unten und P^ nach oben

wirkt, jenachdem also die zwei Kräfte ihre Angriifspuncte von ein-

ander zu entfernen, oder einander näher zu bringen streben.

Wird nun der Körper verrückt, und die Linie A^ A^ dadurch

aus der verticalen Lage gebracht, z. B. von der

Linken nach der Rechten gedreht, so bilden jetzt

die zwei Kräfte ein Paar, welches im ersteren

Falle einen Sinn von der Rechten nach der Lin-

ken hat, also die Linie A^ A^ in die verticale Lage

zurückzubringen strebt (vergl. Fig. 45, a), im letz-

teren Falle aber einen Sinn von der Linken nach

der Rechten hat und mithin die Linie von der

verticalen Lage noch mehr zu entfernen sucht

(vergl. Fig. 45, h). Im ersteren Falle ist mithin

das anfängliche Gleichgewicht sicher, im letzteren

unsicher, und Avir erhalten damit den Satz:

Das Gleichgevncht zmsche7i zwei Kräften ist

siclie7' oder unsicher^ Jenachdem die Kräfte ihre

Angriffspu7icte von einander zu entferjien oder ein-

ander zu nähern streben.

Fig. 45, a.

Fig. 45, 6.

§. 157. Zusätze, a) Zu noch mehrerer Er-

läuterung des voranstehenden Satzes kann folgende

Betrachtung dienen. — Wie auch die verticale

Linie AyA^ aus der verticalen Lage gebracht

werden mag, so wird dadurch der gegenseitige

Abstand ihrer Endpuncte, wenn man ihn nach verticaler Richtuno-

schätzt, immer verkleinert. Wenn demnach die zwei nach verticalen

Richtungen wirkenden Kräfte den Abstand der Endpuncte zu ver-

grössern streben, so werden sie den durch die Verrückung kleiner

gewordenen Abstand auf seinen anfänglichen grössten Werth und
die Linie A^A^ in ihre anfängliche Lage zurückzubringen suchen;

ihn aber noch mehr zu verkleinern und dadurch die Linie noch
mehr von der verticalen Linie zu entfernen suchen, wenn schon vor

der Verrückung das Streben der Kräfte auf Verkleinerung des Ab-
standes gerichtet w^ar.
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h) Die Bedingung für die Sicherheit des Gleichgewichtes zwischen

zwei Kräften kann man auch dadurch ausdrücken, dass die Rich-

tung von dem einen AngrifFspuncte A^ zum anderen A^_^ mit der

Richtung der auf den letzteren Avirkenden Kraft P^ , also auch die

Richtung von Ä^ nach A^ mit der Richtung von P^, einerlei sein

muss. Sind diese zwei Richtungen einander entgegengesetzt, so ist

das Gleichgewicht unsicher. Oder kürzer, indem wir diese Be-

dingungen analytisch ausdrücken:

Das GleichgeicicJit ist sicher oder unsicher, jenachdem das Product

A^ A^ . P^ = A^A^ . Pj

einen positiven oder negativen Werth hat.

c) Das zwischen zAvei Kräften bestehende Gleichgewicht hört

nur bei einer solchen Verrückung des Körpers auf, wodurch die

Richtung der die Angriffspuncte der beiden Kräfte verbindenden

Geraden geändert wird. Dreht man dagegen den Körper um diese

Linie als um eine Axe, oder bewegt ihn parallel mit sich fort, so

streben die zwei Kräfte den also verrückten Körper weder in seine

anfängliche Lage zurückzuführen, noch von derselben noch mehr zu

entfernen; das Gleichgewicht bleibt unverändert.

d) Wenn die zwei Angriffspuncte zusammenfallen, also die zwei

Kräfte auf einen und denselben Punct des Körpers wirken, so wird

ihr Gleichgewicht durch keinerlei Verrückung aufgehoben; ein sol-

ches Gleichgewicht wollen wir ein dauerndes nennen.

8. 158. Das in den §§. 156 und 157 behandelte Beispiel von

der Sicherheit des Gleichgewichtes, das einfachste, welches sich auf-

stellen lässt, wird uns zugleich als Grundlage für alle anderen Fälle

dienen, indem wir mit Hülfe der in den vorhergehenden Kapiteln

vorgetragenen Theorieen von dem Mittelpuncte der Kräfte und den

Axen des Gleichge-wichtes jedes zusammengesetztere System auf ein

System von nur zwei Kräften zurückführen werden. Wir wollen

auch hier dieselbe Ordnung befolgen, in welcher jene Theorieen

entwickelt worden sind, und daher zuerst die Sicherheit eines Systems

paralleler Kräfte in Untersuchung nehmen.

Seien P, P', P", ... mehrere mit einander parallel auf einen

Körper wirkende und sich das Gleichgewicht haltende Kräfte;

A^ A', A", ... ihre Angriffspuncte. Man suche von allen Kräften,

die eine P ausgenommen, den Mittelpunct, welcher A.^ sei, so sind,

wie auch der Körper verrückt werden mag, die Kräfte P\ P". ...

immer gleichwirkend mit einer einzigen in A, angebrachten Kraft

P. = P'+P"+... = —P ;
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folglich alle Kräfte des Systems P, P', P". . . . bei jeder Yerrückung
gleicliwirkend mit den zwei Kräften P und P^, deren Angriffspuncte

A und A^ sind. Mithin icird auch das Gleichgereicht zicischen

P, P' , P", . . . sicher oder unsicher sein . je nachdem es das Gleich-

gewicht zicischen P und P^ ist, Je nachdem also die Richtung von A^
nach A mit der Pichtmig ton P einerlei oder ihr entgegengesetzt ist.

Denken wir uns z. B. unter P', P", . . . die "Wirkungen der

Schwerkraft auf die einzelnen Theile eines Körpers, und ist daher

A:, der Schwerpunct und P, das Ge^^-icht des Körpers (§.110), P
aber die der Schwerkraft direct entgegen, also nach oben zu, wir-

kende und den Körper vor dem Fallen schützende Kraft, so muss

A:^A nach oben gerichtet sein, und folglich der Angriifspunct von

P über dem Schwerpuncte liegen , wenn das Gleichgewicht sicher

sein und sich bei einer Verrückung des Körpers von selbst wieder

herstellen soll.

§. 159. Um einen mehr symmetrischen Ausdruck für die Be-

dingung der Sicherheit des Gleichgewichtes z^^•ischen parallelen

Kräften zu erhalten, wollen wir die Kräfte parallel mit der Axe der

z eines beliebigen recht- oder schiefwinkligen Coordinatensystems

nehmen und daher durch (0, 0, Z), (0, 0, Z'), (0, 0, Z") , etc. aus-

drücken. Ihre xlngriiFspuncte seien [x, y, z]
,

[x'
, y\ z'), etc. Als-

dann ist erstens wegen des Gleichgewichtes (§. 73, Zusätze)

:

:^Z=0, ^.rZ=0, 2gZ=()
,

oder

z-f:^z'=o, xZ+ :^x'Z'={) , ijZ-{-^r/z'=() .

Sodann ist von den Kräften Z', Z", ... die Resultante:

p^ = :2Z'=~z

und die Coordinaten ihres Mittelpunctes A.^ sind '§. 108)

_ ^x'Z' _ 2y'Z' _ Iz'Z'

von denen sich, mittelst der vorhergehenden Gleichungen, .r^ und ?/,

resp. gleich x und y finden. A:,_ liegt daher, wie gehörig, mit dem
Puncte A oder (.r, ?/, z) in einer den Kräften parallelen Geraden,

und es ist

^zZ' ^zZAA

folsrlich

AA^ . P, =: — AA^ . Z = ^zZ .
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Das GleichgeAviclit ist demnach sicher, dauernd, oder unsicher, je

nachdem ^zZ positiv, Null, oder negativ ist.

Da das Product AA^ . P^ unabhängig von der Lage der Ebene

der x^ y ist, und mithin auch die Summe ^zZ sich nicht ändert,

Avie auch diese Ebene gelegt werden mag, so können wir das er-

haltene Resultat folgendergestalt in Worte fassen:

We?m man hei einem Systeme ton parallelen Kräften^ loelclie im

GleichgewicTite sind^ die RicJiümgen der Kräfte durch eine Ebene

schneidet und jede Kraft in den von dem Durchschnitte mit der Ebene

bis zu ihrem Angriffspuncte genommenen Theil ihrer Richtung mul-

tiplicirt, so ist die algebraische Summe dieser Producte für jede Lage

der Ebene von einerlei Grösse, und jenachdem sich diese Summe
positiv, Null, oder negativ ßndet^ ist das Gleichgeicicht sicher, dauerndy

oder unsicher.

§. 1 60. Ein System von Kräften, welche in einer Ebene nach

beliebigen Richtungen wirken und sich das Gleichgewicht halten,

wird bei Drehung der Ebene in sich selbst gleichwirkend mit einem

Paare von Kräften P, und P^, deren AngrifFspuncte A^ und A^^

willkürlich in der Ebene genommen werden können, deren Rich-

tungen und Intensitäten aber dadurch bestimmt werden, dass P^

und P^ ^'or der Drehung einander ebenfalls das Gleichgewicht hal-

ten, und dass A^A^ . P^ und h = 2{xX-{- yY] , d. i. die Momente
des Paares und des Systems nach einer Drehung der Ebene um
270" oder — 90°, einander gleich sind (§. 124). Wegen der stets

gleichen Wirkung des Paares und des Systems hat nun auch das

Gleichgewicht des Systems einerlei Beschaffenheit mit dem Gleich-

gewichte von P, und P^. Es ist daher das Gleichgeicicht des Systems

in Bezug auf eine solche Verrückung des Körpers, bei icelcher die

Ebe?ie, in der die Kräfte wirken^ sich parallel bleibt, sicher, dauernd,

oder unsicher, je nachdem A^^A^.P^, d. i. '2.[x')L-\-yY], positiv,

Null, oder negativ ist.

Zusatz. Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen des

Productes A^A^.P^ und der Beschaffenheit des Gleichgewichtes

von Pj und P^ lässt sich noch folgendergestalt nachweisen.

Nach einer Drehung der Ebene um 90° verwandeln sich die

zwei auf A^ und A^ wirkenden und sich anfangs das Gleichgewicht

haltenden Kräfte P, und P^ in ein Paar, dessen Moment gleich

— A^A^ . P,^ ist. Es ist nämlich A^A„_ die Breite des Paares, und
wenn P, anfangs die Richtung A^A„, also mit der Linie A^A^
einerlei Zeichen hat, so ist, wie die Anschauung lehrt, der Sinn des
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durch Drehung der Ebene entstandenen Paares dem Sinne der

Drehung selbst entgegengesetzt, mithin das Moment des Paares ne-

gativ. In diesem Falle, wo das Product A^A^ . P^ positiv ist, suchen

die Kj'äfte die Ebene zurückzudrehen, und das anfängliche Gleich-

geAvicht war folglich sicher.

Auf gleiche "Weise zeigt sich, dass bei einem negativen Werthe

dieses Products das Gleichgewicht unsicher ist.

§. 161. Die Summe Ä = 2'(a:X+ ^Y) lässt sich auch sehr

einfach geometrisch darstellen. Sie ist das Moment des Systems,

nachdem die Ebene in sich um
— 90° gedreht worden, und zwar

das Moment für einen beliebigen

Punct der Ebene, da das System

nach der Drehung mit einem Paare

gleiche Wirkung hat. Nach §. 115

ist aber dieses Moment einerlei mit

dem Momente des Systems, welches

entsteht, wenn man die Ebene un-

bewegt lässt, und jede Kraft, wie

AB (vergl. Fig. 46) um ihren An- Fig. 46.

griffspunct A um -f- 90° dreht. Sei

AC die Lage, in welche AB hierdurch gebracht wird. In Bezug-

auf den Punct M der Ebene ist das Moment von A C gleich

2.3IAC= -l.DAC
,

wenn MD ein von M auf AB gefälltes Perpendikel ist (§. 45, W
Nun verhält sich

DAC . ABC = DA : AB
(§.45, 1), und es ist der Dreiecksausdruck ^i? C positiv, weil der

Sinn, nach welchem sich die Seite AB um A drehen muss, um in

die Lage AC zu kommen und damit die Fläche des Dreiecks zu

beschreiben, einerlei mit dem vorhin bei der Drehung um 90° als

positiv angenommenen Sinne ist (§. 34, zu Ende). Das Dreieck DA C
ist daher positiv oder negativ, nachdem DA und AB einerlei oder

entgegengesetzte Richtungen haben, und es ist folglich auch dem
Zeichen nach das Moment von AC gleich

2.DAC=DA.AB .

Fällt man daher auf die Kräfte AB, AB', ... des Systems von

einem beliebigen Puncto M der Ebene Perpendikel MD, MD', ...,

so ist —DA. AB gleich dem Momente des Systems, nachdem jede

Kraft um 90° gedreht worden, also gleich h.
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Man ziehe noch von il/ an die Richtungen ^5, A'B'. ... gerade

Linien, welche sie resp. in E, E', ... treffen und daselbst mit ihnen

nach einerlei Seite einander gleiche Winkel gleich cc machen , so

dass , wenn man diese Winkel um den gemeinschaftlichen Punct JI

ihrer Schenkel ME, 3IE', ... dreht, bis diese Schenkel in eine

Gerade fallen, die anderen Schenkel -45, A'B', ... einander parallel

werden. Dem zufolge sind die Dreiecke MED, ME'U, ... ein-

ander ähnlich, und es verhalten sich die ED'zu. den entsprechenden

DM, also auch die Producte ED . AB zu den DM. AB. wie 1 zu

tang a, folglich auch

2ED . AB : ^DM. AB = \ : tang a .

Dadurch Avird

:^EA . AB = 2ED . AB + :^DA . AB
= cotang a.:iD3f.AB-{-^DA.AB
= 2 cotang a . ^MAB + h .

Ist nun das System anfänglich im Gleichgewichte, so ist, für

jeden Ort von M, ^MAB = 0, folglich die Summe :^EA .AB = h.

also von u unabhängig. Findet aber kein Gleichgewicht statt, so ist

2MAB nicht gleich Null, wenigstens nicht für jeden Ort von M, also

2EA . AB von a abhängig. Hiermit noch die Eigenschaften der

Summe h in Verbindung gesetzt, erhalten wir folgenden mit dem
für parallele Kräfte in §. 159 gefundenen ganz analogen Satz:

Hat man ein System von Kräften in einer Ebene, und zieht man

von einem Puncte M der Ebene an die Bichtungen der Kräfte gerade

Linien, welche die Bichtungen nach einerlei Seite zu unier einander

gleichen Winkeln gleich a schneiden, so ist, icenn sich die Kräfte das

Gleichgeicicht halten, und nur dann, die Summe der Producte aus Jeder

Kraft in den Theil ihrer Richtimg., welcher sich vom Durchschnitte

mit der an sie gezogenen Geraden bis zum Angriffspuncte der Kraft

erstrecht ,
eine bei jeder Lage von M und bei Jedem Werthe von cc

sich gleichbleibende Grösse, und Jenachdem diese Grösse positiv
,
Null,

oder negativ ist, ist das Gleichgewicht sichter, dauernd., oder unsicher.

^. 162. Bei der jetzt angestellten Untersuchung über die

Sicherheit des Gleichgewichtes zwischen Kräften, die in einer Ebene

enthalten sind, berücksichtigten wir bloss solche Verrückungen des

Körpers, wodurch die Lage dieser Ebenen nicht geändert wurde,

also Drehungen des Körpers um eine auf der Ebene normale Axe.

Die in Bezug auf eine solche Axe stattfindende ]5eschaffenhcit gilt
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aber im Allgemeinen nicht auch für jede andere auf der Ebene nicht

normale Axe , so dass von zwei Axen, welche einen "Winkel mit

einander machen, das Gleichgewicht rücksichtlich der einen sicher
sein kann, während es in Bezug auf die andere unsicher ist.

Bestehe das System z. B. aus vier Kräften P, P', Q, Q\ welche,

in einer Ebene wirkend, im Gleichgewichte sind. Dabei seien P
und P' für sich im Gleichgewichte, folglich auch Q und Q'; ersteres

Gleichgewicht, für sich betrachtet, sei sicher, letzteres unsicher.

Sind nun resp. A, A', jS, B' die Angriffspuncte dieser vier Kräfte,

und wird der Körper um AA\ als um eine Axe, gedreht, so bleibt

das Gleichgewicht zwischen den Kräften P, P', welche in der Linie

AA' wirken, unverändert, und die Kräfte Q, Q' verwandeln sich in

ein Paar, Avelches den Körper noch mehr aus seiner anfänglichen

Lage zu bringen strebt. Dreht man dagegen den Körper um BB'

,

so dauert das Gleichgewicht zwischen Q, Q' fort, die Kräfte P, P'
aber bemühen sich , den Körper in seine erste Lage wieder zurück-

zuführen. Das Gleichgewicht zwischen den vier Kräften ist daher

in Bezug auf die erstere Drehung unsicher, in Bezug auf die letztere

sicher, üebrigens sieht man von selbst, dass die hierbei gemachte

Bedingung, dass sämmtKche vier Kräfte in einer Ebene wirken,

keine wesentliche ist.

So wie dem jetzt betrachteten Systeme von Kräften nach der

Verschiedenheit der Yerrückung des Körpers Sicherheit und Un-
sicherheit zugleich zukommen kann , so gilt dieses , Avenige specielle

Fälle ausgenommen, unter denen ein System paralleler Kräfte der

merkwürdigste ist, auch von jedem anderen Systeme. Den Lihalt

der nächstfolgenden §§. soll daher eine ganz allgemeine Untersuchung

der Merkmale ausmachen, aus denen bei Kräften, die nach beliebigen

Richtungen auf einen frei beAveglichen Körper Avirken und im Gleich-

gewichte sind, die Sicherheit oder L'nsicherheit dieses Gleichge-

wichtes für eine gegebene Verrückung des Körpers erkannt werden

kann, — eine Untersuchung, die durch die §§. 135 und 136 im

achten Kapitel vollkommen eingeleitet ist.

§. 163. Jede Verrückung eines Körpers lässt sich in eine

parallele Fortbewegung und eine Drehung desselben um eine ge-

wisse Axe zerlegen (§. 130). Durch die parallele Bewegung wird das

Gleichgewicht nicht gestört , wohl aber im Allgemeinen durch die

Drehung, und wir haben daher auch gegenwärtig, wo die Sicherheit

untersucht werden soll, nur den zweiten Theil der Verrückung oder

die Drehung in Betracht zu ziehen.

Nun sahen wir in §. 136, c, dass, sobald der Körper um eine
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Axe gedreht wird, die vorher im Gleichgewichte befindlichen Kräfte

ffleicliAvirkend mit einem Paare werden , dessen Kräfte — P, und
— P^ man , ebenso wie die Kräfte des Systems , auf zwei bestimmte

Puncte A^^ und A^^ des Körpers mit sich gleichbleibender Richtung

und Stärke wirkend setzen kann. Je nachdem folglich das anfäng-

liche Gleichgewicht zwischen diesen zwei Kräften sicher oder un-

sicher ist, je nachdem also — P^.A^A^ eine positive oder negative

Grösse ist, wird auch dem Gleichgewichte des Systems Sicherheit

oder Unsicherheit beizulegen sein.

Es ist aber nach den Formeln [d], [h], [d], [e] in §. 135:

_ _ _ n^
-P,.^,A=-rP, = -Q_-—^^^^-^-^^^-py^ ,

von welchem Bruche der Zähler

^' = {f(p-Gip- Hyf + {9Z -H(p- Fipf

-\-{hip — Fx— GcpY' ,

also immer positiv, und nur dann gleich Null ist, wenn

ist, also nur in dem speciellen Falle, wenn das System eine Axe
des Gleichgewichtes hat und um diese gedreht wird. Der Nenner S
des Bruches findet sich

S= — D acp + ßx + y^) = {ffp — Gip— Hx)rp

+ [gX— Hcp — Fi}j]x+ [hip — Fx— G(p]xp .

Das GleicltgeiüicJd emes durch F, G, H^ f, g, h (§. 127, 4 tmd 7)

gegehene7i Systems ist demnach hei der Drehung um eine durch (p, Xj V^

ihrer Richtung nach gegebene Axe sicher oder unsicher^ je nachdem die

mit S bezeichnete Function dieser Grössen einen positiven oder 7iega-

tiven Werth hat.

§. 164. Lassen Avir die Drehungsaxe parallel mit der Axe der

z sein, so Averden r^ =
, ;^ = , i/' = 1 , und damit

S = h = ^[xX + ijY]
,

Avelches uns in Verbindung mit §. 160 folgenden Satz gibt:

Das Gleichgeicicht zwischen Kräften , die nach beliebigen Hich-

tungen auf einen frei beioeglichen Körper wirken , ist bei Drehung des

Körpers um eine Axe sicher oder unsicher, jenachdem es bei der

Drehung um dieselbe Axe das Gleichgeicicht zicischcn den Projectionen

der Kräfte auf eine die Axe rechtwinklig schneidende Fbene ist.

Es dürfte der Mühe nicht unwerth sein, zu untersuchen, wie

dieses einfache Resultat auch ohne Hülfe des obigen zusammenge-
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setzten Ausdrucks für S aus einfachen geometrischen Betrachtungen

hergeleitet werden kann.

1) Sei AB (vergl. Fig. 42, a auf p. 194;, wie in §. 133, die Axe
der Drehung, welche man sich, wie dort, vertical denke, MX eine hori-

zontale, die Axe in A schneidende Ebene und PQ eine der Kräfte des

Systems, welche sich das Gleichgewicht halten. Für PQ, und ebenso

für jede andere Kraft des Systems, substituire man ihre horizontale

Projection TU, das in einer verticalen Ebene gelegene Paar hori-

zontaler Kräfte PP, TO und die verticale Kraft PS.

2) Da die AngrifFspuncte P, T der Kräfte jedes Paares Pi?, TO
in einer Verticalen lieojen , so kann

man nach §. 136, e für jedes dieser r\—

Paare ein anderes setzen, dessen
jj

Kräfte ebenfalls horizontal sind und
\

ihre Angriffspuncte in zwei beliebigen
;

Stellen, z. B. in A und B, der verti- ^^

calen Axe haben. Sind demnach die

Horizontalen AC, BD (vergl. Fig. 42, b) Fig. 42, 6.

die Resultanten dieser auf A und B
wirkenden Kräfte, so bilden diese Resultanten ein Paar, welches mit

sämmtlichen Paaren PR, TO gleichwirkend ist.

3) Die Kräfte TU in der horizontalen Ebene sind vor der

Drehung für sich im Gleichgewichte (§. 133), und man kann daher,

wenn der Körper um AB gedreht werden soll, statt aller dieser

Kräfte zwei einander gleiche und direct entgegengesetzte in der

Ebene substituiren , wobei nur erfordert wird, dass das Product aus

der einen in den Abstand ihres Angriffspunctes von dem der anderen

gleich dem Moment der Kräfte TU ist, nachdem jede der letzteren

um ihren AngrifFspunct um 90" in der Ebene gedreht worden (§. 124

und §. 161). Da hiernach von den zwei für TU zu setzenden Kräften

die eine nebst ihrem AngrifFspuncte willkürlich genommen werden

liann, so sei A der Angriifspunct der einen und sie selbst, durch

^P vorgestellt, sei der ^ C gleich und entgegengesetzt ; hiermit finde

sich A^, als der Angriffspunct der anderen Kraft A^E^, gleich AC.
Anfangs und auch während der Drehung sind daher AE und A C
im Gleichgewichte und können folglich weggelassen werden. Die

Paare PR, TO und die Kräfte TU sind demnach fortwährend

gleichwirkend mit dem Paare A^E^, B D.

4) Was noch die verticalen Kräfte PS anlangt, so müssen sie

zu ihrer Resultante ein Paar haben , welches mit dem vorigen

A^E^, BD anfänglich das Gleichgewicht hält. Ist daher von allen

verticalen Kräften, die eine PS selbst ausgenommen, der Mittel-
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punct P, und die Resultante PiSy, so bilden PS und P^^'i dieses

resultirende Paar. Die Ebene desselben ist Avegen des Gleich-

o-ewichtes anfänglich mit der Ebene ABC parallel, und es hat, "vvie

auch der Körper verrückt werden mag, mit den verticalen Kräften

immer gleiche AYirkung.

Statt dieses Paares kann aber jedes andere gesetzt werden, das

mit ihm anfänglich gleicliAvirkend ist, und dessen Kräfte ebenfalls

vertical sind. Denn wenn zwei Paare, aus verticalen Kräften be-

stehend, einander gleiche Wirkung haben, und wenn der Körper,

an welchem sie angebracht sind, um eine verticale Axe gedreht wird,

so bleiben sie gleichwirkend , da durch eine solche Drehung die

sesfenseitige Lage ikrer Kräfte nicht geändert vvird.

Für das Paar PS^ P\'^'n dessen Kräfte in einer mit ABC paral-

lelen Ebene vertical wirken, kann man daher ein anderes setzen,

dessen Kräfte in Ay und B selbst angebracht sind. Seien Ayll und

BK (vergl. Fig. 42, b) diese Kräfte, und sei von A^By, AH die Re-

sultante Ayl, und von BD, BK die Resultante BL, so sind sämmt-

liche Kräfte des Systems bei der Drehung um AB stets gleichwirkend

mit Ayl und BL. "Wegen des anfänglichen GleichgeAvichtes müssen

aber letztere Kräfte anfangs einander direct entgegengesetzt sein, da-

her man die zu ihrer Bestimmung dienenden Puncto auch geradezu

findet, indem man durch B^ und D Verticalen legt, welche AyB in

I und L schneiden werden.

5) Nachdem somit die Kräfte des Systems rücksichtlich einer

Drehung um AB auf A^I und BL reducirt worden, ist nun das

Gleichgewicht des Systems in Bezug auf dieselbe Drehung sicher

oder unsicher, jenachdem es das Gleichgewicht zwischen A^I und

BL ist, also jenachdem A^B . BL positiv oder negativ, folglich auch,

weil A, E die Projectionen von B, L auf die horizontale Ebene

sind, jenachdem A^A.AE positiv oder negativ ist, d. h. jenach-

dem das Gleichgewicht zwischen den Projectionen TU der Kräfte des

Systems auf eine die Drehungsaxe rechtwinklig schneidende Ebene

sicher oder unsicher ist.

§. 165. Zusätze, a] Dass die Sicherheit des Gleichgewichtes

des Systems bloss von der Sicherheit des Gleichgewichtes zwischen

AE und^,^^, oder des Gleichgewichtes zwischen den Projectionen

der Kräfte auf die Ebene 3/iV abhängt, erhellt auch folgender-

gestalt. — Die Kräfte des Systems wurden in die horizontalen Kräfte

TU, in die Paare PR, TO und in die verticalen Kräfte PS zer-

legt, und diese drei einzelnen Systeme waren resp. gleichwirkend

mit den drei Paaren ^4P, A^E^] AC, BD, AJL, BK Von diesen



§. 165. Neuntes Kapitel. Von der Sicherheit des Gleichgewichtes. 239

Streben das zweite und dritte, sowohl anfangs, als auch Avährend der

Drehung um AB, die Axe AB selbst aus ihrer Lage zu bringen,

nicht aber den um die Axe aus seiner anfänglichen Lage gedrehten

Körper noch weiter vorAvärts oder zurück zu drehen. Eine solche

Drehung um die Axe können blos die Kräfte AE, A^E^ bewirken,

und diese sind es daher auch allein, von denen die Sicherheit des

Gleichgewichtes des ganzen Systems abhängt.

b) Wenn demnach das Gleichgewicht zwischen den horizontalen

Kräften TU sich dauernd findet, und daher diese Kräfte ganz weg-

gelassen werden können, mithin die Kräfte des Systems sich nur

auf die zwei Paare AC, BD und A^H, BK reduciren, so kann
man das Gleichgewicht des Systems weder sicher noch unsicher

nennen. Es ist aber auch nicht dauernd, da jene zwei Paare bei

der Drehung die Axe selbst aus ihrer Lage zu bringen streben.

Dieser specielle Fall begründet daher eine neue Art von Gleich-

gewicht, welches ich, um doch einen Ausdruck dafür zu haben,

neutrales Gleichgewicht nennen will.

Wollte man bei einem solchen Gleichgewichte für alle Kräfte

des Systems nur zwei substituiren, so müssten diese unendlich gross

und mit der Axe der Drehung selbst parallel sein. Denn je mehr
sich das Gleichgewicht zwischen den TU dem dauernden Zustande

nähert, und wenn immer, wie vorhin

,

A^E, = —AE = AC
genommen wird, desto näher rückt A^^ dem A. Desto mehr nähert

sich folglich A^B der verticalen Lage, und

A BBL = ~AJ=^^ .BD
* A^A

wächst ohne Ende.

Aendert sich das System allmählich so, dass der Punct A^ in

der Linie A C durch A von der einen auf die andere Seite von A
geht, so verwandelt sich das Gleichgewicht in ein unsicheres, wenn
es vorher sicher war, und umgekehrt. So wie man daher von dem
Positiven zum Negativen auf doppeltem Wege gelangen kann, das

einemal durch Null und das anderemal durch das unendlich Grosse,

so gibt es auch zwei Uebergänge vom sicheren zum unsicheren

GleichgcAvichte. Der eine ist das dauernde Gleichgewicht, wo gar

keine Kräfte , und der andere das neutrale Gleichgewicht , wo zwei

unendlich grosse Kräfte hinzuzufügen nöthig sind, wenn das Gleich-

gewicht bei Drehung des Körpers nicht verloren gehen soll.

c) Bei einer Drehung um eine überhaupt durch rp, x, ih gegebene

Axe Avird das Gleichgewicht des Systems neutral sein, Avenn die in
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§. 162, 3 mit S bezeichnete Function gleich Null, und nicht zugleich

D = ist, d. h. wenn nicht zugleich das System eine Axe des

Gleichgewichtes hat, und um diese der Körj)er gedreht wird. Denn
hiermit wird

Q = P., .A,A^^ = oo
,

also jede der beiden mit dem Systeme bei der Drehung gleich-

wirkenden Kräfte unendlich gross, und vermöge der aus (//j und [i]

in §. 135 iliessenden Formel:

also der Winkel, dessen Cosinus x ist, gleich Null, d. h. die Linie, in

welcher diese zwei Kräfte anzubringen sind, wird mit der Axe der

Drehung parallel (§. 136, h)\ — übereinstimmend mit dem Vorigen.

§. 166. Wie schon im §. 162 vorläufig bemerkt worden, kann
das Gleichgewicht eines und desselben Systems von Kräften nach

der verschiedenen Lage der Axe, um welche der Körper gedreht

wird, bald sicher, bald unsicher sein. Dasselbe gibt auch die den

jedesmaligen Zustand des Gleichgewichtes bestimmende Function

S =f(p^ + 9^ + W- — '^Fxxp— 2Gipcp — 2Hcpx

zu erkennen, die nach den verschiedenen Werthen, welche man den

die Richtung der Axe bestimmenden Grössen cp
, y, ip beilegt,

während F, G, II, f, </, h unverändert bleiben, im Allgemeinen bald

positiv, bald negativ ist. Um uns darüber näher zu unterrichten,

wollen wir diese Function zuvor auf eine einfachere Form bringen. —
Es ist

frp'-2Gip(p-2Hcpx=f{rp^-2 ^'^'^^^Up)

=f9
wenn man

[Gil>+Hy)

f

ßp-Gip-Hy,=ffp'
setzt. Hiermit wird

fS=f^^rp''-ff'ip^--h'y:--2F'xip ,

Avo zur Abkürzung

G^— hf=cj', H'^—fg = h', Ff+GH=F'
gesetzt sind. — Ferner ist

h'y:^ -\-2F'yip = h' (x + ^ ip)' —^ ^' •
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Sei daher noch

h'x + F'ip = liy; und F''-—rj'h'= f".^

so wird
7

' -f"

und es ist somit S durch Einführung der Veränderlichen fp' . y[ statt

f^, 7, als ein Aggregat von drei Quach-aten dargestellt.

Da nun nach der verschiedenen Lage der Drehungsaxe die

Werthe von ^, %^ ip, und daher auch die von cp', x, ^, in allen

möglichen Verhältnissen zu einander stehen können, so ist S immer
positiv, und folglich das Gleichgewicht für jede Drehungsaxe
sicher, wenn/, — h' und —/" zugleich positiv sind. Dagegen ist

S immer negativ, und das Gleichgewicht für jede Axe unsicher^
wenn /, h', f" negativ sind. Das Gleichgewicht ist demnach für

jede Axe von einerlei Beschaffenheit, wenn h' und f" negativ sind,

und zwar ist es sicher oder unsicher, nachdem f positiv oder ne-

gativ ist.

§. 167. Auf analoge Art, wie
ff',

h', F'
, f" aus/, ..., H ab-

geleitet worden sind, bilde man noch /', G' , H\ g", K\ so dass

überhaupt

(1) f'=F^--gh, (4) F'=Ff-\-GH,
(2) 9'=G''-hf, (5) G'=Gg+ HF,
(3) h'= H'—fg , (6) H' =m+ FG ,

(7) f"=F'-^-g'h',

(8) g"=G-'-h'f,
(9) W=H-'-fg.

Substituirt man in (7) für </', li , F' ihre Werthe aus (2
, (3), (4), so

kommt

:

(10) /"= nf ,

wo
R=--Fy+G'-g + H'-h + 2FGH—fgh

die symmetrische Function von/ g, h, F, G, H ist, welche, gleich

Null gesetzt, die Bedingung für das Vorhandensein einer Gleichge-
wichtsaxe ausdrückt (§. 131).

Ebenso erhält man:

(11) ff"=R9, (12) h"=Rh.
Sind nun h' und /" negativ (§. 166), so ist nach (7) auch g'

negativ, und daraus, dass g' , h' negativ sind, folgt nach (2) und (3),

Möbius Werke m. ^^^
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dass den Grössen f, g, h einerlei Zeichen zukommen. Nach (10),

(11), (12) müssen daher auch g", h" mit/" einerlei Zeichen, also das

negative, hahen, woraus wegen 'S) oder (9) noch folgt, dass ebenso,

wie g\ li\ auchf negativ ist.

Hiernach und wegen der Symmetrie in der Bildung der Grössen

y", g\ ]i", f , g\ li, schliessen Avir:

Wenn von den sechs Grössen f , g . Ji . f'\ g" . Ji' eine der drei

ersteren [z. B. Ji) und eine ihr nicht entsprechende der drei letzteren

[z. B. f") negativ sind, so sind es auch die vier ührigen, und f. g. h

hahen einerlei Zeichen. Das Gleichgereicht ist alsdann hei jeder Ver-

rückung des Körpers von einerlei Beschaffenheit., und zwar sicher oder

unsicher
.,

jenachdem das gemeinschaftliche Zeichen von f, g, h das

positive oder negative ist.

§. 168. Zwischen den Grössen i^, ..., H' und/, ..., K' finden

noch einige andere bemerkenswerthe Relationen statt. Um sie zu

erhalten, wollen Avir zu den Gleichungen [d) in §. 135, nämlich

r -f,p+Hy^ + Gxp = Da,
[d]

j
Hfp- gx +Fijj =Dß

,

\ Gff -\-Fx — hip = Dy
zurückkehren, welche a, ß, y durch cp, y,, ip ausdrücken, und da-

raus umgekehrt
(f , y , ip durch a, ß , y auszudrücken suchen. In

der That folgt aus diesen Gleichungen, wenn man sie, um y und i/'

zu eliminiren, mit a, b, c multiplicirt, hierauf addirt und zur Be-

stimmung von a.h.c

üH—hg -^cF= ,

aG + hF — ch =0
setzt:

{—af-\-hH-^cG)rp = D[au-{-hß + cy) .

Es fliesst aber aus den zwei ersten dieser Gleichungen:

a:h:c = —f : H' : G'
,

folglich, wenn man diese VerhältnissAverthe von a, h, c in der dritten

substituirt

:

{^) (
//' + Hn'+G G-) cp = D -fa + H'ß -f G'y) .

Substituirt man sie in den zwei ersten selbst, so kommen die

identischen Gleichungen

:

— Hf'—gH' -{-FG' = , — Gf + FH' — h G' = ,

und ähnliche identische Gleichungen erhält man bei der Elimination

von i/^, (p und (p , y aus [d).
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Nun wird vermöge {A)

ff-L-GG' + HH' = ,

^^enn a, ß, y Null sind. Unter derselben Voraussetzung ist daher

die Function yy*' + G^ G^' 4- ^-^^'j gleich Null gesetzt, das Resultat

der Elimination von cp, Xi ^ ^^^ (^^) ; ^- i- ^^^ den Gleichungen (8)

in §. 127. Sie muss daher, bis auf das Zeichen wenigstens, einerlei

mit der in §.131, 16 gefundenen und vorhin mit H bezeichneten

symmetrischen Function von F, G, H, f, g , h sein. In der That

ündet sie sich auch dem Zeichen nach von R nicht verschieden, also

ff' + GG' +HH' = R
,

und ebenso wegen der Symmetrie

gg' 4- HH' + FF' =E
,

hli -{-FF' +GG' =E .

Hiernach wird:

~f'a + H'ß -{-G'y = Rrp:D
,

und ebenso kommt:

H'a- g'ß -{-F'y = Rx :D
,

G'a + F'ß — h'y = Rip : D
,

nach Elimination von ifj, cp und von ^, / aus [d].

Diese Gleichungen lassen sich aber aus den vorigen [d) un-

mittelbar bilden, wenn man a, ß, y mit cp
, x, ip gegenseitig ver-

tauscht, F, G, H, / g, h in F' , G', H'
,
/', g' , h' und B in R:B

verwandelt. Es muss daher auch sein, indem man auf dieselbe Weise

mit den Gleichungen [d*] verfährt und die ebenso aus F', G' , H',f', g Ji

gebildete Function, welche R von F^ G. H, f, g, h war, gleich R'

setzt, also für R.D, R' :{R:D) schreibt, und wenn F", G", H"J\ g" , W
dieselben Functionen von F' ^ G' , H'

,

/"', ^', Ji bedeuten, welche

F' ^ G', H'
, f , g' , h' von P, G, H^ f, g, h sind:

( —f"'P + H"X + G"^ = R'D. a.R ,

(c/**) H"(p— g"x + F"ip = R'D.ß :R
,

l G"cp 4- F"x — h"ip = R'D. y -R .

"Wegen der Unabhängigkeit je zweier der drei Grössen r/i, /, \p

von einander müssen nun die Coefficienten derselben und der davon

abhängigen a, /?, y in den Gleichungen [d**] in denselben Verhält-

nissen zu einander stehen, wie in (c/), folglich:

f':f=H":H= G" : G = g" :
g' = F" : F= !>!'

: h = R' : R .

Durch Elimination von y aus den zwei Gleichungen:

R= ff-{- HH' +GG' ,

=~Hf'—gH' +FG'
16*
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folgt aber:

Es ist daher

und
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RH = h'H' + F'G' = H" .

R = R-

§. 169.

f"=Rf , / =Rg
,

h" =Rh ,

F"= RF , G"= RG , H"= RH .

§. 169. "Wenn die in §. 167 zu Ende bemerkten Bedingungen

nicht erfüllt werden, so kann S (§. 166) nach der verschiedenen An-
nahme von cp, X, ip bald positiv, bald' negativ, und folglich auch

Null werden. Alsdann bilden die durch die Gleichung &'= be-

stimmten Axen, sobald sie durch einen und denselben Punct, z. B.

den Anfangspunct der Coordinaten, gelegt werden, eine Kegel-
fläche des zweiten Grades, deren Spitze dieser Punct ist, und
deren Gleichung zmschen rechtwinkligen Coordinaten man erhält,

wenn man in der Gleichung S = diese Coordinaten für die ihnen

proportionalen
(f, x, ip substituirt.

Indem wir nun jetzt, und so auch in den folgenden §§., nur die

durch den Anfangspunct der Coordinaten gehenden Axen in Betracht

ziehen, — denn für je zwei einander parallele Axen ist das Gleich-

gewicht von einerlei Beschaffenheit (§. 163), — so ist für jede Axe,

welche in die Fläche des Kegels selbst fällt, /S*= (J , mithin Q = oo

und das Gleichgewicht neutral (§. 165, c). Für alle innerhalb des

Kegels fallende Axen hat *S' einerlei Zeichen, und das entgegengesetzte

für alle Axen, welche ausserhalb des Kegels liegen. Für die einen

Axen ist folglich das Gleichgewicht sicher und für die anderen unsicher.

So iverden demnach in dem allgemeinen Falle ^ ico das Gleichge-

tcicht bald sicher, bald unsicher ist^ die Axoi des einen von dene?z des

anderen durch eine Kegelßüche gesondert.

Ob aber die innerhalb dieser Fläche liegenden Axen, oder ob

die ausserhalb liegenden es sind, denen das sichere Gleichgewicht

zukommt, lässt sich ohne -weiteres nicht entscheiden. Denn behält

man die Angriffspuncte und Intensitäten der Kräfte bei, verändert

aber ihre Richtungen in die entgegengesetzten, als wodurch abermals

Gleichgewicht entsteht, so gehen die "Werthe von i% G, H, /, g, h in

die eben so grossen, entgegengesetzten über, mithin auch der Werth
von S, als einer linearen Function dieser Grössen. Die Gleichung

*S'=0 bleibt daher ungeändert, und folglich auch die Kegelfläche.

Bei solchen Werthen von r/i
, ^ , «/^ aber, bei welchen S vorher einen

positiven Werth hatte, erhält es jetzt einen negativen, und umge-
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kehrt. Wenn folglich beim ersteren Gleichgewichte den innerhalb

des Kegels fallenden Axen Sicherheit zukam, so gehört sie beim
letzteren den ausserhalb fallenden, und umgekehrt.

§. 170. Die Function S, welche hinsichtlich rp, y^ \p vom
zweiten Grade ist, und welche sich nach dem Vorigen im Allo-e-

meinen als ein Aggregat dreier Quadrate darstellen lässt, kann
in besonderen Fällen auch schon in zwei Quadrate auflösbar sein.

Alsdann muss auch die gleichgeltende Form

wo die ganze rationale Function R statt des vorigen f" :f geschrie-

Tjen worden, in zwei Quadrate sich zerlegen lassen. Dieses ist aber

wegen der gegenseitigen Unabhängigkeit von cf'^, y'^, ip^- nicht anders

möglich, als wenn einer der drei Coefficienten /, — h' :f, R: K die-

ser Quadrate Null ist. Nun kann nicht der erste gleich Null sein,

indem sonst der zweite gleich oo würde, und ebenso wenig kann es

der zweite sein, indem damit der dritte gleich oo würde. Mithin

"bleibt nur übrig, den dritten gleich Null zu setzen. Die Bedingung,

unter w^elcher S als ein Aggregat zweier Quadrate ausgedrückt wer-

den kann, ist demnach:

i^= ,

d. h. das System muss eine Axe des Gleichgeicichfes liaben.

Bei dem jetzt nur aus zwei Quadraten zusammengesetzten Aus-
drucke für S

S =Pp' - j yr = j [P r-- h'yr-)

sind nun drei Fälle zu unterscheiden, jenachdem nämlich die Coeffi-

cienten der zwei Quadrate entweder 1) beide das positive, oder 2)

beide das negative, oder 3) einander entgegengesetzte Zeichen haben.^

Im ersten Falle ist / positiv und h' negativ; und da, wegen
R = {). nach (10) und (11) in §. 167/" und / Null sind, folglich

nach (7) und (8) F"^ = g'K und G'- = IjJf ist, so sind auch g' und

f negativ, und nach (2) und (3) h und g positiv. Alsdann ist für

jede Axe das Gleichgewicht sicher, ausgenommen für diejenige, für

welche cp' = und y' = 0^ d. i.

ffp — Hx—Gip = und h'x-{-F'ip =
sind. Es ist aber die erste dieser zwei Gleichungen die erste der

drei Bedingungsgleichungen (S) in §. 127, wenn die durch rp, /, ii»

bestimmte Axe eine Gleichgewichtsaxe ist; und die zweite, für welche
man, weil jetzt R = 0, folglich
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H"=H'h' -\-F'G' =^
ist, auch

G'y^— H'xp =
setzen kann, entspringt durch Elimination von (p aus der zweiten

und dritten jener drei Gleichungen. Die aus
(f)
= und 7' =

hervorgehenden Verhältnisse zwischen (p^ y^, ^ gehören daher der

Gleichgewichtsaxe an, die dem Systeme gegenwärtig zukommt. Wird

aber die Gleichgewichtsaxe zur Axe der Drehung genommen, so ist

das Gleichgewicht dauernd.

Im zweiten Falle sind f und 7/ zugleich negativ, womit sich auf

ähnliche Art, wie vorhin, auch g, Ä, /', g negativ finden. Das

Gleichgewicht ist dann für jede Axe unsicher, ausgenommen, wenn

f/)' und 7' zugleich gleich Null sind, d. i. für die Gleichgewichtsaxe^

wo das Gleichgewicht Dauer hat.

"Wenn endlich drittens It positiv ist, und daher, wegen G'^ = li'f

und i^'- = y'A', auch /' und g positiv sind, so lässt sich S in zwei

Factoren auflösen:

s=-j [f<p + y/7

.

%) [fcp - n"
. x) .

Setzt man jeden dieser Factoren für sich gleich Null, drückt in

ihm cp' und 7' durch (p , 7, ip aus und substituirt x, y, z für cp, 7,

ip, so erhält man die Gleichungen zweier durch den Anfangspunct

der Coordinaten gehenden Ebenen. Für die Durchschnittslinie der-

selben sind beide Factoren zugleich gleich Null, also rp' = und
7' =

; mithin ist diese Linie die GleichgeAvichtsaxe.

Durch die zicei Ebenen wird nun der Raum in vier Theile ge-

theilt, welche paarweise einander gegenüber liegen ^ und jenachdem die

Axe der Drehung in dem einen oder anderen dieser Paare enthalten

ist^ ist das Gleichgewicht sicher oder unsicher. Für Axeti, icelche in

eine der beiden Fbeneti selbst fallen , ist das Gleichgetvicht neutral.

ausgenomme7i für die mit der Durchschnittslinie der Ebenen zusammen-

fcdletide Axe, für welclie es Dauer hat.

§.171. Es ist jetzt der noch speciellere Fall zu untersuchen

übrig, in welchem /S* sich auf ein einziges Quadrat reducirt. Dies

geschieht aber bei dem in §. 170 bereits auf zwei Quadrate zurück-

gebrachten Ausdrucke für S nur dann, wenn, nächst der für jenen

Ausdruck geltenden Gleichung H = , noch h' = ist, wodurch

^ =fv" = J [f^P -Hy-GxpY

wird. Mit R = werden aber F", G", H", f", g", h" sämmtlich
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gleich Null, woraus, wenn noch //'= 0, mittelst der Formeln in §. 167

und §. 168 leicht zu schliessen ist, dass auch F\ G', H'
, f, g Null

sind. Nach (4) in §. 167 ist alsdann

f=-GH.F,
und S erhält damit den symmetrischen Ausdruck:

Gegenwärtig ist also das Gleichgewicht für alle Axen von einerlei

Art, und ZAvar sicher oder unsicher, nachdem das Product FG

H

negativ oder positiv ist, oder, was auf dasselbe herauskommt, nach-

dem y, y, h, die jetzt einerlei Zeichen haben, positiv oder negativ

sind. Doch machen hiervon diejenigen Axen eine Ausnahme, für

welche S= ist , und welche daher in der Ebene liegen , deren

Gleichung

ist. Denn nach §. 134 sind, unter den jetzt stattfindenden Bedin-

gungen F'= 0, G'= 0, H'= 0, alle Axen dieser Ebene Axen des

Gleichgewichtes, und es ist mithin für jede derselben das Gleich-

gewicht von Dauer.

Zehntes Kapitel.

Von den Maximis und Minimis beim Gleichgewichte.

§. 172. Das Gleichgewicht zwischen mehreren auf einen frei

beweghchen Körper wirkenden Kräften besitzt, wie wir im neunten

Kapitel erkannt haben, die Eigenschaft, dass wenn der Körper um
eine Axe, sei es nach der einen oder nach der anderen Seite, o^e-

dreht wird, während die Kräfte auf ihre Angriffspuncte mit parallel

bleibenden Richtungen zu wirken fortfahren, die Kräfte beide Male
den Körper entweder der Lage des Gleichgewichtes wieder zu nähern,

oder beide Male ihn noch mehr von dieser Lage zu entfernen streben.

Die Analogie dieser Eigenschaft des Gleichgewichtes mit den Merk-
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malen der grössten und kleinsten Werthe einer veränder-
lichen Grösse fällt in die Augen. Denn hat man z. B. eine ebene

Curve und geht darin, nach welcher Seite man will, von dem Puncte

aus, welchem die grösste Ordinate zugehört, so nähert man sich jedes-

mal der Abscissenlinie , entfernt sich aber von ihr, wenn man den

Punct, dessen Ordinate die kleinste ist, zum Anfangspuncte wählt.

Es steht daher zu erAvarten, dass auch beim Gleichgewichte eine

gewisse Function der das System der Kräfte bestimmenden Grössen

ein Maximum oder jNIinimum sein werde, und dass, wenn diese

Function beim sicheren Gleichgewichte z. B. ein Maximum ist, sie

beim unsicheren als Minimum sich zeigen werde.

§. 173. In der That ist auch schon bemerkt worden (§. 157, a),

dass bei dem Gleichgewichte, welches zwischen zwei einander gleichen

und entgegengesetzten Kräften P^ und P, besteht, die Linie A^A^,

welche die Angriffspuncte der Kräfte verbindet, eine solche Lage

haben muss, dass sie, nach der Richtung der Kräfte geschätzt, ihren

grösstmöglichen positiven oder negativen "Werth hat. "Wird

nämlich die Richtung von P^ für die positive genommen, so muss

die hiernach geschätzte Linie A^A^, d. i. A^A^ cos [A^A^^^P^, beim

sicheren Gleichgewichte ein positives Maximum, beim unsicheren

ein negatives Maximum oder ein Minimum sein.

Es ist aber, wenn in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinaten-

system P^, P, und A^, A^ durch [X^, Y^, ZJ, (X,, Yj, ZJ und

(^1, y», z,), {x^, y^, z^) ausgedrückt werden:

A, A, . P, . cos {A, A.'-P,) = {X,- X,) X, + (y.- yj Y, + {z, - z,) Z,

= x^ X, -h x^ X, -\-y^Y^-\- y^ Y^ +z,Z,-\- z,Z, .

Mithin ist auch dieser Ausdruck, wenn die Coordinaten der An-

griffspuncte dergestalt veränderlich angenommen werden, dass die

gegenseitige Entfernung dieser Puncte

y{^.- ^^Y+ (y, - y,Y + {z,-z,Y

constant bleibt, beim sicheren Gleichgewichte ein Maximum und

beim unsicheren ein Minimum.

Liegen die zwei Kräfte und ihre Angriffspuncte in der Ebene

der a;, y, und wird der Körper so verrückt, dass die Puncte in dieser

Ebene bleiben, so ist es die Function

X, X, -f a;, X, -+- y, Y, -h y, Y, ,

welche beim Gleichgewichte ihren grössten oder kleinsten Werth hat.
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§. 174. Sowie wir im neunten Kapitel nach den Kennzeichen

für die Sicherheit des Gleichgewichtes eines nur aus z^-ei Kräften

bestehenden Systems die Sicherheit jedes anderen Systems heui-

theilten, so können wir auch gegenwärtig aus der eben gefundenen

Function, welche beim Gleichgewichte zwischen zwei Kräften ein

Maximum oder Minimum ist, die entsprechende Function für jedes

andere System herleiten.

Ist ein System von Kräften in einer Ebene im Gleichgewichte,

und bleibt es darin, auch wenn der Körper um eine auf der Ebene

normale Axe gedreht wird, so ist

(§. 122). Diese Gleichung wird aber nicht allein anfangs, sondern

auch während der Drehung selbst z\\-ischen den auf ein festes Axen-

system bezogenen und daher mit der Drehung sich ändernden Coor-

dinaten der Angriffspuncte bestehen, da jede neue Lage, in welche

das System dieser Puncto gegen die Kräfte versetzt "s^-ird, Gleich-

gewicht mit sich führt und daher als eine anfängliche betrachtet

werden kann.

Im Allgemeinen aber geht das anfängHche Gleichgewicht ver-

loren, und das System vrird gleichwirkend mit zwei Kräften P, und

Pj , welche nebst ihren AngrifFspuncten A^ und A^ so zu bestimmen

sind (§. 124), dass sie anfangs einander ebenfalls das Gleichgewicht

halten, und dass anfangs h = h^ ist, wo

und

h, = A,A, .P, = x, X, + y,Y, -f- X, X,-j-tj,Y,

{§.173).

Die Gleichung 7i = h^ besteht nun aus demselben Grunde , vrie

vorhin, auch während der Drehung, oder, allgemeiner ausgedrückt:

wenn die Coordinaten sämmtlicher Angriffspuncte so geändert werden,

dass die gegenseitigen Entfernungen dieser Puncte constant bleiben.

Denn das Gleichgewicht des neuen Systems, welches man erhält,

wenn man zu dem voriojen die Kräfte P, und P, , nach ent^es^en-

gesetzten Richtungen auf A^^ und A^ wirkend, hinzufügt, dauert

auch während der Drehung fort.

Da also unausgesetzt h = h^ ist, und da h^ beim sicheren Gleich-

gewichte von P^ mit P^, also auch beim sicheren zwischen (X, Y),

(X', y), ... ein Maximum, beim unsicheren dagegen ein Minimum
ist, so muss dasselbe auch von h gelten.

Beim Gleichgewichte zwischen Kräften iyi einer Ehetie ist dem-

nach die Function
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ein Maximum oder Minimum, und zwar ersteres heim sicheren, letz-

teres heim unsicheren Gleichgewichte.

§. 175. Auf ganz ähnliche Weise lässt sich auch bei einem

Systeme von Kräften im Räume eine Function ermittehi, die, wenn

die Kräfte sich das GleichgeAvicht halten, ein Maximum oder Mi-

nimum ist. Seien P, und P^ die beiden Kräfte, welche , an den

Puncten A^ und A^ angebracht, anfangs ebenso, wie die Kräfte des

Systems, mit einander im Gleichgewichte sind und bei der nach-

herigen Drehung um eine durch
(f^, x, ip bestimmte Axe mit dem

Systeme gieichwirkend werden (§. 136, <?), Kräfte also, die in den

entgegengesetzten Richtungen zu dem Systeme hinzugefügt, ein

System hervorbringen, welches bei der Drehung imi dieselbe Axe

sein Gleichgewicht nicht verliert. Alsdann muss sein (§. 127, 8] :

cp.:^{yY+zZ) =ip.:^xZ+x.^xY
,

y^ .^'^Z+xXi =cp.:^yX + ip.2tjZ
,

ip.:^[xX+yY) = x.^zY+ (f.2zX ,

Gleichungen, in denen sich das Summenzeichen ausser auf die Kräfte

des ursprünglichen Systems noch auf die Kräfte — Pj und — P»

erstreckt , und die , weil das Gleichgewicht zwischen — P, , — P^

und den Kräften des Systems fortdauert, nach demselben Schlüsse,

wie in §. 174, nicht allein bei den anfänglichen, sondern auch bei

den durch die Drehung veränderten Werthen der Coordinaten ihre

Gültigkeit haben.

Man multiplicire nun diese drei Gleichungen resp. mit (p, /, ip

und addire sie, so kommt mit der Berücksichtigung, dass

(pr-xX+fyY+ip-zZ+yip{yZ+zY)+ ipcp[zX+xZ)+(px{xY+yX)

= {(px-\-2y + ipz){cpX^yY+ipZ)
,

und dass

T + Z' + */^^- = 1

ist:

:^[xX + yY-^ zZ) = 3[(f/)x -\-iy-\- ip^){fp X -\-xY+ ipZ]]
,

eine Gleichung, welche eben so, wie die drei vorigen, nicht bloss

für den Anfang, sondern auch bei der nachherigen Drehung gilt.

Nun bleiben (p, /, ip und die Kräfte {X, Y, Z], {X', Y', Z'), ...,

während der Drehung unverändert. Ebenso bleiben es auch die recht-

winkligen Projectionen der Angriffspuncte auf die Drehungsaxe, als die

Mittelpuncte der von den AngrifFspuncten um die Axe beschriebenen

Kreise; mithin ändern sich auch nicht die Projectionen der vom

Anfangspuncte der Coordinaten bis zu den AngrifFspuncten gezogenen

1
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geraden Linien auf dieselbe Axe, und diese Projectionen sind gleich

'/^ \- ly -\- ipz, (px + y^y' -\-ipz', ... In Folge der zuletzt erhaltenen

Gleichung bleibt daher auch die Summe ^{xX-\- yY -\- zZ) con-
stant. Es ist aber diese Summe, wenn wir das Summenzeichen die

Kräfte des ursprünglichen Systems allein umfassen lassen, gleich

^{xX-\-yY-{- zZ) — {X, X, +:r,X, +3/,i; + y,Y, + z,Z,-\-z,Z,)
,

und sie erhält somit die Form einer Differenz. Die zwei diese con-

stante Differenz bildenden Summen müssen daher gleichzeitig ihre

grössten und kleinsten Werthe erreichen.

Nun hat die Summe

x^ X^ -\-x^_X„_-\-y^ Y^ + ^2 Y^. + z^Z^-\- 2;, Z,

ihren grössten positiven "Werth beim sicheren Gleichgewichte, und
ihren grössten, dem positiven absolut gleichen, negativen Werth beim
unsicheren Gleichgewichte zwischen P^ und P, (§• ^73), folglich auch
beim sicheren oder unsicheren Gleichgewichte zwischen den Kräften

des Systems.

Mithin ist auch die Summe

^[xX-^yY^zZ)
heim sicheren Gleichgewichte zwischen den Kräften des Systems ein

Maximum und beim unsicheren eiti Minimum.

§. 176. Auf noch kürzere Weise kann man zu diesem Resultate

gelangen, wenn man die in §. 174 erhaltene Formel für das Maxi-
mum oder ^Minimum beim Gleichgewichte eines in einer Ebene ent-

haltenen Systems zu Hülfe nimmt. Sind nämlich die auf die Puncte
[v, y, z), [x, y', z'), ... wirkenden Kräfte (X, Y, Z], (X', Y', Z'), ...

im Gleichgewichte, so sind es auch die Projectionen derselben auf die

Ebene der x, y, d. i. die auf die Puncte [x
, y, 0), ... wirkenden

Ki-äfte (X, Y, 0), ... (§. 6S), und es ist, wenn man den Körper um eine

auf dieser Ebene normale, d. i. mit der Axe der z parallele, Axe dreht,,

die Function ^{xX -{- yY) ein Maximum beim sicheren und ein Mini-

mum beim unsicheren Gleichgewichte der Kräfte (X, Y, 0), ... folglich

auch der Kräfte (X, Y, Z], ... {§. 164). Da ferner bei dieser Drehung
die Coordinaten z, ..., mithin auch die Summe ^zZ, ungeändert blei-

ben, so ist unter denselben Bedingungen auch 2{x X -{- yY-\- zZ)
ein Maximum oder Minimum. Es ist aber diese Summe, wenn wir

die Kräfte mit P, P', .... ihre AngriiFspuncte mit A, A', ... und den

Anfangspunct der Coordinaten mit bezeichnen, gleich

:^O^.P.cos {OAP)
,

und daher unabhängig von dem durch gelegten Systeme der

Coordinatenaxen, also ein Maximum oder Minimum, auch wenn der
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Fig. 47.

Körper um eine andere, mit der Axe der z nicht parallele Axe ge-

dreht wird.

Zusatz. Trifft ein von auf die Richtung von P gefällte.s

Perpendikel dieselbe in M (vergl. Fig. 47) , so ist

MA = OA . cos [OA^P]
,

und die vorige Summe wird gleich ^3IA.P. Wird hierauf der

Körper verrückt, und geht damit A nach A^ fort, und ist 3I^ der

Fusspunct des von auf die nunmehrige Richtung

von P gefällten Perpendikels, so verwandelt sich

die Summe in :23f^A^.P. Weil aber die Rich-

tungen von P in der ersten und zweiten Lage des

Körpers einander parallel sind, so ist 0M3I^ eine

auf der Richtung von P normale Ebene. Die Summe,

welche beim Gleichgewichte ein Grösstes oder ein

Kleinstes ist, mrd daher auch erhalten, wenn man
^M durch einen unbeweglichen Punct Ebenen legt,

welche die Richtungen der Kj:äfte rechtwinklig schnei-

den, hierauf jede Kraft in den Theil ihrer Richtung

vom Durchschnitte der letzteren mit der auf ihr nor-

malen Ebene bis zum Angriffspuncte der Kraft multiplicirt und diese

Producte addirt.

Weil die Richtungen der Kräfte sich parallel bleiben, so sind

die durch gelegten Ebenen ebenso, wie selbst, unbeweglich.

Man sieht aber leicht, dass man statt der in sich gemeinschaft-

lich schneidenden Ebenen irgend andere unbewegliche, auf den

Richtungen der Kräfte normale Ebenen setzen kann. Denn wird

die Richtung von P von einer auf ihr normalen und nicht durch

gehenden Ebene in N geschnitten, so ist der Unterschied

31A .P—NA.P = 31N. P
,

also constant, Aveil es sowohl P, als der gegenseitige Abstand 3IX
der beiden unbeweglichen Ebenen ist. Mithin ist auch der Unter-

schied der Summen 23fA.P und 2NA.P constant, und daher

die eine mit der anderen gleichzeitig ein Grösstes oder Kleinstes:

also :

Halten sich mehrere auf einen frei heioeglichen Körper xcirkende

Kräfte das Gleichgeicicht . und denkt man sich die Richtung Jeder

Kraft V071 einer unhetceglichen Ebene normal geschnitten und multipli-

cirt Jede Kraft in den Theil ihrer Michtung vom Durchschnitte der

auf ihr normalen Ebene bis zu ihrem Angriffspuncte^ so ist, icetin der

Körper um eine beliebige Axe, sei es nach der einen ^ oder nach dei'

anderen Seite, gedreht wird, die damit sich lindernde Summe Jener
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Producte heim anfanglichen Gleichgeicichte seihst ein Maximtmi oder

ein 3Ii?iimi(fn, und zicar ersteres , wenn das Gleichgexciclit in Bezug

auf diese Drehung sicher, letzteres , icenn es unsicher ist.

Das Princip der yirtuelleii CTescliwindigkeiten.

§. 177. Jede VeiTÜckiing eines Körpers kann in eine Axen-

(Irehung und in eine parallele Fortbewegung zerlegt "werden. Sind

nun die auf einen Körper wirkenden Kräfte im Gleichgewichte,

und mrd der Körper um eine Axe gedreht, so ist, wie eben gezeigt

worden, die Summe ^{xX-{- yY -{- zZ) für die Lage im Gleich-

gewichte selbst ein Maximum oder Minimum. "Wird aber der Körper

parallel mit sich fortbewegt, und nimmt alsdann der Punct, welcher

anfangs mit dem Anfangspuncte der Coordinaten zusammenfiel, den

Ort [a, h, c) ein, so Avird die gedachte Summe gleich

:E[{x -{- a)X+ [y + h)Y+ [z + c)Z\ = ^{xX+ yY -\- zZ)
,

wegen ^'X^O, ^F=0, 3Z=0 (§.66), und bleibt daher unge-

ändert. Deshalb und zufolge der bekannten Natur der Grössten und
Kleinsten wird daher die Summe überhaupt sich nicht ändern, wenn
der Körper aus der Lage des Gleichgewichtes um ein unendlich

Weniges auf irgend eine Weise verrückt wird, d. h. es wird

2{Xdx + Ydy + Zdz) =
sein, wofern nur die Differentiale dx, dy , dz, dx', dy', dz, ... so

genommen werden, dass die gegenseitigen Entfernungen der Puncte

[x, ?/, z), [x, y' , z), ... unverändert bleiben.

Es ist aber Xdx-\- Ydy -\- Zdz gleich dem Producte aus der

Kraft [X, y, Z] in den auf ihre Richtung projicirten Weg, den ihr

Angriffspunct [x, y, z) bei der unendlich kleinen Verrückung des

Körpers genommen hat; und wir können daher auch sagen:

Ist ein System von Kräften, welche auf einen frei heiceglichen

Körper wirken, im Gleichgeicichte, und tvird der Körper um ein wi-

endlich Weniges verrückt, so ist die Summe der Producte aus Jeder

Kraft in den nach ihrer Richtung geschätzten Weg ihres Angriffs-

punctes Jederzeit Null.

Die bei einem sich bewegenden Körper in einem unendlich

kleinen Zeittheile durchlaufenen Wege seiner Puncte sind den als-

dann stattfindenden Geschwindigkeiten der Puncte proportional.

Diese Wege, geschätzt nach den Eichtungen der Kräfte, welche an
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den die Wege beschreibenden Puneten angebracht sind , nennt man
daher die virtuellen Geschwindigkeiten der Punete; und der

Satz, welcher aussagt, dass die Summe der in die virtuellen Ge-
schwindigkeiten ihrer Angriffspuncte multiplicirten Kräfte beim

Gleichgewichte Null ist, heisst hiernach das Princip der vir-

tuellen Geschwindigkeiten.

§. 178. Die Reihe der Schlüsse, durch welche wir uns nach

und nach zu diesem Princip erhoben haben, ist ziemlich zusammen-

gesetzt. Da nun gleichwohl die Einfachheit des Princips einen der-

selben angemessenen Beweis wünschenswerth macht, und es auch

an sich interessant ist, zu sehen, wie das Princip in den einfachsten

Fällen sich bestätigt, so will ich noch folgenden möglichst kurzen

und anf den ersten Gründen der Statik hernlienden Beweis desselben

hinzufügen.

1) Seien P und F' (vergl. Fig. 48) zwei sich das Gleichgewicht

haltende Kj-äfte, A und A ihre Angriffspuncte, welche durch eine

Fi?. 48.

unendlich kleine Yerrückung nach B und B' kommen, so dass B
dem A und B' dem A unendlich nahe liegt, und BB'= AA' ist.

Die Projectionen von B und B' auf AA' seien C und C, so ist

wegen des unendlich kleinen "Winkels von B B' mit AA\

CC'=BB'=AA',

folglich AC^=A'C'. Wegen des Gleichgewichtes sind aber die

Kräfte P und P' einander gleich, und ihre Pichtungen in der

Linie AA' einander direct entgegengesetzt, also AC und A'C die

virtuellen Geschwindigkeiten ihrer Angriffspuncte. Nimmt man da-

her jede Kraft positiv, und die virtuellen Geschwindigkeiten positiv

oder negativ, nachdem sie mit den ihnen zugehörigen Kräften

einerlei oder entgegengesetzte Richtungen haben, so ist

P.AC+P'. A'C'= ,

und somit das Princip für den einfachsten Fall bewiesen.

2) Seien P, P', P", ... (vergl. Fig. 49) mehrere auf denselben

Punct A eines Körpers wirkende und sich das Gleichgewicht hal-

tende Kräfte. Durch eine Verrückung des Körpers komme A nach

B, und die Projectionen von B auf die anfänglichen Richtungen
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der Kräfte seien C, C, C", .... also AC, AC\ AC", die vir-

Fig. 49.

tuellen Geschwindigkeiten von A. Wegen des Gleichgewichtes ist

nun die Summe der Projectionen

der Kräfte auf die durch A und B
zu legende Gerade gleich Null, wie

ganz einfach aus dem Parallelepipe-

dum der Kräfte fliesst (§. 67, 2). Es

ist daher

P cos ff -\- P' cos cp'-{- . . . = ,

wenn
(f,

rp', ... die von P, P', . .

.

mit AB gebildeten Winkel bezeich-

nen. Zugleich ist aber

AC , AC

folglich auch hier:

P.AC+ P'.A C"+ P". A 6'"+ . . . = .

3) Treffen sich die Richtungen der sich das Gleichgewicht hal-

tenden Kräfte P, P', ... in einem Puncte A, wirken sie aber nicht

unmittelbar auf diesen Punct. sondern auf beliebige andere Puncte

ihrer Richtungen, so bringe man in A die resp. den Kräften P, P', ...

gleichen und direct entgegengesetzten Kräfte Q, Q', ... an, so dass

Q mit P, Q' mit P', ... und Q, Q', ... untereinander, eben so wie

P, P', ... untereinander, im Gleichgewichte sind. Verrücken wir

nun den Körper um ein unendlich Weniges und bezeichnen dabei

die virtuelle Geschwindigkeit des Angriffspunctes einer Kraft mit

dem Buchstaben aus dem kleinen Alphabete, welcher dem grossen

Buchstaben entspricht, womit die Kraft ausgedrückt ist, so haben

"ivir nach \ :

Pp+Qq =
, P'p'-!rQ'q'=0 ,

...

und nach 2)

:

Qq-\- Q'q'+Q"q"+... = ,

folglich wiederum

:

Pp + P'p'-\- P"p"+ . . . = .

4) Aus letzterer Gleichung folgt:

P'p'+P"p"+... = —Pp
,

d. h.: Bei mehreren nach einem Puncte gerichteten und sich nicht

das Gleichgewicht haltenden Kräften ist die Summe der in die vir-

tuellen Geschwindigkeiten ihrer Angriffspuncte multiplicirten Kräfte
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o-leicli dem Producte avis der Resultante in die virtuelle Geschw-indig-

keit ihres Angriffspunetes.

5) Bei drei Kräften, welche im Gleichgewichte und einander

nicht parallel sind, muss nach 3) das Princip der virtuellen Ge-

schwindigkeiten immer Gültigkeit haben, Meil dann die Richtungen

der Kräfte sich immer in einem Puncte begegnen.

6) Sind drei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, M
einander parallel, so zerlege man die eine derselben, P, in der Ebene,

worin sie alle drei enthalten sein müssen, in zwei andere ^S* und T,

welche nicht mit einander, folglich auch nicht mit P, Q, P, parallel

sind. Von Q und S sei die Resultante U, und von P und T sei

die Resultante V, so halten sich U und V das Gleichgewicht, und

es ist nach 4) und 5) mit Anwendung der in 3) gewählten Bezeich-

nungsart :

Pp^ Ss+Tt , Qq-\- Ss = Uu , Rr -\-Tt=Vv

und nach 1)

Vu-\-Vv = ,

mithin, wenn man diese vier Gleichungen addirt:

Pp+Qq-{-Pr =
;

das Princip ist folglich auch in diesem Falle gültig.

7) Betrachten wir jetzt ganz allgemein ein System von Kräften

P, P', P" ..., die, auf beliebige Puncte A, A', A", ... eines frei

beweglichen Körpers wirkend, im Gleichgewichte sind. Seien F, G, H
irgend drei andere Puncte des Körpers, welche nicht in einer Ge-

raden liegen. Vermittelst des Parallelepipedums der Kräfte zerlege

man die Kraft P nach den Richtungen AF, AG, AH in drei andere

Q, P, S\ eben so die Kraft P' nach den Richtungen AF, A'G, A'

H

in die Kräfte Q! , R' , S' ; die Kraft P" nach A'F, Ä'G, A"H in

die Kj-äfte Q", R", S"; u. s. w. Man setze hierauf die nach F ge-

richteten Kräfte Q, Q! , Q", ... zu einer einzigen Q^ zusammen; auf

gleiche Art bestimme man von den nach G gerichteten Kräften

R , R', .

.

. die Pesultante R^ , und von den nach H gerichteten

S, S', ... die Resultante lS^. Hiermit ist das ganze System auf die

drei Kräfte Q^, P,, S^ reducirt, welche sich daher ebenfalls das

Gleichgewicht halten müssen. Wird nun der Körper um ein un-

endlich Weniges verrückt, so haben wir nach 4) die Gleichungen;

Pp = Qq -j- Rr -{- Ss , P'p'= Q'q'-\- R'r'-^ S's' , etc.

Qq-{-Q'q'-\-...= Q,q, ,

Pr+ -ßV-f ... = R^)\
,

Ss -\- S's'-\- ... ^= S^S^
,
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und nach 5) oder 6), nachdem die Kräfte Q^, ^, , S^ sich in einem

Puncte treiFen oder einander parallel sind:

Die Addition aller dieser Gleichungen aber gibt:

P^i + Py+P>"+...=0
,

wie zu erweisen war.

§. 179. Der in §. 178 bewiesene Satz lässt sich auch um-
kehren, also:

Wenn Jederzeit^ tcte auch der Körper um ein unendlich Weniges

verrückt icerden mag , die Summe der in die virtuellen Geschtvindig-

keiten midtiplicirten Kräfte Pp -\- P'p'-\- . . . Nidl ist , so halten sich

die Kräfte P, P', ... das Gleichgeicicht.

Denn wären sie nicht im Gleichgewichte, so müssten sie durch

Hinzufügung einer Kraft P, oder im allgemeineren Falle durch Hin-

zufügung zAveier nicht zu einer Kraft vereinbaren Kräfte S und T,

ins GleichgeAvicht gebracht werden können. Vermöge des §. 178

müsste daher sein

:

pr + Pi>4-py+... = o

,

oder

Ss-\-Tt-^ Pp + P>'+ . . . = ,

also entweder Pr = 0, oder 8s -\- Tt = ^ ^ weil jetzt

Pp-\-P'p'-\-... =
sein soll.

Es ist aber nicht bei jeder Verrückung des Körpers r = und
daher Pr =•-

, sondern nur dann, wenn der AngrifFspunct von P
entweder in Ruhe bleibt, oder sein Weg auf der Richtung von P
rechtAvinklig ist.

Eben so wenig kann bei den zwei einander nicht das Gleich-

geAvicht haltenden und nicht auf eine Kraft reducirbaren Kräften ^S*

und T jederzeit

S's -{-Tt =
sein. Denn heissen S^ und T^ die Angriffspuncte von S und T, und
wird der Körper um eine durch ^S'^ gehende Axe gedreht, so ist

5 =: 0. Alsdann ist der Weg von T^, nur in dem Falle Null, wenn
die Axe zugleich durch T^ geht, und nur in dem Falle auf T per-

pendiculär, wenn sie zugleich mit T in einer Ebene liegt. Bei der

Drehung um jede andere durch *S'(, gehende Axe macht der Weg
von Tq mit T einen schiefen Winkel, und es ist daher nicht t = 0,

also auch nicht

Ss-\- Tt = .

Möbius Werke III. 17
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Wird durch S^, und T keine Ebene bestimmt, liegt also -S'^ in T,

so lassen sich *S' und T auf eine einzige Kraft reduciren, was gegenÖ^O'

die Voraussetzung streitet.

Da also weder Hr noch Ss + Tf stets gleich Null sein können,

wie doch, wenn zwischen P, P', ... kein Gleichgewicht bestände,

erforderlich wäre, so müssen P, P', ... im Gleichgewichte sein.

§. 180. Auch bei jedem Systeme mehrerer auf. irgend eine

Art mit einander verbundener Körper, auf welche Kräfte wirken,

lässt sich, wie wir späterhin sehen werden, darthun, dass, wenn die

Kräfte sich das Gleichgewicht halten, bei jeder möglichen Ver-

rückung des Systems die Summe der Kräfte, multiplicirt in die

virtuellen Geschwindigkeiten ihrer AngrifFspuncte, Null ist, und dass

umgekehrt, wenn diese Summe bei jeder Verrückung, welche die

Verbindung der Körper zulässt, sich Null findet, Gleichgewicht

herrscht. Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in seiner

ximgekehrten Form schliesst daher die Bedingungen des Gleich-

gewichtes für jeden möglichen Fall in sich, und es müssen sich

durch dasselbe ohne weitere Zuhülfenahme von Sätzen der Statik

alle Aufgaben dieser Wissenschaft in Rechnung setzen und lösen

lassen.

Johann Bernoulli scheint der erste gcAvesen zu sein, welcher

das in Rede stehende Princip in seiner grossen Allgemeinheit auf-

gefasst und seinen Nutzen für die Statik erkannt hat. Wie aber

dasselbe zur Lösung statischer Aufgaben wirklich angewendet werden

kann , und wie sich aus ihm analytische Formeln herleiten lassen,

welche die Lösungen aller das Gleichgewicht betreifenden Probleme

in sich fassen, dies hat zuerst Lagrange gezeigt*). Sein Verfahren

besteht dem Wesentlichen nach in Folgendem:

Bei jeder Aufgabe der Statik sind gewisse Bedingungen gegeben,

denen die AngrifFspuncte der Kräfte bei jeder möglichen Verrückung

der Körper, auf welche die Kräfte wirken, unterworfen sind. Diese

Bedingungen lassen sich immer durch eine gewisse Anzahl von Glei-

chungen zwischen den Coordinaten der AngrifFspuncte ausdrücken.

Man differentiire diese Gleichungen, wenn sie anders nicht schon

ihrer Natur nach Differentialgleichungen sind, und eliminire damit

aus der das Princip ausdrückenden Gleichung

2{Xdx H- Ydy + Zdz) =
so viele DifFerentiale , als möglich, und verwandele auf diese Weise

*) Lagrange, Mecanique analytique, Section I.
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die Gleichung in eine andere, "welche bloss von einander unabhän-

gige Differentiale enthält. Setzt man alsdann, wie gehörig, den

Coefficienten jedes dieser Differentiale für sich gleich Null, so hat

man eben dadurch die zum Gleichgewichte nöthigen Bedingungen

gefunden.

§. 181, Zur Erläuterung dieser Methode wollen wir damit die

schon aus *§. 66 bekannten Bedingungen des Gleichgewichtes für

einen einzigen frei beweglichen Körper herzuleiten suchen.

Ausser dem rechtwinkligen Coordinatensysteme , dessen Axen
eine unveränderliche Lage im Räume haben, und rücksichtlich dessen

die Kräfte und ihre Angriffspuncte durch (X, Y, Z), {X', Y' , Z'], ...

und {.V, y, z), {x', y\ z'), ... bezeichnet werden, beziehe man jeden An-
griffspunct noch auf ein zweites Coordinatensystem, dessen sich gleich-

falls unter rechten Winkeln schneidende Axen mit dem Körper fest

verbunden sind. Rücksichtlich dieses zweiten Systems seien die An-

griffspuncte : (;rj
, y^, Zy), {x/, i/y', s,'), ... Sei ferner {a, b, c) der

Anfangspunct des zweiten Systems in Bezug auf das erste und
u. ,3, y, a', ..., wie in §. 127, die Cosinus der Winkel, welche die

Axen des einen Systems mit denen des anderen machen, so ist:

X = a -\- Xyü -{- y^ «'+ Zy a"
,

y = h + x,ß + yj'+z,ß",

z =c-{-x^y +y,/+2i/' .

und analog für die übrigen Angriffspuncte. Hierin sind, der Natur

des festen Körpers gemäss, x^, y^, z^^ constant; dagegen sind a, h, c,

« , ß , ..., y" und damit x, y, z bei der Bewegung des Körpers ver-

änderlich. Differentiirt man daher diese Gleichungen, so kommt:

(dx ^ da -{- Xy da -\- y^ du-{- c, da"
,

Kly = db + Xy dß -f- y, dß'-\- z, dß!'
,

[dz = de -H x^ dy -f- y^ dy'-\- 2, dy" ;

und somit lassen sich die virtuellen Geschwindio^keiten der Ansrriffs-

puncte, wie viel ihrer auch sein mögen, durch die zwölf Differen-

tiale da. db, de, du. ..., dy" ausdrücken.

Es sind aber vermöge der Gleichungen (^4), oder {B) , und (C)

in §. 127 von den neun Cosinus a. ..., y", und mithin auch von

ihren Differentialen , nur drei von einander unabhängig. Um dieses

zu berücksichtigen und um zugleich die deshalb nöthige Rechnung
möglichst zu vereinfachen , wollen wir die Axen der x^

, y^ , z^ mit

denen der x, y, z anfänglich zusammenfallen lassen und daher die

anfänglichen Werthe von a, b, c, a' , «", ß", ß, y, y gleich Null und
17*
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von a, ß\ '/" gleich 1 setzen. Differentiiren Avir nun die Glei-

chungen [A] und (C) und setzen alsdann für «, ..., -/' die be-

merkten Werthe, so findet sich:

dß"+ dy'= , dy-\- du= , du-\- dß = ,

da = , dß' = , dy"= ,

und es kommt, wenn wir damit dß", dy, da', da, dß', dy" aus (a)

eliminiren und mehrerer Symmetrie willen dp, dq, dr für dy', da", dß
schreiben

:

idx
= da— yf/r -^ zdq

,

dy = db — zdp -\-xdr
,

dz = de— xdq -\- ydp
,

wo noch X, y, z für x^
, y^ , ;::, gesetzt sind, da unter der gemachten

Annahme anfänglich x^ = x, y,^^ y , z^= z ist.

Mit diesen Werthen für dx, dy , dz wird nun:

[c] Xdx -f- Ydy + Zdz = Xda+ Ydb + Zdc

+ {yZ— zY)dp + {zX— X Z)dq -\- [xY— y X)dr .

Bilden wir eine ähnliche Gleichung für jede andere Kraft des

Systems und summiren dann alle diese Gleichungen , so kommt,

weil nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten beim Gleich-

gewichte

2{Xdx 4- Ydy -f- Zdz) =
ist, und weil da, db, de, dq, dp, dr nicht von einander und bloss

von der willkürlichen BeAvegung des Körpers abhängen, mithin für

alle Kräfte einerlei Werth haben:

2X = 0, ^Y=0, 2Z=0,
:^{yZ— zY) = , ^[zX— xZ) = , ^{xY—yX) = ,

welches die gesuchten Bedingungen für das Gleichgewicht sind.

§. 182. Zu der beim Gleichgewichte stattfindenden Gleichung

zwischen den virtuellen Geschwindigkeiten

^{Xdx -f- Ydy + Zdz) =
gelangten wir in §. 177 durch die Betrachtung, dass die Function

)S= ^{Xx -\- Yy -\- Zz) beim Gleichgewichte ein Maximum oder

Minimum sein müsse. Da Avir uns hierauf (§§. 178, 179) von der

Richtigkeit dieser Gleichung noch auf andere Weise überzeugt haben,

so können wir aus ihr nach der Theorie der Grössten und Kleinsten

jetzt umgekehrt schKessen, dass die Function 6' beim GleichgCAvichte

ihren grössten Werth erreicht, und ZAvar ersteren, Avenn das ZAveite

Differential der Function negativ, letzteren, Avenn es positiv ist.
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Es gibt aber die Differentiation der Gleichung {r) für dies zweite

Differential

:

cPS = Xd\x + YcPtj + Zd-z = Xd-a + YdH + Zd'c

+ {yZ—z Y) d^-p + [z X— xZ)d-q + {xY—ij X) d'- r

+ [Zdy— Ydz) dp + (X dz— Zdx) dq + (
Ydx— Xdy) dr

.

Setzen wir hierin für dx^ dy . dz ihre Werthe aus [b), summiren
dann, erwägen, dass beim GleichgeAvichte 3X, ... und ^{yZ— zY), ...

Null sind, und gebrauchen endlich die in §. 127 für ^yZ = 2zY, ...

und für ^{yY-\- zZ), ... eingeführten Bezeichnungen F, G, H und

y, y, /;, so ergibt sich:

{d) d'^S= —fdp- — ydq- — h dr'-

+ IFdqdr + 2 Gdrdp + IHdpdq .

Nun ist nach den Gleichungen [l] für alle Puncte der durch

den Anfangspunct der Coordinaten gehenden Geraden, welcher die

Gleichungen

dj) dq dr

x ~ y
~

z

zukommen, und welche wir l nennen wollen, dx = da, dy = db

,

dz = de. Alle Puncte dieser Geraden l bewegen sich daher bei

der Verrückung des Körpers um gleiche Theile nach parallelen

Richtungen fort, so dass, wenn man den ganzen Körper an dieser

parallelen Bewegung der l theilnehmen lässt, er dann nur noch um
einen gewissen Winkel um l gedreht werden muss, um aus seiner

anfänglichen in die neue durch da., db , de, dp, dq. dr bestimmte

Lage zu gelangen (vergl. §. 130).

Setzen Avir nun

dp = cp . ds
,

dq = X . ds , dr = </' . ds
,

und
ds'- = dp- + dq- -j- dr'- ,

also

ff 4- x' -hip'=l ,

so sind, den Gleichungen für / zufolge, f/», /, i^i die Cosinus der

Winkel der Drehungsaxe l mit den Axen der x, y, z, haben also

dieselbe Bedeutung, wie oben (§. J2S).

Fs ist also vermöye der Gleichung [d], nachdem wir darin für
dp

.,
dq., dr ihre jetzigen Werthe substituirt haben . die Summe

S ein Maximu7n oder eiti Minimum, je nachdem die Function

fT 4- gx' + /^V^'
— 2i^/i// — IGipcp — 'IHcpx

positiv oder negativ ist; — übereinstimmend mit den bereits im
Vorigen erhaltenen Resultaten, dass, je nachdem diese Function einen
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positiven oder negativen Werth hat, das Gleichgewicht sicher oder

unsicher ist, und dass beim sicheren Gleichgewichte die Summe

S ein Grösstes, beim unsicheren ein Kleinstes ist.

§. 183. Zusätze, a] Wird der Körper nur gedreht, und dieses

um die durch den Anfangspunct der Coordinaten gehende Axe /,

nicht aber zugleich parallel mit sich fortgerückt, so sind da, db, de

gleich KuU, und die Gleichungen [b) werden

l*) dx = zdq— ydr ,
dij ^=xdr— zdp ,

dz = ydp— xdq.

Addirt man die Quadrate derselben, nachdem man in ihnen

wie vorhin, (p.ds, ... für dj), ... gesetzt hat, so ergibt sich:

dx- + dij- + dz- = {x- + if + 2^) (76-- — {x(p + ijy^ -\-zipfds-

= i'-ds"- — {7'ds . cos r'^l)^

= {rds . sin r^/)-
,

wenn man noch die von bis zum Puncte {x. y, z) geführte Ge-

rade r nennt. Es ist aber r . sin r'^^l das von [x
, y, z) auf die durch

gehende Axe / gefällte Perpendikel, und ^dx" + dy- -\- dz^ der

von [x, y. z) bei der Drehung beschriebene Weg. Da nun dieser

Weg der Natur der Sache nach auf jenem Perpendikel und der

Drehungsaxe normal ist, so ist

ds = Vdx^ + dy^ + dz"" : r . sin r'^l

gleich dem unendlich kleinen Winkel selbst, um welchen der Körper

gedreht worden.

b) Fällt die Axe der Drehung mit der Axe der x zusammen,

so werden cp = 1 , X = ^y V^
= 0, folglich dp = ds gleich dem

Drehungswinkel, und dq, dr gleich Null. Wenn daher der Körper

um die Axe der x um einen Winkel gleich dp gedreht wird, so

sind nach {b*) die nach den Coordinatenaxen geschätzten Ver-

rückungen des Punctes {x, y, z):

dx = , dy = — zdp , dz = ydp .

Auf gleiche Weise finden sich diese Verrückungen bei einer

Drehung um die Axe der y um einen Winkel gleich dq:

dx = zdq , dy = ,
dz == — xdq .,

und eben so bei einer Drehung um die Axe der z um einen Winkel

gleich dr:

dx = — yd7' , dy = xd)-
,

dz = '

Wird folglich der Körper nach und nach um die Axen der

X, y, z resp. um die Winkel dp, dq ^ dr gedreht, so sind nach den

Principien der Differentialrechnung die dadurch bewirkten Ver-
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rückungeii des Punctes {x, y, z) die Summen der eben gefundenen,

d.i.

dx = zdq •— ydr , dy = xdr — zdp , dz = ydp — xdq
,

also dieselben, wie in 7»*), d. h. die drei Drehungen dp^ dq, dr um
die Axen der x^ y . z sind gleichwirkend mit einer einzigen Drehung

ds = \ dp' -\- dq- -\- dr'*'

um eine durch gehende Axe l, w^elche mit jenen Axen Winkel
macht, deren Cosinus sich Avie dp^ dq, dr verhalten.

Vnendlich kleine Drehungen um drei sich unter rechten WinJcehi

in einem Puncte schneidende Axen lassen sich daher ganz auf dieselbe

Weise, wie Kräfte, zu einer einzigen Drehimg zusammensetzen, indem

man nämlich den Axen und Winkeln der Drehungen die Pachtungen

und Intensitäten der Kräfte entsprechen Uisst.

c) Diese merkwürdige Analogie zwischen Drehungen und Kräften

dehnt sich aber noch viel Aveiter aus. Denn so AA'ie Kräfte, deren

Richtungen in eine und dieselbe Gerade fallen, gleiche Wirkung
mit einer einzigen nach derselben Geraden gerichteten Kraft haben,

Avelche der algebraischen Summe der Kräfte gleich ist, oder sich das

Gleichgewicht halten, Avenn ihre Summe Null ist, so sind auch

Drehungen um eine und dieselbe Axe gleichwirkend mit einer ihrer

Summe gleichen Drehung um die nämliche Axe, oder sie lassen den

Körper unA^errückt, Avenn ihre Summe Null ist. Da nun mit Hülfe

des rechtwinkligen Parallelepipedums der Kräfte und des Satzes von

Kräften, deren Richtungen in dieselbe Gerade fallen, sich alle Zu-

sammensetzungen und Zerlegungen von Kräften, die auf einen und
denselben Punct gerichtet sind, ausführen lassen, und da durch

passende Verbindung dieser Operationen jedes System von Kräften

überhaupt, wenn es nicht im GleichgeAvichte ist, auf die geringste

Anzahl von Kräften reducirt Averden kann, so müssen sich auf die-

selbe Weise, AA-ie Kräfte, auch Drehungen um beliebig gerichtete

Axen auf eine oder höchstens ZAvei Drehungen reduciren lassen und

unter denselben Bedingungen keine Verrückung hervorbringen, unter

welchen Kräfte mit einander im GleichgeAvichte sind, d. h.

:

TJnendlich kleine Drehungen heben sich stets gegen einander auf,

toenn ihnen proportionale und nach ihren Axen gerichtete Kräfte sich

das Gleichgeiüicht halteti, und umgekehrt.

d) Die gegenseitige Beziehung zAvischen Kräften und rein geo-

metrischen Drehungen offenbart sich noch auf eine sehr bemerkens-

Averthe Art bei Paaren von Kräften und Drehungen. Ein Kräftepaar

strebt den Körper, auf den es wirkt, um eine auf der Ebene der

Kräfte normale Axe zu drehen, und die Grösse dieses Strebens AAird
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durch das Moment des Paares, d. li. durch das Product aus der einen

Kraft in ihre Entfernung von der anderen, gemessen, da Paare in

einer Ebene von gleichen Momenten auch gleiche Wirkungen haben.

Dagegen wird der Körper durch zwei einander gleiche und ent-

gegengesetzte Drehungen um zwei parallele Axen parallel mit einer

Normallinie auf der Ebene der Axen fortgerückt, und dieses um eine

Grösse, die dem Product aus dem Drehungswinkel in den gegen-

seitigen Abstand der beiden Axen gleich ist. Es leuchtet hieraus

von selbst ein , dass das Axenpaar der Drehungen ebenso , wie das

Kräftepaar, ohne Aenderimg seiner Wirkung beliebig in seiner Ebene

und in jeder damit parallelen Ebene verlegt werden kann, und dass

eben so wenig, wie ein Kräftepaar sich auf eine einzige Kraft redu-

ciren lässt, auch ein Paar von Drehungen mit einer einzigen Drehung

gleiche Wirkung hat.

e) Das Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe des Körpers

kann als die Grösse des Strebens betrachtet werden, mit welchem

die Kraft den Körper um die Axe, falls diese unbeweglich gemacht

wird, zu drehen sucht. Denn, wie schon aus dem Früheren leicht

erhellt und späterhin besonders bewiesen werden wird, sind an einem

Körper, der eine unbewegliche Axe hat, ZAvei Kräfte gleichwirkend,

wenn sie in Bezug auf die Axe einander gleiche Momente haben.

Zufolge der eben bemerkten Reciprocität zwischen drehender und

fortrückender Bewewegung wird daher umgekehrt durch eine un-

endlich kleine Drehung des Körpers um eine Axe ein gleichförmiges

Fortrücken desselben in Bezug auf eine andere Gerade erzeugt wer-

den, und die Grösse dieses Fortrückens wird auf ganz ähnliche Art,

Avie das Moment einer Kraft, von der Lage der Geraden gegen die

Drehungsaxe und von der Grösse der Drehung abhängig sein.

In der That folgt dies auch unmittelbar aus jeder der Glei-

chungen {b*). Denn so ist z. B. dz, oder die nach der Axe der z

geschätzte Yerrückung des Punctes {x, y, z), gleich i/dj) — xdq, also

unabhängig von z, d. h. jeder Punct der die Ebene der x, y im

Puncte (a:, y) normal treffenden Geraden rückt längs derselben um
gleichviel fort, wenn der Körper um die Axe / um ds gedreht wird.

Die Fortrückung selbst aber ist, wenn für dp und dq ihre Werthe

aus §. 182 substituirt Averden, gleich [ycp— xy^ds, und auf gleiche

Weise findet sich (§. 65) in Bezug auf dieselbe Gerade das Moment
einer Kraft P, welche die Axe 7 zur Richtung hat, also durch den

Anfangspunct geht und mit den Axen der x, y, c: Winkel macht,

deren Cosinus gleich (/5, y^ ip sind, gleich {y(fi — ^y)P- Die längs

einer Geraden geschätzte Fortrückung ihrer Puncte, wenn der

Körper um einen unendlich kleinen Winkel gedreht wird, ist daher
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nichts anderes, als das auf diese Gerade bezogene Moment der

Drehung, also das Product aus der Drehung in den kürzesten Ab-

stand ihrer Axe von der Geraden und in den Sinus des Winkels,

den beide Linien mit einander machen (§. 59, Zus.).

Eine weitere Ausführung dieses Gegenstandes gestattet der Raum
nicht, und ich bemerke nin- noch, dass zu Folge des jetzt Erörterten

Alles, Avas bis zum Ende des sechsten Kapitels von Kräften und den

Momenten derselben gelehrt worden ist, auch vollkommene Anwen-

dung auf unendlich kleine Drehungen und deren Momente erleidet.

Das Princip der kleinsten Quadrate.

§. 1 84. Ausser der Function J(X.r -\- Yy -j- Zz). die beim Gleich-

gewichte ein Maximum oder ein Minimum A\-ird, gibt es noch eine

andere Function , welche dieselbe Eigenschaft besitzt . und die sich

ebenfalls aus der Gleichung zwischen den virtuellen GeschAA'indig-

keiten durch Integration herleiten lässt. Zu dem Ende wollen wir

uns jede Kraft, wie im Früheren, ihrer Richtung und Grösse nach

durch eine von ihrem Angriffspuncte ausgehende gerade Linie aus-

gedrückt vorstellen. Für die Kraft (X, Y, Z) ist daher (:r, y, z der

Anfangspunct dieser Linie: der Endpunct sei (i, i], ^), also ^— :r,

)]
— y, C— z proportional mit X, Y, Z. Nach dem Princip der

virtuellen Geschwindigkeiten muss daher beim Gleichgewichte sein

:

m - ^)dx -{-[ri — y)dy^{':- z) dz] = .

Von der linken Seite dieser Gleichung ist aber, sobald Avir die

Coordinaten ^, rj, L der Endpuncte der Kj'äfte constant nehmen und

die Gleichung noch mit — 2 multipliciren , das Integral:

^[i^-xr-h{^]-y)' + {L-z)^ = 3I .

Dieser Ausdruck muss daher beim Gleichgewichte gleichfalls ein

Maximum oder Minimum sein.

Sind demnach auf einen frei beiceglichen Körper icirhende Kräfte

im Gleichgeiüichte, und icerden sie ihrer Richtung und Intensität nach

durch gerade von ihren Angriffspuncten A, A\ ... aus gezogene Linien

AF. A'F', ... dargestellt, so ist. roenn man hei Verrückung des

Körpers die Puncte F, F' , ... tmbeiceglich annimmt, die Summe der

Quadrate AF- -\- A'F'- -\- . . . bei der Lage des Körpers itn Gleich-

geivichte ein Maximum oder Minimum.

Da das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten nach §. 179
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iimgekehrt werden kann, so muss dieses auch mit dem voranstehen-

den Satze geschehen können, und wir erhalten damit folgenden

neuen Satz:

Hat man ein beicegliches System in unveränderlichen Entfernungen

von einander liegender Puncte A, A', . . . und ein unbetcegliches System

von eben so vieleti Puncten F, F\ .... ujid bringt man das erstere

System gegen das letztere in eine solche Lage., dass die Summe der

Quadrate AF^ -\- A'F'' -\- . . . rücJcsichtUch je zweier einander ent-

gege?igesetzter Verrilckungen ein Maximum oder ein Minimum ist, so

halten sich in dieser Lage in A, A', ... nach den Richtungeji AF,
A'F', ... angebrachte und denselben Linieti AF, A'F', ... ihrer In-

tensität nach proportionale Kräfte das Gleichgeicicht.

§. 185. Ob bei einem gegebenen Systeme im Gleichgewichte

befindlicher Kräfte, nachdem diese durch Linien ausgedrückt worden

sind, die Summe M der Quadrate dieser Linien in Bezug auf eine

gegebene Verrückung ein Maximum oder Minimum sei, ist aus dem
zweiten Differentiale von M zu beurtheilen. Dieses findet sich

d-M= 2^{dx^ + dy^ +- dz'] — 2^{Xd\x + Yd-y-\- Zd^z) .

nachdem zuletzt für S, — x, /;

—

y, T— z wieder X, Y, Z gesetzt

worden.

Es folgt hieraus zunächst, dass Avenn der Körper, auf welchen

die Kräfte wirken, nicht gedreht, sondern nur parallel mit sich ver-

rückt wird, die Summe M stets ein Minimum ist. Denn wegen der

Beständigkeit der von einander unabhängigen Differentiale da. db,

de, ds werden, wenn der Drehungswinkel ds gleich Null gesetzt

wird, auch d^z, d'-y, d'-z, d'^x', ... gleich Null, folglich

cPM= 2^{dx^ + dy^ + dz'-)

gleich einer positiven Grösse, folglich u. s. w.

Eben so ist M rücksichtlich jeder Bewegung des Körpers ein

Minimum, wenn das Gleichgewicht Sicherheit hat. Denn in diesem

Falle ist ^iXd^'x -\- Yd^y -}- Zd-z) negativ (§. 182, zu Ende) und

daher d^3f positiv.

Ist dagegen das Gleichgewicht unsicher, so kann nach Be-

schaffenheit der übrigen Umstände d'M bald positiv, bald negativ,

und daher die Summe M bald ein Grösstes, bald ein Kleinstes sein.

Immer aber können die die Kräfte vorstellenden Linien so klein

genommen werden, dass auch bei jedem unsicheren Gleichgewichte

die Summe ihrer Quadrate stets ein Kleinstes ist. Denn lässt

man X, Y, Z, X', ... unendlich klein sein, so wird das zweite

Glied in dem Ausdrucke für d-3I von der dritten Ordnung und ver-
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schwindet damit gegen das erste Glied, welches von der zweiten

Ordnung und immer positiv ist.

Wird demnach, zu dem heiceglichen Systeme der Angriffspuncte

A, A\ ... mehrerer sich das Gleichgewicht haltender Kräfte ein

zweites System von eben so viel den ersteren resp. unendlich nahe

liegenden unhexoeglichen Puncteji F. F' , ... hinzugefügt, so dass die

Entfernungen AF, A'F', ... der letzteren Puncte von den ihnen ent-

spi^echenden Angriffspuncten ihrer Richtung und Grösse nach die Kräfte

ausdrücken, so icird die Summe der Quadrate dieser Entfernungen bei

Jeder Verrückimg des Systems der AngriffsjJuticte aus der Lage des

Gleichgewichtes stets grösser werden.

Diese Eigenschaft des GleichgeAvichtes ist es, welche ich in der

Ueberschrift dieses Abschnitts das Princip der kleinsten Quadrate

genannt habe. Es ist dieses Princip zuerst von Gauss aufgestellt

worden, und zwar als ein specieller Fall eines Aveit allgemeineren

von ihm entdeckten Princips, auf welches die ganze Mechanik ge-

gründet werden kann*).

§. 186. Zum Schlüsse Avollen wir noch untersuchen, um wie

viel die Summe der unendlich kleinen Quadrate wächst, wenn der

Körper von der Lage des Gleichgewichtes um ein unendlich Weniges

entfernt wird.

Seien z/J/, z/.r, z/y, zl z die Incremente, welche J/, a-, ?/, z bei

irgend einer Verrückung des Körpers erhalten, so ist (§. 184):

JM= — !:!{{;%— x)Jx + [ri
— y)Jy + {l

— z)Jz]

+ :^[Jx^ + Jy'--\-Jz'-) .

Werden nun die Incremente ^x, Jy^ Jz unendlich klein ge-

nommen, so wird 1[J x''- -\- J
if-

-\- J z'^) ein unendlich Kleines der

zweiten Ordnung, und wegen des vor der Verrückung angenommenen
Gleichgewichtes

,

T\{:i— x)Jx-\-[ri— y)Jy-\-{C— z)Jz-\

= ^{ILJx -f- YJy -I- Zzlz) = ,

d. h. gleich einem unendlich Kleinen von einer höheren Ordnung, als

der ersten, so lange X, Y, Z endliche Grössen sind. Lässt man folg-

lich auch X, y, Z, X', ... unendlich klein sein, so wird ^[XJx-\-...)

von einer höheren Ordnung, als der zweiten, und verschAvindet damit

gegen ^{Jx--\-. .), und die vorige Gleichung reducirt sich auf:

JM= ^{Jx- -f Jy'- H- Jz-) .

*) Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik, Crelle's

Journal, Bd. 4, p. 232.
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Bezeiclinen daher ^, A', ... die Oeiter der Angriffspuncte beim

Gleichgewichte und B, B', ... die Oerter derselben nach einer un-

endlich kleinen Verrückung, so hat man

2[BF-)— :S{AF^j = ^{ÄB'-)
,

cl. h. die Summe der Quadrate der Entfernungen der Puncte des be-

weglichen Systems von den entsprechenden imheweglichen Pimcten

wachst hei einer unendlich kleinen Verrückung des heweglichen Sy-

stems um die Summe der Quadrate der von den Puncten dieses Systems

beschriebenem Wege.

§. 187. Zusätze, a) "Wirken alle Kräfte auf einen einzigen

Punct A^ fallen also Ä^ A", ... mit A, und daher auch B', B'\ ...

mit B zusammen, so wird die vorige Gleichung

:S{BF^) — ^{AF^) = n . AB'
,

wo n die Anzahl der Kräfte ist. Da hierbei alle Entfernungen

ZAvischen den noch vorhandenen Puncten A^ B , F, F', . . . unend-

lich klein sind, mithin das unendlich Kleine mit dem Endlichen

nicht mehr in Vergleichung kommt, so wird diese Gleichung auch

noch gelten, wenn wir die Puncte in endliche Entfernungen von

einander gestellt, also die Kräfte durch endliche Linien ausgedrückt

und die Verrückung AB ebenfalls endlich annehmen. Wir kommen
hiermit auf einen anderen schon seit lange bekannten Satz zurück.

Sind nämlich auf den Punct A wirkende und durch die Linien

AF, AF\ ... vorgestellte Kräfte im Gleichgewichte, so ist die

Summe der Projectionen dieser Linien auf jede durch A gelegte

Gerade gleich Null (§.67, Zusätze), und daher A der Mittelpunct

von einander gleichen und parallelen auf i*', F', ... wirkenden Kjräften

(§. 109, b), also auch der Schwerpunct von einander gleichen in

F, F', . . . angebrachten Massen oder der sogenannte Punct der

mittleren Entfernungen von F, F', .... Die obige Formel drückt

demnach folgenden Satz aus:

Hat man ein System von n Puncten , so ist die Summe der Qua-

drate ihrer Abstände von einem beliebigen anderen Puncte B stets

grösser, als die Summe der Quadrate ihrer Abstünde von dem Puncte A
der mittleren Entfermmgen . und zwar grösser um das n-fache Qua-

drat des Abstandes dieses letzteren Punctes von jenem willkürlich ge-

nommenen *j

.

*) Unter anderen findet sich dieser Satz nebst melireren interessanten Folge-

rungen in Carnot's Geometrie der Stellung, übersetzt von Schumacher,
2. Theil, Artik. 274—296.
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h) Besteht das System nur aus zwei Kräften, so Avird die all-

gemeine Gleichung in §. ISO:

BF' + B'F'^— AF^' — A'F" = AB' + A'B'^- .

Dies lässt sich unter den nöthigen Voraussetzungen, dass A, A',

F, F' in einer Geraden liegen, dass FA = ÄF\ dass AA'= B B'

,

und dass AF, A'F', AB, A'B' unendlich klein sind, ohne

Schwierigkeit auch geometrisch darthun. Ist dieses geschehen , so

kann man letztere Gleichung in Verbindung mit der ebenfalls leicht

geometrisch erweislichen Gleichung in a) dazu benutzen, um das

Princip der kleinsten Quadrate auf ähnliche Art, wie das Princip

der virtuellen Geschwindigkeiten (§. 178), aus den ersten Gründen
der Statik herzuleiten.
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Vom Gleichgewichte bei zwei mit einander verbundenen
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§. 188. Begriff des mit einander Verbundenseins von Körpern im All-

gemeinen. — §. 1S9. Die Art der Verbindung, welche hier allein berück-

sichtigt werden soU, ist die gegenseitige Berührung der Körper.

§. 190. Grundsätze. — §. 191. Bedingungen des Gleichgewichtes

zwischen Kräften, welche auf einen frei beweglichen Körper und einen in

dessen Oberfläche beweglichen Punct wirken. — §. 192. Bedingungen des
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wegliche Puncte Kräfte wirken, u. s. w. Geometrische Folgerungen. —
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des einen Körpers an eine Ecke, Kante oder Fläche des anderen trifit.

"Wie diese Arten der Begegnung auf die Flächenberührung immer zurück-

geführt werden können. Die Richtung der Gegenkräfte wird hierbei zum
Theil oder ganz unbestimmt. — §. 199. x\llgemeinere Bestimmung des Be-

griffs der Gegenkräfte. Bedingung des Gleichgewichtes zwischen zwei

sich berührenden Körpern im allgemeinsten Falle. — §. 200. Ueberein-

stimmung und Verschiedenheit zwischen den im Vorigen eingeführten

Möbins Werke III. 18
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Geo-enkräften und den in der Wirklichkeit stattfindenden Pressungen und

Spannungen.

Gleichgewicht an einem nicht völlig frei beAveglichen

Körper. §.201. Die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes, -wenn

ein Punct des Körpers unbeweglich ist, oder wenn ein Punct in einer un-

beweglichen Linie oder Fläche beweglich ist; — §. 202. wenn zwei Puncte

des Körpers unbeweglich sind, oder wenn einer derselben, oder beide in

unbeweglichen Linien etc. beweglich sind; — §. 203. wenn drei Puncte

des Körpers in einer unbeweglichen Ebene beweglich sind. Sind drei

Puncte des Körpers unbeweglich oder in unbeweglichen Linien beweglich,

so ist der Körper selbst im Allgemeinen unbeweglich. — §. 204. Den

sechs Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht eines Körpers ent-

sprechen sechs von einander unabhängige Bewegungen des Körpers. Ist

er an einigen dieser Bewegungen gehindert, so ist die Erfüllung der Glei-

chungen, die den noch möglichen übrigen Bewegungen entsprechen, die

Bedingung des Gleichgewichtes.

Zweites Kapitel.

Vom Gleichgewichte bei einer beliebigen Anzahl mit einander

verbundener Körper.

§. 205. Bedingung dieses Gleichgewichtes, wenn alle Körper des Sy-

stems an sich frei beweglich sind. — §. 206. Nachträgliche Bemerkungen.

— §. 207. Die Bedingung des Gleichgewichtes eines Systems von Körpern

besteht in jedem Falle in der Möglichkeit, in den Berührungspuncten der

Körper Gegenkräfte von solcher Litensität anzubringen, dass jeder Körper

des Systems für sich ins Gleichgewicht kommt.

Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten bei mit ein-

ander verbundenen Körpern. §§. 20S—210. Beweis, dass die in

§. 178 für das Gleichgewicht eines einzigen Körpers bewiesene Gleichung

auch beim Gleichgewichte mehrerer mit einander verbundener Körper

Gültigkeit hat. — §. 211. Beweis des umgekehrten Satzes nach La place

und Poisson. — §.212. Anderer Beweis des umgekehrten Satzes.

§.213. Bei jedem Systeme von Körpern, welches sich im Gleichge-

wichte befindet, ist die Summe der Products aus jeder Kraft in die Ent-

fernung ihres Angrifi"spunctes von einem unbeweglichen in ihrer Rich-

tung beliebig genommenen Puncte ein Maximum oder Minimum, und zwar

ersteres, wenn das Gleichgewicht sicher, letzteres, wenn es unsicher ist. —
§. 214. Elementarer Beweis dieses Satzes.

Drittes Kapitel.

Anwendung der vorhergehenden Theorie auf einige

Beispiele.

§. 215. Uebersicht des Verfahrens, nach welchem jede hierbei vor-

kommende Aufgabe in Gleichungen gesetzt und gelöst werden kann. —
§§. 216. 217. Die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen Kräften,

welche auf vier sich berührende Kugeln wirken. — §§. 218. 219. Die Be-
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dingungen des Gleichgewichtes zwischen vier Kräften, welche auf die

Ecken eines Vierecks wirken, dessen Seiten von unveränderlicher Länge,

dessen "Winkel aber veränderlich sind. — §§. 220—223. Betrachtung des

speciellen Falles, wenn das Viereck ein ebenes ist. — §. 224. Ebenso,

wie bei einem Vierecke, lassen sich auch bei einem mehrseitigen Vielecke

mit veränderlichen "Winkeln und Seiten von constanter Länge die Bedin-

gxmgen des Gleichgewichtes zwischen Kräften, die an den Ecken ange-

bracht sind, ausmitteln. Geometrische Folgerungen. — §§. 225. 226. Die

Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen Kräften zu finden, welche auf

die Seiten eines Vierecks wirken, dessen Seiten von constanter Länge, des-

sen "Winkel aber veränderlich sind. — §§. 227—230. Dieselbe Aufgabe unter

einigen speciellen Voraussetzungen. — §§. 231. 232. Die Bedingungen des

Gleichgewichtes zwischen Kräften, die auf drei Gerade wirken, welche an

drei unbeweglichen Puncten verschiebbar sind , und deren gegenseitige

Durchschnitte in drei unbeweglichen Geraden einer Ebene beweglich sind.

Geometrische Folgerungen. — §. 233. Die Bedingungen des Gleichge-

wichtes zwischen Kräften, welche auf die gegenseitigen Durchschnitte

von drei Geraden wirken, die um drei unbewegliche Puncte beweglich

sind.

Bedingungen des Gleichgewichtes bei sich ähnlich blei-

benden Figuren. §§. 234. 23.5. Sind drei Puncte in einer Ebene der-

gestalt beweglich, dass das von ihnen gebildete Dreieck sich immer ähn-

lich bleibt, und soUen drei auf sie in der Ebene wirkende Kräfte sich

das Gleichgewicht halten, so müssen sich die Richtungen der Kräfte in

einem Puncte schneiden, der mit ersteren drei Puncten in einem Kreise

liegt. Weitere Folgerungen. — §. 236. Ausdehnung dieser Untersuchung

auf Systeme von vier und mehreren Puncten.

Viertes Kapitel.

Von den Bedingungen der Unbeweglichkeit.

§. 237. "Weim das Gleichgewicht eines Systems mit einander verbun-

dener, an sich frei beweglicher Körper, auf welche Kräfte nach beliebigen

Richtungen wirken, durch nicht mehr als sechs Gleichungen bedingt ist,

so kann keine gegenseitige Beweglichkeit zwischen den Körpern statt-

finden. — §§. 238. 239. "Wie überhaupt bei einem Systeme mit einander

verbundener Körper aus der Anzahl der Körper und der Anzahl und Be-

schafi'enheit ihrer Begegnungen über ihre gegenseitige Beweglichkeit ge-

urtheilt werden kann. — §. 240. Geometrischer Beweis, dass die gegen-

seitige Lage zweier Körper im Allgemeinen unveränderlich ist, wenn in

der Oberfläche des einen Körpers sechs bestimmte Puncte des anderen

enthalten sein sollen. — §. 241. Hieraus abgeleitete Fälle, in denen einem

Systeme von weniger als sechs Puncten, die in unabänderlichen Entfer-

nungen von einander sind, keine Bewegung mehr gestattet ist. — §. 242.

Sollen n Körper, die durch Berührung ihrer Flächen mit einander ver-

bunden sind, eine unveränderliche Lage gegen einander haben, so müssen

sie sich wenigstens in 6,« — 1; Puncten berühren. Fälle, in denen

man sich schon im Voraus der gegenseitigen Unbeweglichkeit versichert

halten kann. — §. 243. Analoge Sätze bei krummen Linien in Ebenen.

IS*
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§. 244. Nutzen der vorhergehenden Betrachtungen, um bei einer geo-

metrischen Figur zu bestimmen, "«-ie viel Stücke derselben gegeben sein

müssen, um daraus alle übrigen finden zu können. — §. 245. Erläuterung

an einem Polyeder, von welchem alle Kanten ihrer Länge nach gegeben

angenommen werden. — §. 246. Bedingung, unter welcher bei einem Sy-

steme zusammenhängender Vielecke in einer Ebene aus den Längen der

Seiten allein alle übrigen Stücke der Figur bestimmt werden können. —
§. 247—249. Enthält eine Figur unbewegliche Puncte, eine ebene wenig-

stens zwei, eine räumliche wenigstens drei, so wird die gegenseitige Ün-

beweglichkeit der Theile der Figur eine vollkommene Unbeweglichkeit.

Statische Untersuchung dieser Unbeweglichkeit. Beispiele.

Fünftes Kapitel.

Von der unendlich kleinen Beweglichkeit.

§. 250. Werden von den Theilen einer Figur so viele unveränderlich

angenommen, dass die gegenseitige Lage der Theile im Allgemeinen un-

veränderlich wird, so lassen sich immer noch specieUe Bedingungen für

das Verhalten der Theile zu einander ausfindig machen, unter denen die

gegenseitige Unbeweglichkeit aufhört. — §. 251. Untersuchung der Be-

schafi"enheit der Gleichungen, welche diese Bedingungen ausdrücken. —
§. 252. Die bei einer solchen Bedingungsgleichung stattfindende Beweg-

lichkeit der Figur ist im Allgemeinen unendlich klein, und es hat alsdann

jedes von den unveränderlich gesetzten Stücken der Figur, wenn man es

veränderlich werden, die übrigen aber constant bleiben lässt, seinen

grössten oder kleinsten Werth. Hieraus entspringende neue Methode,

um mit Hülfe der Statik geometrische Aufgaben über Maxima und Minima

zu lösen. — §. 253. Die Bedingung zu finden , unter welcher ein Winkel

eines ebenen Vierecks, dessen Seiten constante Längen haben, seinen

grössten oder kleinsten Werth erreicht. — §§. 254—256. Die Bedingung,

unter welcher ein Viereck beweglich wird, welches Seiten von constanter

Länge, aber veränderliche AVinkel hat, und dessen Ecken in unbeweg-

lichen in seiner Ebene enthaltenen Linien beweglich sind. Analoge Be-

dingung für das Dreieck und mehrseitige Vielecke. — §§. 257. 258. Vier

gerade Linien von unbestimmter Länge, von denen jede der nächstfolgen-

den und die letzte der ersten zu begegnen genöthigt ist, liegen in einer

horizontalen Ebene und sind um unbewegliche Puncte in verticalen Ebenen

drehbar. [Man soll für dieses System, welches im Allgemeinen unbeweg-

lich ist, die Bedingung der Beweglichkeit und die dann nöthige Bedin-

gung des Gleichgewichtes finden. Duales Verhältniss zwischen dieser

Aufgabe und der vorigen. — §. 259. Dieselbe Aufgabe für ein System

von drei Linien. Lösung eines statischen Paradoxons. — §. 260. Bedin-

gung der Beweglichkeit eines Systems dreier Geraden, welche in einer

Ebene an drei unbeweglichen Puncten verschiebbar, und deren gegen-

seitige Durchschnitte in unbeweglichen Linien der Ebene beweglich sind. —
§§. 261. 262. Bedingung der Beweglichkeit eines in einer Ebene begrift'e-

nen Vierecks mit Constanten Seitenlängen und veränderlichen Winkeln,

von dessen Seiten zwei einander gegenüberliegende zwei unbewegliche

Puncte enthalten. — §. 263, Bedingung des Gleichgewichtes an diesem
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Vierecke. Die Roberval'sche "Wage. — §§. 264. 265. Bedingung der Be-

weglichkeit eines ebenen Sechsecks mit constanten Seitenlängen und ver-

änderlichen Winkeln, bei welchem eine Seite um die andere einen unbe-

weglichen Punct enthält. — §§. 266. 267. Bedingung der Beweglichkeit

eines ebenen Vierecks mit constanten Seitenlängen und veränderlichen

"Winkeln, bei welchem jede Seite an einem unbeweglichen Puncte ver-

schiebbar ist.

Sechstes Kapitel.

Vom Gleichgewichte an Ketten und an vollkommen biegsamen

Fäden.

§. 268. Erklärung einer Kette und eines Fadens. — §. 269. Die Be-

dingungen des Gleichgewichtes zwischen zwei Kräften , welche auf den

Anfang und das Ende einer frei beweglichen Kette oder — §. 270. eines

beweglichen Fadens wirken. — §. 271. Die Bedingungen des Gleichge-

wichtes, wenn die Kette oder — §. 272. der Faden, auf dessen Enden
Kräfte wirken, über eine unbewegliche Fläche gelegt ist. Grösse und
Richtung der Spannung des Fadens. — §§. 273. 274. Bestimmung der vom
Faden auf die Fläche ausgeübten Pressung. Bedingungen, die Richtung

der Kräfte und die Seite, welche die Fläche dem Faden zukehrt, be-

treffend. — §. 275. Untersuchung der Fälle, wenn der Faden nur zum
Theil über die Fläche gelegt ist, und — §. 276. wenn die Fläche beweg-

lich ist. — §§. 277. 27S. Beispiele zu diesen Fällen. — §. 279. Das Gleich-

gewicht eines über eine Fläche gespannten Fadens dauert fort, wenn man
die Fläche wegnimmt und auf alle seine Puncte Kräfte wirken lässt, welche

die Stelle der von der Fläche auf den Faden ausgeübten Pressung er-

setzen.

§. 2S0. Die Bedingungen des Gleichgewichtes eines frei beweglichen

Fadens, wenn auf alle seine Puncte ihrer Richtung und Grösse nach ge-

gebene Kräfte wirken. Darstellung dieser Bedingungen durch zwei aus

dem Princip der Spannung entwickelte Integralgleichungen. — §. 281. Ent-

wickelung derselben Gleichungen aus dem Princip der Momente. Bestim-

mung der bei der Integration hinzukommenden drei oder fünf Constanten,

jenachdem der Faden in einer Ebene oder im Räume überhaupt enthalten

ist. — §. 282. Die Bedingungen des Gleichgewichtes , durch zwei Dif-

ferentialgleichungen ausgedrückt. — §. 283. Entwickelung noch anderer

bemerkenswerther Relationen, welche beim Gleichgewichte stattfinden. —
§§. 284. 285. Die Bedingungen des Gleichgewichtes, wenn der in allen

seinen Theilen der "Wirkung von Kräften unterworfene Faden auf einer

unbeweglichen Fläche beweglich ist. — §. 286. "Wie in den vorhergehen-

den Formeln die Dichtigkeit und die Dicke des Fadens zu berücksich-

tigen sind.

Von der Kettenlinie. §. 287. Die Bedingungen des Gleichge-

wichtes, wenn die auf alle Puncte des Fadens wirkenden Kräfte parallele

Richtungen haben. Gesetz der Spannung in diesem Falle. — §. 288. Be-

griff und einfachste Gleichung der Kettenlinie. — §. 289. Gleichung der

Kettenlinie zwischen rechtwinkligen Coordinaten. Parameter und Directrix

einer Kettenlinie. — §. 290. Rectification und Quadratur der Kettenlinie.—
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§§. 291. 292. Zwei Gleichungen für die Spannung- der Kettenlinie. Fol-

gerungen aus denselben. Elementare Beweise dieser Gleichungen und

damit der Gleichung für die Kettenlinie selbst. — §. 293. Ein gleich-

förmig schwerer Faden von gegebener Länge wird mit seinen Enden an

zwei gegebenen unbeweglichen Puncten befestigt. Die Elemente der von

ihm gebildeten Kettenlinie zvi bestimmen. — §. 294. Zusätze und Fol-

gerungen. — §. 295. Ein gleichförmig schwerer mit seinen Enden be-

festigter Faden bildet auch dann eine Kettenlinie, wenn er auf eine gegen

den Horizont geneigte Ebene gelegt ist.

Siebentes Kapitel,

Analogie zwischen dem GleichgeAvichte an einem Faden und

der Bewegung eines Punctes.

§. 296. Einleitung. — §. 297. Durch Construction wird gezeigt, wie

aus dem Gleichgewichte an einem Faden auf die Bewegung eines Körpers

in der Fadenlinie mit einer der Spannung des Fadens überall proportio-

nalen Geschwindigkeit geschlossen werden kann. — §. 298. Beispiele.

Bewegung in einer Kettenlinie. — §. 299. Umgekehrt kann von der Be-

wegung eines Körpers auf das Gleichgewicht an einem Faden, dessen

Gestalt der Bahn des Körpers und dessen Spannung der Geschwindigkeit

des letzteren proportional ist, ein Schluss gemacht werden. Gleichgewicht

an einem parabolisch gekrümmten Faden. — §. 300. Modification des

Ueberganges von der Bewegung zum Gleichgewichte durch Anwendung

eines Fadens, dessen Masse ungleichförmig vertheilt ist. Statische Dar-

stellung der Planetenbewegungen. — §.301. Die vorigen Sätze leiden auch

dann noch vollkommene Anwendung, wenn die Beweglichkeit des Fadens

und die des Körpers auf eine unbewegliche Fläche beschränkt sind. —
§. 3ü2. Analytische Darstellung des Zusammenhanges zwischen dem Gleich-

gewichte eines Fadens und der Bewegung eines Körpers.

§. 303. Die Sätze der Dynamik, welche unter den Namen des Princips

der Flächen , des Princips der lebendigen Kräfte und des Princips der

kleinsten Wirkung bekannt sind, können ebenfalls auf das Fadengleich-

gewicht übergetragen werden. — §. 304. Uebertragung des ersten dieser

Principe. — §. 305. Uebertragung des zweiten und dritten. — §. 306. Letz-

tere zwei gelten auch dann noch, wenn der Faden über eine Fläche ge-

spannt ist. — §. 307. Erläuterung des dritten Princips an der Kettenlinie.

Die Tiefe des Schwerpuncts einer Kettenlinie ist ein Maximum. Bestim-

mung der Coordinaten dieses Schwerpuncts. — §. 308. Ein Kettenlinie zu

beschreiben, welche durch zwei in einer Horizontalen liegende gegebene

Puncte geht und eine andere gegebene Horizontale zur Directrix hat. —
§. 309. Maximum und Minimum, welchen die zwei die vorige Aufgabe

lösenden Kettenlinien angehören.

Achtes Kapitel.

Vom Gleichgewichte an elastischen Fäden.

§. 310. Begriff der Elasticität im Allgemeinen. Erklärung einer ela-

stischen Linie, Fläche, Körpers. — §.311. Wie bei einem Systeme von
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Puncten, von denen je zwei elastisch mit einander verbunden sind, die

durch Einwirkungen äusserer Kräfte entstehenden elastischen Kräfte und
die Aenderung der gegenseitigen Lage der Punete bestimmt werden

können, — §.312. Anwendung des Vorigen auf eine geradlinige Ileihe

von Puncten.

Gleichgewicht an einem elastisch dehnbaren Faden.
§. 313. Die Bedingungsgleichungen für dieses Gleichgewicht. — §. 314.

Gleichung der elastischen Kettenlinie. Um wie viel hierbei jeder Theil

der Kette ausgedehnt wird. •— §. 315. Ausdehnung eines frei herabhängen-

den elastischen Fadens durch sein eigenes und ein an sein unteres Ende
befestigtes Gewicht. Von John Herschel vorgeschlagene Methode, das

Verhältniss zu bestimmen, nach welchem sich von einem Orte der Erde

zum anderen die Schwerkraft ändert.

Gleichgewicht an einem elastisch biegsamen Faden. §.316.

Eigenschaften des elastischen Winkels. — §.317. Hiermit können die

Bedingungen für das Gleichgewicht an einem elastisch biegsamen Faden
ohne "Weiteres aus den Bedingungen, welche an einem vollkommen bieg-

samen Faden gelten, hergeleitet werden. — §. 318. Bemerkungen, das

Moment der Elasticität in irgend einem Punete des Fadens betreffend.

Was zur Erhaltung des Gleichgewichtes geschehen muss, wenn der Faden
irgendwo unterbrochen wird. Begriff der Spannung am elastischen Faden.

—

§. 319. Gleichung für das Gleichgewicht an einem elastisch biegsamen

Faden, wenn auf alle Punete desselben in einer Ebene enthaltene Kräfte

wirken ; vorausgesetzt Avird , dass das Moment der Elasticität der Krüm-
mung des Fadens proportional ist. Bestimmung der fünf willkürlichen

Constanten bei der Integration der Gleichung. — §. 320. Gleichung des

Gleichgewichtes , wenn das erste und das letzte Element des Fadens in

gegebenen Lagen in einer Ebene befestigt sind, sonst aber keine Kräfte

auf den Faden wirken, oder Gleichung der elastischen Linie in einer

Ebene. Axe der Linie. — §.321. Andere Formen dieser Gleichung.

Spannung der Linie. — §. 322. Gleichung bei einer nur sehr geringen

Abweichung der Linie von der Axe. Elastische Kraft der Linie ; Gesetz

dieser Kraft. — §. 323. Die elastische Linie kann auch die Gestalt eines

Kreises haben. Die Axe ist alsdann unendlich entfernt und die Spannung
überall Null. — §. 324. Die Gleichungen für das Gleichgewicht eines ela-

stisch biegsamen Fadens im Räume. — §. 325. Bestimmung der neun

willkürlichen Constanten bei der Integration dieser Gleichungen. Sicherung

des Gleichgewichtes, wenn der Faden irgendwo unterbrochen wird. Span-

nung des Fadens. — §. 326. Die Gleichungen der elastischen Linie im

Räume oder der Gestalt eines elastisch biegsamen Fadens, wenn auf ihn

keine äusseren Kräfte wirken, sondern bloss das erste und das letzte

Element desselben irgend gegebene Lagen im Räume einnehmen. Merk-

würdige Eigenschaften dieser Linie. — §. 327. Unter die verschiedenen

Arten der elastischen Linie im Räume gehört auch die cylindrische Spiral-

linie.

§. 328. Wie den in §. 305 auf das Gleichgewicht an einem vollkommen

biegsamen Faden übergetragenen Sätzen von der lebendigen Kraft und

der kleinsten Wirkung verwandte Sätze auch beim Gleichgewichte an

einem elastisch biegsamen Faden entsprechen. — §. 329. Anwendung hiers'on

auf die elastische Linie. Ein merkwürdiger Satz Daniel Bernoulli's.
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Ausdehnung der vorigen Untersuchung auf den Fall, wenn das Moment

der Elastieität in j edem Puncte des Fadens einer beliebigen Function des

Krümmungshalbmessers daselbst proportional ist.

Gleichgewicht an einem elastisch drehbaren Faden. §.330.

Begriff dieser Drehbarkeit. Bestimmung der Elastieität eines von zwei

Ebenen gebildeten "SA'inkels. — §. 331. Die Bedingungsgleichungen für

das Gleichgewicht an dem elastisch drehbaren Faden. — §. 332. Bestim-

mung der zwölf Constanten bei der Integration dieser Gleichungen. —
§. 333. Vereinfachung der einen Gleichung für den Fall, wenn nur am

Anfang und Ende des Fadens Kräfte angebracht sind. In diesem Falle,

und wenn die anfängliche Gestalt des Fadens ein Kreis ist, kann seine

nachherige Gestalt auch die einer cylindrischen Spirale sein.



Zweiter Theil.

Gesetze des Grleicligewiclites

zwischen Kräften, welche auf mehrere mit

einander verbundene feste Körper wirken.





Erstes Kapitel.

Vom Gleichgewichte bei zwei mit einander

verbundenen Körpern.

§. 188. Nachdem wir in dem Bisherigen die Gesetze des

Gleichgewichtes zwischen Kräften, die auf einen und denselben

Körper wirken, erforscht haben, wollen wir gegenwärtig die Be-

dingungen zu bestimmen suchen, welche stattfinden müssen, wenn
Kräfte, welche an einem Systeme mit einander verbundener
Körper angebracht sind, sich das Gleichgewicht halten sollen.

Zwei oder mehrere Körper nennen wir aber überhaupt mit ein-

ander verbunden, wenn die gegenseitige Lage der Körper gewissen,

durch keine Kraft verletzbaren, Bedingungen unterworfen ist, so

dass, wxnn die Lage eines oder etlicher Körper gegeben ist, die Lage
der übrigen mehr oder weniger, oder auch ganz, bestimmt ist. Hier-

durch geschieht es, dass, wenn von einem Systeme mit einander

verbundener Körper der eine bewegt wird, einer oder mehrere der

übrigen Körper, wo nicht alle, gleichfalls ihre Lage zu verändern

genöthigt sind, dass folglich die Kraft, welche die Bewegung des

einen Körpers hervorbringt, auch auf die übrigen Körper Einfluss

übt, und dass daher, wenn ein solches System im Gleichgewichte

sein soll, bei jedem einzelnen Körper des Systems die unmittelbar

auf ihn wirkenden Kräfte mit den Einflüssen, welche er von den an

den übrigen Körpern angebrachten Kräften erfährt, das Gleichge-

wicht halten müssen.

Die Ermittelung dieser Einflüsse ist demnach die Hauptaufgabe

des nun folgenden zweiten Theiles der Statik, indem mit Berück-

sichtigung derselben jede Aufgabe über das Gleichgewicht eines

Systems verbundener Körper auf das im ersten Theile behandelte

Gleichgewicht isolirter Körper reducirt werden kann.
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§. 189. Die Bedingungen, denen man die gegenseitige Lage

der Körper unterworfen annehmen kann, sind entweder ganz will-

kürliche, oder solche, welche in der Natur der Körper selbst ihren

Grund haben. Eine willkürliche Bedingung wäre z. B. die, dass von

drei Körpern, wie sie auch ihre gegenseitige Lage ändern, der In-

halt des Dreiecks, welches ihre Schwerpuncte bilden, von gleicher

Grösse bleiben soll. "Wenn nun auch selbst für dergleichen nur in

der Idee existirende, aber nicht wohl physisch darstellbare Systeme

die Gesetze des Gleichgewichtes sich entwickeln lassen, so könnten

diese Entwickelungen doch nur in rein mathematischer Hinsicht von

Interesse sein, sonst aber nicht, wenigstens nicht unmittelbar, einen

reellen Nutzen gewähren. Wir wollen daher gegenwärtig nur die-

jenigen Verbindungen der Körper berücksichtigen, welche in den

allgemeinen physischen Eigenschaften derselben begründet

sind.

Von diesen Eigenschaften, deren man insgemein vier zu rechnen

pflegt: Ausdehung, Theilbarkeit, Trägheit und Undurch-
dringlichkeit, kann nun ofienbar nur die letztere zugleich Ursache

sein, dass die auf den einen von zwei Körpern wirkenden Kräfte

gleichzeitig auf den anderen ihre Wirkung äussern, und dieses auch

nur in dem Falle, wenn die Körper einander berühren, und wenn
die den einen von ihnen angreifenden Kräfte ihn in den von dem
anderen eingenommenen Raum einzudringen nöthigen, ihn also nach

der Seite zu treiben, wo ihn der andere berührt, nicht nach einer

anderen Richtung, indem sonst die Berührung und damit die Ein-

wirkung aufgehoben würde.

Von dieser der Natur gemässen Bedingrunor wollen wir aber zur

Vereinfachung und Erleichterung unserer Untersuchungen insofern

wieder abweichen, dass wir die Berührung der Körper als unauflös-

lich betrachten, so dass, wenn von zwei durch Berührung mit ein-

ander verbundenen Körpern der eine festgehalten wird, dem anderen

nur diejenige Bewegung gestattet ist, bei welcher er den ersteren in

eben so vielen Puncten, als anfänglich, zu berühren fortfährt. Strei-

tet nun diese Hypothese, in den meisten Fällen wenigstens, gegen

die Natur der Dinge, und ist nichts vorhanden, welches zwei sich

nur berührende Körper, sobald sie nach entgegengesetzten Seiten

getrieben werden, sich zu trennen verhinderte, so wird es doch in

jedem speciellen Falle leicht sein, die Bedingungen zu finden, die

wegen der möglichen Trennung der Körper zu den übrigen Be-
dingungen des Gleichgewichtes noch hinzugefügt werden müssen.

Auch gibt es in der That Systeme in der Natur, die mit unserer

Hypothese mehr oder Aveniger in Uebereinstimmung sind. Ganz



^. 190. Erstes Kapitel. Gleichgewicht bei ZAvei verbundenen Körpern. 285

besonders ist dieses mit einem biegsamen Faden der Fall. Denn
einen solchen kann man sich als ein System unendlich vieler un-

endlich kleiner Körper vorstellen, von denen jeder mit zwei anderen

durch unzertrennbare Berührung verbunden ist; und man erlangt

dadurch den Vortheil, das Gleichgewicht an einem biegsamen Faden
nach denselben Principien, wie das Gleichgewicht jedes anderen

Systems sich berührender Körper, untersuchen zu können.

Diese durch keine Kräfte auflösliche Berührung ist also

die Art und Weise, auf welche wir die Körper mit einander ver-

bunden annehmen wollen, vmd wodurch es geschehen soll, dass die

an dem einen Körper angebrachten Kräfte auf die anderen Körper

Einfluss haben. Das Beiwort «unauflöslich« w'ird jedoch der Kürze

willen in dem Folgenden weggelassen Averden, da wir uns jede Be-

rührung, dafern nicht das Gegentheil erinnert wird, als eine solche

zu denken haben.

§. 190. Grundsätze. I. Findet zicisclien Kräften^ welche auf
mehrere mit einander verhundene Körper icirken , Gleichgewicht statte

so dauert dasselbe noch fort , icenn die gegenseitige Lage einiger oder

aller dieser Körper uiiveränderlich gemacht loird.

Unter den Bedingungen, welche zum Gleichgewichte mit ein-

ander verbundener Körper nöthig sind, müssen folglich alle diejeni-

gen enthalten sein, welche erfordert w^erden, wenn die gegenseitige

Lage einiger oder aller dieser Körper unveränderlich angenommen
wird. Insbesondere müssen daher die sechs Bedinsung'ssrleichuno-en

für das GleichgeAvicht zwischen Kräften, welche an einem einzigen

frei beweglichen Körper angebracht sind (§. 66), auch beim Gleich-

gewichte zwischen Kräften stattfinden, welche auf mehrere mit ein-

ander verbundene, an sich frei bewegliche Körper wirken.

II. Das Gleichgewicht hei mehreren mit einander verbundenen

Körpern wird nicht aufgehoben, icenn einer oder etliche derselben un-

beweglich gemacht iverden.

Die Bedingungen, welche zum Gleichgewichte eines zum Theil

aus unbeweglichen Körpern bestehenden Systems nöthig sind, müssen
daher auch dann in Erfüllung gehen, wenn man die unbeweghchen
beweglich werden lässt.

III. Sind von mehreren mit einander verbundenen Körpern einer

oder etliche unbeioeglich , und herrscht zimschen Kräften, icelche auf
die beweglichen wirken, Gleichgereicht, so ist es immer möglich, an den

unbeweglichen Kräfte anzubringen, dergestalt, dass, tce?m die unbe-
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weglichen gleichfalls heioeglich angenommen werden, das Gleichgewicht

nicht unterhrochen loird.

Die ]5edingungen für das Gleichgewicht eines Systems , in

welchem bewegliche Körper mit unbeweglichen verbunden sind,

müssen daher so beschaiFen sein, dass, wenn man die unbeweg-

lichen beweglich Averden lässt, es möglich ist, an den unbeweg-

lichen Kräfte anzubringen, welche mit den Kräften an den beweg-

lichen das GleichgeAvicht halten.

Noch ist zu bemerken, dass die in §. 4 in Bezug auf einen

einzigen Körper aufgestellten Grundsätze III und IV auch auf jedes

System von Körpern Anwendung leiden, und dass der Grundsatz

Vni in §. 14 auch dann noch gilt, wenn die zwei Puncte, auf

welche Kräfte wirken, zwei verschiedenen Körpern angehören, die

dergestalt mit einander verbunden sind, dass die gegenseitige Ent-

fernung der zwei Puncte unveränderlich ist.

8. 191. Mit Hülfe dieser Grundsätze wollen wir nun zu-

vörderst das Gleichgewicht an einem Systeme von nur zwei sich

berührenden frei beweglichen Körpern in Untersuchung ziehen. Der

eine von ihnen sei, um von dem einfachsten Falle auszugehen, un-

endlich klein oder ein physischer Punct A\ den anderen, in dessen

Oberfläche dieser Punct nach allen Richtungen beweglich ist, wollen

wir uns anfangs kugelförmig denken. Wirken nun auf A und den

Mittelpunct C der Kugel zwei Kräfte P und i?, und sind diese ein-

ander gleich, und ihre Richtungen einander direct entgegengesetzt,

also normal auf der Oberfläche, so halten sie sich das Gleichgewicht,

weil die gegenseitige Entfernung ihrer Angriffspuncte A und C un-

veränderKch ist (§. 14, VIII und §. 190).

Da jede Kraft, ihrer Wirkung unbeschadet, auf jeden Punct

ihrer Richtung, der mit ihrem anfänglichen Angriffspuncte fest

verbunden ist, verlegt werden kann, so wird das Gleichgewicht noch

fortbestehen, Avenn wir die auf C Avirkende Kraft R in einem be-

liebigen anderen Puncte des durch A zu legenden Kugeldurch-

messers anbringen. Auch können Avir statt derselben ZAvei oder

mehrere andere, auf beliebige Puncte der Kugel wirkende Kräfte

setzen, Avenn nur von letzteren Kräften die erstere die Resultante

ist. Endlich AA^erden AA^ir, ohne das GleichgeAAacht aufzuheben, dem
mit einer Kugelfläche begrenzten Körper jede beliebige andere Form
geben können, Avenn nur das Flächenelement, in Avelchem sich der

bcAvegliche Punct A befindet, seine Lage, in AA'elcher es von der auf

A AA'irkenden Kraft P normal getroff'en Avird, beibehält; denn nur
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von der Lage dieses Elements der Fläche, und keines anderen, kann

das in Rede stehende Gleichgewicht ahhängig sein.

Zicischen mehreren an einem frei heiveglichen Körper angehracJden

Kräften und einer Kraft, xoelche auf eineyi in der Oherßäche des

Körpers beweglichen Punct A icirkt^ herrscht demnach Gleichgewicht^

wenn erstere Kräfte eine der letzteren gleiche und direct entgegen-

gesetzte Restdtante haben, und wenn die Richtung der auf A ivirken-

den Kraft
^
folglich auch die Resultante der übrigen^ die Oberfläche in

A normal trifft.

Diese zwei Bedingungen sind aber zum Gleichgewichte nicht

allein hinreichend, sondern auch noth wendig. Denn sind die

Kräfte im Gleichgewichte, so wird dieses auch noch bestehen, wenn
man den Punct in der Fläche unbeweglich und somit als einen mit

den AngrifFspuncten der übrigen Kräfte in fester Verbindung stehen-

den Punct nimmt (§. 190, I). Alsdann aber muss, wie bei einem

einzigen festen Körper, die auf den Punct wirkende Kraft den

übrigen das Gleichge%Wcht halten und folglich, in entgegengesetzter

Richtung genommen, die Resultante der übrigen sein.

Um die Nothwendigkeit der zweiten Bedingung zu beweisen,

setze man. die Linie, in welche die Richtungen der Kraft P am
Puncte A und der Resultante R der übrigen fallen, sei nicht auf

der Fläche normal, sondern beliebig gegen dieselbe geneigt. Den
Punct dieser Linie, in welchem sie die Fläche schneidet, also den

Punct der Fläche, über welchem sich A befindet, nehme man zum
Angriffspuncte von R, und zerlege hierauf R nach einer auf der

Fläche normalen und einer die Fläche berührenden Richtung in die

Kräfte i?, und R^. Nach denselben Richtungen zerlege man auch

P in P^ und P^. Wie leicht ersichtlich, erhält man hierdurch zwei

Paare einander gleicher und direct entgegengesetzter Kräfte P, und
i2j , Pj und R-, . Von diesen sind nun P, und P, normal auf der

Fläche und daher im Gleichgewichte. Sollten mithin P und R sich

das Gleichgewicht halten , so müssten es auch Pj und P, . Dieses

ist aber nicht möglich, da der in der Fläche bewegliche Punct A
und der Punct der Fläche selbst, über welchem ersterer liegt, den

tangentielleu entgegengesetzten Richtungen, nach denen sie von Pj
und P, getrieben werden, gleichzeitig zu folgen, durch nichts ge-

hindert werden; folglich u. s. w.

§. 192. Zusätze, a) Wenn zwischen den Kräften, welche auf

den frei beweglichen Körper und den in seiner Oberfläche beweg-
lichen Punct wirken, Gleichgewicht herrscht, so wird dieses nicht
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unterbroclien, wenn wir den Körper unbeweglich werden lassen.

Alsdann aber sind die an ihm angebrachten Kräfte von keiner Wir-

kung mehr, und wir erkennen daraus:

Wenn auf einen in einer unheiveglichen Fläche heiceglichen Punet

eine die Fläche normal treffende Kraft tcirkt, so ist der Punct im

Gleichgeiüich te.

Umgekehrt:

Bleibt ein auf einer unheioeglichen Fläche beweglicher und der

Wirkung einer Kraft ausgesetzter Punct in Ruhe^ so ist die Itichtung

der Kraft auf der Fläche normal.

Denn lässt man die Fläche beweglich werden, so kann man
das dadurch verloren gehende GleichgCAvicht durch Kräfte, welche

man an der Fläche anbringt, wieder herstellen (§. 190, DI). Dieses

neue Gleichgewicht ist aber nach §. 191 nur dann möglich, wenn

die auf den Punct wirkende Kraft die Fläche normal trifft.

h) Wird umgekehrt, statt des Körpers, der Punct unbeweg-

lich gesetzt, und somit die Beweglichkeit des Körpers dergestalt

beschränkt, dass seine Oberfläche einem unbcAveglichen Puncte A
zu begegnen genöthigt ist, so ergibt sich auf ganz ähnliche Weise,

wie im vorigen Falle, die zum Gleichgewichte der auf den Körper

wirkenden Kräfte hinreichende und nothwendige Bedingung, dass

die Kräfte eine durch den Punct A gehende und die Oberfläche

daselbst normal treffende Resultante haben.

c) Sind in der Oberfläche eines beweglichen Körpers zwei oder

mehrere bewegliche Puncte A, B, ..., und wirken auf jeden

der Puncte eine Kraft, P auf A, Q auf B, ... und auf den Körper

mehrere Kräfte, oder nur eine, oder auch gar keine Kraft, so wird

zum Gleichgewichte erfordert, dass sämmtliche Kräfte sich ebenso,

als wären ihre Angriffspuncte fest mit einander verbunden, das

Gleichgewicht halten, und dass die Richtungen der auf die beweg-

lichen Puncte wirkenden Kräfte die Oberfläche normal treffen.

Die Nothwendigkeit der ersten Bedingung leuchtet sogleich ein,

wenn man die Puncte A, B, ... mit der Oberfläche sich fest ver-

einigen lässt; die Nothwendigkeit der zweiten erhellt aus Zusatz a,

wenn man die Puncte in der Oberfläche beweglich, den Körper selbst

aber unbeweglich annimmt (§. 190, H). Die zwei Bedingungen sind

aber auch die einzigen, welche zum GleichgcAvichte erfordert Averden.

Denn sind die auf den Körper wirkenden Kräfte mit den Kräften

P, Q, ... an den beweglichen Puncten ebenso im Gleichgewichte,

als wenn die Puncte an der Oberfläche fest wären, so müssen sich

für erstere Kräfte den letzteren gleiche, direct entgegengesetzte und
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auf Piinete des Körpers selbst wirkende Kräfte — P, — Q, ... sub-

stituiren lassen. Da nun der zweiten Bedingung zufolge P, Q, ...

auf der Oberfläche normal sind, so herrscht nach §.191 ZAvischen P
und — P besonders, zwischen Q und — Q besonders etc., mithin

z-\vischen sämmtlichen Kräften Gleichgewicht.

d) "Werden die Puncte A, B, ... unbeweglich angenommen,

wird aber der Körper beweglich gelassen und mithin der Bedingung

unterworfen, dass seine Fläche zwei oder mehreren unbeweglichen

Pnncten begegnet, so ist die einzige zum Gleichgewichte der auf

den Körper wirkenden Kräfte nöthige Bedingung, dass es möglich

sein muss, diese Kräfte in andere zu ver^-andeln, deren Richtungen

die unbeweglichen Puncte treffen und daselbst auf der Oberfläche

normal sind.

Diese Bedingung ist hinreichend, weil nach Zusatz h keine der

durch die Verwandlung erhaltenen normalen Kräfte Bewegung her-

vorbringen kann. Sie ist aber auch nöthig, weil, wenn man die

Puncte Avieder beweglich werden lässt, die Kräfte, AAelche nach

§. 190, m zur Erhaltung des Gleichgewichtes an den Puncten an-

gebracht werden können, nach Zusatz c auf der Fläche normal sein

und, in entgegengesetzter Richtung genommen, mit den Kräften am
Körper gleiche Wirkung haben müssen.

e] Ist die Oberfläche des Körpers an einem oder mehreren un-

beweglichen Puncten verschiebbar, und sind in derselben Fläche

ein oder mehrere bewegliche Puncte, so ist es zum Gleichge^vichte

zwischen Kräften, welche an diesen beweglichen Puncten und an

Puncten des Körpers selbst angebracht sind, nöthig und hinreichend,

dass die Kräfte an den beAveglichen Puncten die Fläche normal

trefien, und dass diese Kräfte in Verbindung mit den auf den

Körper unmittelbar wirkenden Kräften sich in andere verwandeln

lassen, welche die Fläche in den unbeweglichen Puncten normal

treffen.

Den Beweis hiervon übergehe ich, da er denen für die vorigen

Fälle der Zusätze c und d ganz ähnlich ist. Ich kann aber nicht

umhin, auf geometrische Folgerungen eigener Art aufmerksam

zu machen, die sich aus diesem Satze ziehen lassen.

Sei die Oberfläche eines beweglichen Körpers durch einen un-

beweglichen Punct A zu gehen genöthigt, und in ihr ein beweg-

licher Punct B , auf Avelchen eine Kraft nach parallel bleibender

Richtung wirke; am Körper selbst aber sei keine Kraft angebracht.

Nach letzterem Satze wird nun beim Gleichgewichte der Körper und
der in seiner Fläche bcAvegliche Punct B eine solche Lage ein-

nehmen, dass die Richtung der Kraft auch durch A geht und in A
Möbius Werke m. 19
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sowohl als in B die Fläche normal trifft. In eine solche Lage
aber werden der Körper und der Punct B gewiss kommen, indem
sonst die sich parallel bleibende Kraft ein Perpetuum mobile um
den unbeweglichen Punct A erzeugen ^^-ürde, welches nicht mög-lich

ist. Dies führt zu dem Schlüsse:

hl einer jeden in sich zurücJckeJirenden stetig gekrümmten Fläche

gibt es ivenigstens ein Paar von Puticten, loelches die Eige?ischaft be-

sitzt, dass eine durch sie gelegte Gerade die Flüche in beiden Puncten

normal trifft.

Beim EUipsoid z. V». hat man drei solcher Paare von Puncten.

Die sie verbindenden Linien sind die drei Hauptaxen; ausser ihnen

gibt es keine andere die Fläche des Ellipsoids zweimal rechtwinklig

schneidende Gerade.

Geht die Fläche eines Körpers durch zwei unbeAvegliche Puncte

A und B, und wirkt auf einen in ihr beweglichen Punct C eine

Kraft nach einer sich parallel bleibenden und folglich mit AB stets

denselben Winkel machenden Richtung, so ist diese Richtung, wenn
der Körper in die Lage des Gleichgewichtes gekommen, in C auf

seiner Fläche normal, liegt mit den durch A und B zu ziehenden

Normalen in einer Ebene und trifft diese Normalen in einem und

demselben Puncte. Da nun der Körper in die Gleichgewichtslage

gemss kommen Avird, so folgern mr:

In einer in sich zurHeldaufenden stetig gekrümmten Fläche ist es

immer möglich, drei Puncte dergestalt zu bestimmen, dass die durch

sie zu ziehenden Normalen in einer Ebene liegen und sich ifi eitiem

Puncte schneiden, dass der gegenseitige Abstand zweier der drei Puncte

von gegebener, die grösste Sehne der Fläche nicht überschreitetider

Grösse ist, und dass mit dieser Abstandslinie die Normale durch den

dritten Punct einen gegebenen Winkel macht.

Durch Annahme noch mehrerer unbeweglicher Puncte lassen

sich noch einige andere Sätze dieser Art finden. Es Aväre aber über-

flüssig, dieselben herzusetzen, da sie Jeder nach der durch die mit-

getheilten gegebenen Anleitung leicht selbst wird entwickeln können.

§. 193. Das §. 192, d und c betrachtete Gleichgewicht eines

Körpers, dessen Fläche durch mehrere unbewegliche Puncte zu gehen

genöthigt ist, macht noch eine besondere Erörterung nöthig. Die

Bedingung dieses Gleichgewichtes war, dass für die am Körper an-

gebrachten Kräfte, — zu denen in §. 192, e noch die zu rechnen

sind, welche an den in der Oberfläche beweglichen Puncten wirken,

— dass für alle diese Kräfte ein System gleichwirkender Kräfte sub-
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stituirt werden konnte, deren Richtungen die Oberfläche normal in

den unbeweglichen Puncten trafen. Sollen aber zwei an einem

Körper angebrachte Systeme von gleicher Wirkung sein, so müssen

z^^•ischen den die Intensitäten und Richtungen der Kräfte bestim-

menden Grössen sechs Gleichungen erfüllt sein (§. 66, Zusätze). Soll

folglich ein gegebenes System in ein anderes verwandelt werden,

von dessen Kräften, deren Anzahl gleich n sei, die Richtungen ge-

geben sind, so ist dieses im Allgemeinen, wenn w/>-5, immer mög-
lich. Denn ist w = 6, so lassen sich die sechs unbekannten Inten-

sitäten aus jenen sechs Gleichungen finden; ist aber i>?^6, so kann
man von n— 6 Kräften die Intensitäten Avillkürlich annehmen und
damit die sechs übrigen bestimmen. Wenn dagegen n <^ 6, so können
die n Intensitäten aus den sechs Gleichungen eliminirt werden, und
es bleiben dann 6 — n Bedingungsgleichungen zurück, welche erfüllt

sein müssen, wenn die Reduction des gegebenen Systems möglich

sein soll.

Ist demnach die Fläche eines Körpers durch n unbewegliche

Puncte zu gehen genöthigt, so können für w> 5 die auf den Körper
wirkenden Kräfte immer in n andere die Fläche in den n Puncten

normal trefi'ende Kräfte verAvandelt werden, deren Intensitäten für

7i = 6 bestimmte Werthe erhalten, für w^6 aber zum Theil un-

bestimmt bleiben. Es herrscht folglich hier immer Gleichge^A-icht,

welches auch die auf den Körper wirkenden Kräfte sein mögen;
oder mit anderen Worten:

Ein Körper, dessen Oherßäche durch sechs oder mehrere imhe-

wegliche Puncte zu gehen genöthigt ist. ist ebenfalls unbeweglich

.

Ist die Zahl n der unbeweglichen Puncte, und mithin der nor-

malen Kjäfte , kleiner als sechs , so müssen 6— n Bedingungen
ZAvischen den Richtungen dieser Kräfte und den Richtungen und
Intensitäten der am Körper angebrachten Kräfte erfüllt Averden,

wenn letztere Kräfte auf erstere sollen reducirt Averden können. In

diesem Falle findet also nicht immer GleichgcAA-icht statt, d. h.

:

Die Bev-eglichkeit eines Körpers ist nie völlig aufgehoben, wenn
seine Oberfläche durch weniger als sechs unbeicegliche Puncte zu gehen

genöthigt ist.

Werden die 6 — n Bedingungen erfüllt, und herrscht mithin

Gleichgewicht, so erhalten die normalen Kräfte bestimmte Werthe.

Diese allgemeinen Sätze sind indessen mehreren Ausnahmen
unterworfen. Denn zuerst kann in gcAvissen Fällen auch bei sechs

und noch mehreren unbeweglichen Puncten Beweglichkeit statt-

finden. Ist die Fläche eine Ebene, oder die Fläche einer Kugel,

19*
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oder allgemeiner eine Revolutionsfläche, oder ist sie eine Schrauben-

fläche, so kann die Anzahl der unbeweglichen Puncte jede beliebige

sein, ohne dass die Beweglichkeit der Fläche aufgehoben wird; denn

jede dieser Flächen ist in sich selbst verschiebbar. Analytisch gibt

sich diese Beweglichkeit dadurch zu erkennen, dass die in beliebiger

Zahl genommenen normalen Kräfte aus den vorhin gedachten sechs

Gleichungen sich sämmtlich eliminiren lassen, und dadurch von

diesen Kräften unabhängige Gleichungen hervorgehen, welche die

Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den ursprünglich auf

den Körper wirkenden Kräften angeben.

Sodann kann es geschehen, dass auch bei sechs oder weniger

unbeweglichen Puncten einige oder alle der auf sie gerichteten nor-

malen Kräfte ihren Intensitäten nach unbestimmt bleiben. Dieser

Fall tritt dann ein, wenn von den sechs, fünf, vier, ... normalen

Richtungen einige oder alle solche Lage haben, dass sich Kräfte

angeben lassen, welche, nach ihnen wirkend, im Gleichgewichte

sind. Denn liegen z. B. bei drei Puncten die zugehörigen Normalen

a, ß, / in einer Ebene und schneiden sich in einem Puncte, und

hat man die gegebenen Kräfte auf drei nach a, /?, / wirkende

P, Q, JR. reduciren können, so sind mit ihnen die gleichfalls nach

a, ß, y gerichteten Kräfte

P -\- S . sin ß^y , Q -f-
6'

. sin y^'a , R -\- 6'
. sin a^ß

gleichAvirkend , welches auch die Intensität von aS* sein mag, indem

die drei mit S proportionalen Kräfte sich besonders das Gleichge-

wicht halten.

§. 194. Auf die vorhergehenden Betrachtungen über das Gleich-

gewicht an einem Körper und mehreren mit ihm verbundenen, theils

beAveglichen , theils unbeweglichen Puncten lassen sich die nun

folgenden Untersuchungen, welche das Gleichgewicht an zwei oder

mehreren mit einander verbundenen Körpern zum Gegenstande

haben, immer zurückführen. Denn um dies gleich an dem einfach-

sten Falle zu zeigen, Avenn das System nur aus zwei sich mit ihren

Flächen in einem Puncte berührenden frei beweglichen Körpern a

und a besteht, so kann diese Flächenberührung oiFenbar auch da-

dadurch ausgedrückt werden, dass es einen Punct A geben soll,

welcher in den Flächen beider Körper zugleich beweglich ist, einen

Punct also, der, w^enn wir uns ihn als ein nach allen Dimensionen

unendlich kleines Körperchen denken, die Körper a und a an der

Stelle, an Avelcher sie ohne ihn zusammentreffen w^irden, um ein

unendlich Geringes von einander getrennt erhält.
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Seien nun die auf die zwei Körper wirkenden Kräfte im

Gleichgewichte, und lassen wir zuerst den Zwischenpunct A,

Avie wir ihn nennen können, unbeweglich im Räume werden. Da
hierdurch das Gleichgewicht nicht aufgehoben wird, und da die

Körper nicht unmittelbar an einander, sondern an den unbeweg-

lichen Punct A stossen und daher ausser aller Verbindung mit ein-

ander sind, so müssen (§. 192, b) die auf a A\irkenden Kräfte sowohl,

als die an a' angebrachten, eine in die gemeinschaftliche Normale

der Flächen beider Körper fallende Resultante haben. Beide Re-

sultanten aber müssen überdies einander gleich und entgegengesetzt

sein, damit, wenn A Avieder beweglich wird, statt dessen aber die

gegenseitige Lage der Körper unveränderlich angenommen wird, die

an ihnen, als an einem einzigen festen Körper, angebrachten Kräfte

sich das GleichgeAvicht halten.

Diese Bedingungen sind aber nicht allein nothwendig, sondern

auch liinreichend. Denn haben die auf a wirkenden Kräfte eine in

die Normale bei A fallende Resultante P, die auf a wirkenden eine

der P gleiche und direct entgegengesetzte Resultante P', und bringt

man hierauf am Z"\Adschenpuncte A selbst zwei diesen Resultanten

gleiche und entgegengesetzte Kräfte — P und — P' an, so halten

diese letzteren einander das Gleichgewicht und können daher den

Zustand des Systems nicht ändern. Da aber jetzt nach §. 191

P und — P für sich und ebenso P' und — P' besonders im Gleich-

gcAvichte sind, so ist auch das ganze System im Gleichgewichte.

§. 195. Zwei einander gleiche und entgegengesetzte Kräfte,

welche an zwei sich berührenden Körpern, die eine an dem einen,

die andere an dem anderen Körper, im Berührungspuncte angebracht

sind, und deren Richtungen in die gemeinschaftliche Normale da-

selbst fallen, wollen wir Gegenkräfte nennen. Zwei solcher Kräfte

halten daher einander stets das GleichgeAvicht, und Avir können mit

ihnen die A^orliin erhaltenen Bedingunge7i für das Gleichgeicicht

zweier sich in einem Puncte berührender Körper auch folgendergestalt

ausdrücken :

Es muss möglich sein, im Berührimgspuncte ztoei Gegenkräfte ton

solcher Intensität anzubringen., dass an Jedem Körper besotiders zwischen

den ursprünglich auf ihn wirkenden Kräften und der hinzugefügten

Gegenkraft Gleichgeioicht stattfindet.

§. 196. Auf ganz ähnliche Art lässt sich auch der allgemeinere

Fall behandeln, wenn zaa'cI Körper a und a sich in zwei oder meh-
reren Puncten A, B, C\ ... berühren, und Avenn ZAAischen den auf
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sie wirkenden Kräften Gleichgewicht stattfinden soll. — Man setze

zuerst bei jeder Berührung einen Zwischenpunct hinzu und lasse

diese Puncte im Räume unbeweglich werden. War nun anfangs

Gleichgewicht vorhanden, so kann dieses hierdurch nicht verloren

gehen; vielmehr muss jetzt an jedem der beiden Körper einzeln

Gleichgewicht herrschen. Mithin (§. 192, d) müssen die auf a wir-

kenden Kräfte in andere P, Q, -R, ... und die auf a wirkenden in

andere P', Q', R' , . . . verwandelt Averden können, deren Richtungen

in die Normalen a, ß, y, ... der Berührungspuncte A, B, C, ...

fallen; P und P' in die Normale «; Q und Q' in die Normale ß;

u. s. w. Es müssen ferner, wenn Avir die Unbeweglichkeit der

Zwischenpuncte wieder aufheben, dagegen aber die gegenseitige Lage

von (i und a unveränderlich annehmen, die ursprünglichen Kräfte,

also auch diejenigen, auf welche sie reducirt worden, d. i. die nach

a, ß, /, ... gerichteten Kräfte P und P', Q und Q', P und Ä', ...,

als beziehungsweise auf einen einzigen beweglichen Körper wirkend,

im GleichgeAvichte mit einander sein.

Bei Verwandlung der auf a ursprünglich wirkenden Kräfte in

andere P, Q, H, ... nach den Richtungen «, ß, y, ..., erhalten

nun P, Q, P, ... entweder nur auf eine Art bestimmbare Werthe,

oder nicht. Ist Ersteres der Fall, so sind

P+ P' = , Q + Q' = , . . .
,

d. h. je zwei nach derselben Normale a, ß, ... wirkende Kräfte sind

für sich im Gleichgewichte, indem sonst, weil P, Q, ... P', Q', ...

zusammen im Gleichgewichte, also P, Q, ... mit — P', — Q', ...

gleichwirkend sein sollen, es gegen die Annahme auf zweierlei Weise

möglich wäre, die ursprünglichen Kräfte an a in andere nach einer-

lei Richtungen a
, ß , y, ... zu verAvandeln , nämlich das einemal in

die Kräfte P, Q, ... und das anderemal in die davon verschiedenen

Kräfte — P', — Q', Können dagegen eine oder etliche, z. B.

zAvei, von den Kräften P, Q, ..., folglich auch eben so viele der

mit ihnen nach denselben Richtungen gleichAvirkendeu — P', — Q'
, ...

nach Willkür bestimmt Averden, und nimmt man hierauf P, Q nach

Belieben und setzt

— P'=P, —Q'=Q,
also

P-1-P' = , Q+ Q'=
,

so müssen aus demselben Grunde, aaüc vorhin, a\o alle Ki*äfte be-

stimmte Werthe hatten, auch — R = R, ..., folglich P -f- P' ^ 0, ...

sein.

Als nothAvendige Bedingung für das GleichgeAvicht zwischen
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BLräften. die auf zwei sich in mehreren Piincten berührende Körper

wirken, lässt sich daher jedenfalls folgende aufstellen:

Es muss möglich sein, an jedem Berührungspunde ztcei Gegen-

h'äfte (§. 195) ^

—

P und — P' an A. — Q, und — Q' an B^ ...),

ton solcher Intensität anzubringen^ dass an Jedem der beiden Körper

besonders zicischen den ursprünglichen und den jetzt an ihn hinzuge-

fügten Kräften Gleichgeicicht besteht.

Aber auch umgekehrt:

Ist nach Hinzufügung von Gegenkräften jeder der beiden Körper

für sich im Gleichgewichte^ so müssen die Körper, durch Berührungen

mit einander verbunden^ auch ohne Gegenkräfte im Gleichgeicichte sein.

Denn das GleichgeAvicht der mit einander verbundenen Körper,

welches nach Hinzufügung der Gegenkräfte, wegen des dadurch be-

wirkten Gleichgewichtes jedes einzelnen, stattfinden muss, kann,

Avenn man die Gegenkräfte paarweise nach und nach wieder ent-

fernt, nicht verloren gehen, da je zwei zusammengehörige derselben

für sich im Gleichgewichte sind (§. 195).

Zusatz. Man sieht leicht, wie die in §. 193 gemachten Be-

merkungen auch hier ihre Anwendung finden. Berühren sich näm-
lich zwei Körper in sechs oder Aveniger Puncten , so haben die In-

tensitäten der Gegenkräfte im Allgemeinen bestimmte Werthe;

unbestimmt bleiben sie bei 7, 8, ... Berührungen. Femer sind die

Körper bei 5, 4 ... Berührungen stets an einander verschiebbar, im
Allgemeinen aber nicht mehr, wenn sie sich in sechs oder mehreren

Puncten berühren, so dass, mit Ausnahme gewisser einfacher Formen
der Oberflächen, bei 6, 7. ... Berührungen zum Gleichgewichte nur

erfordert wird, dass sich die Kräfte an beiden Körpern ebenso, als

wären sie nur an einem einzigen angebracht, das Gleichgewicht

halten. Endlich können auch bei 6, 5, ... Berührungen die Gegen-
kräfte unbestimmt bleiben, und zwar dann. Avenn die Normalen, nach

denen sie gerichtet sind, eii\e solche Lage gegen einander haben,

dass sich Kräfte angeben lassen. Avelche, nach diesen Normalen AAir-

kend, sich das Gleichgewicht halten.

§. 197. Wir haben bisher einen jeden der beiden sich in einem

oder mehreren Puncten berührenden Körper als frei beweglich an-

genommen. Sei jetzt der eine von ihnen unbeAveglich, und es er-

hellt ohne "Weiteres, dass, jenachdem die auf den boAveglichen Kör-

per wirkenden Kräfte Bewegung zu erzeugen im Stande sind, oder

nicht, weder im ersteren Falle die Bewegung gehemmt, noch die im

letzteren herrschende Ruhe gestört Avird. Avenn Avir. AA'ie im Vorigen,
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an den Berührungsstellen Zwisclienpuncte einschieben, und diese mit

dem unbeAveglichen Körper fest verbunden annehmen. Die Be-

dingungen des Gleichgewichtes im vorliegenden Falle müssen daher

ganz identisch sein mit denen (§. 192, f/i, welche stattfanden, wenn
die Fläche des Körpers durch unbewegliche Puncte zu gehen ge-

nöthigt Avar.

Berührt demnach ein bewegKcher Körper einen unbeweglichen

in einem oder mehreren Puncten, so sind die auf ersteren wirkenden

Kräfte nur dann und dann immer im Gleichgewichte, wenn es

möglich ist, sie in andere zu verwandeln, welche die Oberfläche des

Körpers in den Berührungspuncten normal treifen. — Bei sechs und

mehreren Berührungen ist diese Verwandlung im Allgemeinen immer

ausführbar, und daher ein mit einem unbeweglichen in 6, 7, ...

Puncten durch Berührung verbundener Körper ebenfalls unbeweglich.

§. 198. Ausser der bisher betrachteten Flächenberührung gibt

es noch einige andere Arten, nach denen zwei Körper in einem oder

mehreren Puncten einander begegnen können. Denn ist jeder der

beiden Körper nicht von einer einzigen sich stetig fortziehenden

Fläche begrenzt, sondern ist er es von mehreren, und hat er somit

Kanten und Ecken, so kann eine Begegnung der beiden Körper

in einem Puncte auch darin bestehen, dass eine Ecke oder Kante

des einen Körpers an eine Ecke, Kante oder Fläche des anderen

trifft.

Ohne zu den ersten Principien wieder zurückzukehren, können

M-ir die Bedingungen des Gleichgewichtes, die bei solchen Arten der

Begegnung ZAveier Körper nöthig und hinreichend sind, auch un-

mittelbar aus den soeben bei der Flächenberühruno' befundenen Be-

dingungen herleiten. Sind nämlich zwei bewegliche Körper auf be-

liebige Weise mit ihren Ecken, Kanten und Flächen verbunden, und

herrscht zwischen den auf die Körper A^irkenden Kräften Gleichge-

wicht, so wird dieses nicht unterbrochen werden, wenn ^rir die zu-

sammentreffenden Ecken und Kanten um ein unendlich "Weniges

abstumpfen, oder, was dasselbe ist, wenn wu- auf den Ecken unend-

lich kleine Kugeln und längs der Kanten cylinderförmige Körper

von unendlich kleinem Durchmesser befestigen. Findet aber kein

GleichgcAvicht statt, so wird dasselbe durch Hinzufügung der Kügel-
chen und sehr dünnen Cylinder auch nicht hervorgebracht werden.

Durch diese hinzugesetzten Kügelchen und Cylinder A^-ird aber

das Zusammentreffen der Körper mit Ecken und Kanten auf die

Flächenberührung zurückgeführt, und es wird nun auch hier die

allgemeine Bedingung des GleichgeAvichtes in §. 1 96 anwendbar, wo-
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nach es möglich sein muss, in den Berührungspuncten Gegenkräfte

von solcher Intensität anzubringen, dass an jedem der beiden Körper

besonders Gleichgewicht entsteht. Nur haben wir in Betreff der

Richtungen dieser Gegenkräfte wegen der zum Theil unendlich klei-

nen Dimensionen der bei der Berührung hinzugefügten Körper Eini-

ges zu berücksichtigen.

1) Trifft eine Kante oder Ecke des einen Körpers a mit einer

Fläche des anderen a in einem Puncte zusammen, und wird hier-

auf längs der Kante ein unendlich dünner Cylinder, an die Ecke

aber eine unendlich kleine Kugel gesetzt, so ist bei der dadurch be-

wirkten Flächenberührung die gemeinschaftliche Normale, oder die

Linie, in welcher die Gegenkräfte wirken müssen, als Normale der

Fläche des Körpers a im Berührungspuncte , vollkommen bestimmt.

Dasselbe gilt auch, wenn

2) eine Kante des einen Körpers einer Kante des anderen

unter einem beliebigen Winkel begegnet. Denn zieht man durch

den Punct der Begegnung eine auf beiden Kanten zugleich normal

stehende Gerade, so ist es diese Gerade, und keine andere, welche

auch in dem Berührungspuncte der Cylinder, womit die Kanten ver-

sehen werden, auf den Cylindern normal steht. Trifft aber

3) eine Ecke des einen Körpers auf eine Kante des anderen,

so ist die Richtung der Georenkräfte nicht vollkommen bestimmt.

Denn heisst A der Punct, in welchem die Ecke der Kante begegnet,

so kann die Berührung der an die Ecke zu setzenden kleinen Kugel

mit dem längs der Kante zu befestigenden dünnen Cylinder in irgend

einem Puncte des kleinen Kreises geschehen, in welchem der Cylin-

der von einer in A normal auf seine Axe oder die Kante gesetzten

Ebene geschnitten wird. Die Normale im Berührungspuncte oder

die Richtung der Gegenkräfte ist daher irgend ein Halbmesser die-

ses Kreises, d. h. irgend eine der die Kante in A rechtwinklig

schneidenden Geraden.

4) Ganz unabhängig von der gegenseitigen Lage der Körper ist

die Richtung der Gegenkräfte, wenn Ecke mit Ecke zusammentrifft.

Denn hat man die beiden Ecken mit Kügelchen versehen vmd lässt

diese, statt der Ecken, einander berühren, so kann die Normale der-

selben im Berührungspuncte, mithin auch die durch den Begeg-

nungspunct der Ecken gelegte Linie für die Gegenkräfte, jede be-

liebige Richtung haben.

§. 199. Nach diesen Erörterungen lässt sich nun das Gesetz

des Gleichgewichtes bei zwei sich in einem oder mehreren Puncten

auf beliebige Weise begegnenden Körpern mit denselben Worten,
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wie in §. 196, wo die Körper sich nur mit ihren Flächen berührten,

ausdrücken, sobald nur der Begriff der Gegenkräfte etwas allgemeiner

gefasst und unter ihnen überhaupt zwei einander gleiche Kräfte yer-

standen werden, die an der Stelle, wo zwei Körper sich in einem

Puncte begegnen, die eine auf den einen, die andere auf den ande-

ren Körper, nach entgegengesetzten Richtungen Avirken, mit dem
Zusätze, dass, Avenn der Punct, in welchem der eine Körper von

dem anderen getroffen Avird, nicht eine Ecke oder sonst ein be-

stimmter Punct des Körpers ist, sondern in einer Kante oder über-

haupt in einer bestimmten Linie, oder in einer Fläche desselben

liegt und darin bei gegenseitiger Bewegung der Körper die Stelle

wechseln kann, dass dann die Linie, in Avelche die Richtungen der

Gegenkräfte fallen, auf dieser Kante oder Fläche normal ist. Auf
solche Weise den Begriff der Gegenkräfte festgestellt, ist demnach
Folgendes das allgemeine Resultat der bisherigen Untersuchungen:

Zimschen Kräften, welche auf zwei in einem oder in mehreren

Puncten mit einander verbundene frei bewegliche Körper icirken,

herrscht nur dann und dann immer Gleichgeivicht , wenn sich in den

Verbindungspunden Gegenkräfte von solcher Intensität anbringen lassen,

dass an Jedem der beiden Körper besonders zwischen den ursprüng-

lichen und den hinzugefilgte7i Kräften Gleichgeicicht stattfindet; oder,

was auf dasselbe hinauskommt: loenn die Kräfte an dem einen der

beiden Körper sich auf andere reduciren lassen, deren Hichtungen die

Begegnungspuncte treffen und daselbst bei Begegnungen von Flächen

oder Kanten aif diesen Flächen oder Kanten normal sind, und wenn
die Kräfte an beiden Körpern ebenso, als icenn sie auf einen einzigen

wirkten, eitiander das Gleichgewicht halten.

Ist der eine von beiden Körperu unbeiceglich , so ist es für das

Gleichgedeicht hinreichend und nothwendig, dass die erste der zwei letz-

teren Bedingungen in Bezug auf den beweglichen Körper erfüllt wird.

§. 200. Eine etwas nähere Betrachtung verdient noch die

Natur der Gegenkräfte. Da beim Gleichgewichte zAA-ischen

Kräften, Avelche auf zAvei mit einander verbundene Körper wirken,

an jedem derselben die ursprünglichen Kräfte mit den an ihm an-

zubringenden Gegenkräften im GleichgeAvichte sein müssen, ohne

diese aber im GleichgeAvichte mit den ursprünglichen Kräften am
anderen Körper sind, so Avird von den an dem einen Körper anzu-

bringenden Gegenkräften auf ihn dieselbe Wirkung, als von den
zunächst auf den anderen Körper Avirkenden Kräften, hervorgebracht.

Man kann daher die Gegenkräfte auch als den Ausdruck des von
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den Kräften des einen Körpers auf den anderen Kör[)er bewirkten

Einflusses betrachten.

Bei "wirklichen und daher nicht absohit festen, sondern mehr
oder weniger elastischen Körpern gibt sich dieser Einfluss durch

eine, wenn auch oft nur äusserst geringe Veränderung in der gegen-

seitigen Lage ihrer Theilchen zu erkennen, indem sich die Theilchen

bald etwas näher gebracht, bald etwas weiter von einander entfernt

werden. Diese Veränderung ist an den Stellen selbst, wo die Körper

mit einander verbunden sind, am grössten, ebenso, als wenn auf

diese Stellen Kräfte wirkten, die das einemal eine Richtung von

aussen nach innen, das anderemal von innen nach aussen haben.

Man nennt eine solche Kraft im ersteren Falle Druck oder Pressung,

im letzteren Spannung, oder begreift sie auch unter dem gemein-

schaftlichen Namen Pressung, indem man Spannung als negative

Pressung ansieht.

Indessen muss man sich wohl hüten, diese Pressungen mit den

vorigen Gegenkräften als völlig identisch zu betrachten. Die Gegen-

kräfte ergaben sich nicht als wirklich vorhandene Kräfte, sondern

wurden nur als Hülfskräfte eingeführt, um damit die Demonstra-

tionen zu erleichtern und die Bedingungen des Gleichgewichtes ein-

facher darzustellen. Die Pressungen dagegen sind Kräfte, die sich

beim Gleichgewdchte ebenso, wie jede andere Kraft, durch Ver-

änderung der gegenseitigen • Lage der Theilchen der Körper , als

wirklich vorhanden offenbaren , und die daher sowohl hinsichtlich

ihrer Intensitäten, als ihrer Richtungen, jederzeit vollkommen be-

stimmt sind, Avährend die Intensitäten der Gegenkräfte nur bei sechs

oder weniger Flächenberührungen zweier Körper, um bloss dieser

Art der Begegnung zu gedenken, bestimmte Werthe haben können

(§. 196, Zusätze).

Soviel ist geiviss, dass im Falle des Gleichgewichtes die Pres-

sungen, loelche ein Körper erleidet, eben so vjohl als die an ihm an-

zubringenden Gegenkräfte, mit den ursprünglich auf ihn loirkenden

Kräften im Gleichgeicichte sei?i müsseti.

Sind folglich die Gegenkräfte nur auf eine Weise bestimmbar,

Avie dieses im Allgemeinen der Fall ist, wenn sich zwei Körper in

sechs oder weniger Puncten berühren, so muss die auf jeden ein-

zelnen Berührungspunct wirkende Pressung der ebendaselbst anzu-

bringenden Gegenkraft gleich sein, indem sich sonst gegen die

Hypothese in den Berührungspuncten noch andere Kräfte anbringen

liessen, welche mit den ursprünglichen im Gleichgewichte wären.

Berühren sich aber zwei Körper in mehr als sechs Puncten, so
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werden den sechs, zwischen den sieben oder mehreren Gegenkräften

bestehenden Gleichungen die Pressungen, statt der Gegenkräfte sub-

stituirt, zwar ebenfalls Genüge leisten. Allein es muss bei elasti-

schen Körpern eine hinreichende Anzahl noch anderer Gleichungen

geben, aus denen in Verbindung mit den vorigen sechs die Pres-

sungen insgesammt bestimmt werden können. Die Entwicklung

dieser anderen Gleichungen gehört aber nicht für unseren gegen-

wärtigen Zweck, wo wir uns bloss mit vollkommen festen Körpern

beschäftigen.

Allerdings kann man die Frage aufwerfen, ob nicht auch bei

zwei sich in mehr als sechs Puncten berührenden absolut festen

Körpern an den Berührungspuncten Pressungen von bestimmter

Grösse stattfinden, und welches ihre Werthe seien. Indessen lässt

sich auf diese Frage nicht mit Hülfe der Erfahrung und auch nicht

mit xinwendung von Rechnung antworten, man müsste denn das

Gesetz der Pressungen, Avelches bei elastischen Körpern obwaltet,

auch bei vollkommener Festigkeit der Körper, als dem Grenzzu-

stande der Elasticität, noch gelten lassen, oder irgend ein neues

Gesetz zu Hülfe nehmen, dessen Gründe aber nur metaphysisch sein

könnten.

Wie dem aber auch sein mag, so kann uns diese Unsicherheit

in Bestimmung der Pressungen wenig kümmern, da wir es im Vor-

liegenden nicht mit eigentlichen Pressungen, sondern nur mit Hülfs-

kräften zu thun haben, die aber inskünftige, um dem gewöhnlichen

Sprachgebrauche nicht entgegen zu sein, statt Gegenkräfte, ebenfalls

Pressung-en o^enannt werden sollen.

Gleichgewicht an einem nicht völlig frei beweglichen

Körper.

§. 201. Die in dem Vorhergehenden entwickelte Theorie des

Gleichgewichtes zweier mit einander verbundener Körper wollen wir

schliesslich durch einige Beispiele erläutern. Dabei werden wir den

einen der beiden Körper als unbeweglich annehmen, indem, wenn

auch er beweglich ist, zum Gleichgewichte des Ganzen nur noch

erfordert wird, dass die Kräfte an beiden Körpern, als auf einen

einzigen wirkend, sich das GleichgeA\'icht halten {§. 199).

Sei der bewegliche Körper mit dem unbcAveglichen zuerst nur

in einem Puncte verbunden. Welches nun auch diese Verbindung
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sein mag, so ist die zum Gleichgewichte stets nöthige Bedingung,

dass die an dem beweglichen Körper Avirkenden Kräfte eine einzige

den Punct treffende Resultante haben. Ist daher in Bezug auf drei

coordinirte Axen das System der auf den Körper wirkenden Kräfte,

wie im Früheren, durch A, B, C, L, M, N gegeben, ist {a, b, cj der

Punct der Begegnung und {ü, F, TV) die ihn treffende Resultante

der Kräfte oder die Pressung daselbst, so hat man nach §. 69 die

Gleichungen

:

A= U, L = hW—cV
,

B= V, M = cü —aW,
C= W, N = aV —bU .

Hieraus die auf die Pressung sich beziehenden Grössen U, V, W
eliminirt, ergeben sich die Bedingungsgleichungen:

L=bC—cB, M= cA — aC , N=aB— bA,
oder einfacher

:

L = , Jl/=0
,

iY=0
,

sobald der Punct der Begegnung zum Anfangspuncte der Coordi-

naten genommen wird. Die auf ihn ausgeübte Pressung aber ist

{A, B, C). Wenn nun

1) eine Ecke, oder überhaupt ein bestimmter Punct des beweg-

lichen Körpers, mit einem bestimmten Puncte des unbcAveglichen

verbunden ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt: Avenn ein be-

stimmter Punct eines Körpers unbeweglich, der Körper selbst aber

um ihn nach allen Richtungen drehbar ist, so kann die Richtung

der Pressung jede beliebige sein (§. 198, 4). Die drei erhaltenen

Bedingungsgleichungen

Z = , M= , iV=
sind daher in diesem Falle die einzigen, d. h.

Zum Gleichgeiüichte eines Körpers, der einen unbetceglichen Punct

hat^ ist es 7i'öthig und hinreichend, dass in Bezug auf jede von drei

sich in dem Puncte schrieidenden und nicht i?i einer Ebene liegetideti

Axen das Moment der Kräfte Null ist.

2) Ist die Beweglichkeit ei?ies Körpers dadurch beschränkt, dass

eiti bestimmter Punct desselben in einer unbeweglichen Linie zu ver-

harren , oder dass eine bestimmte Linie desselben einem U7ibeweglichen

Puncte ZU begegjien genöthigt ist, so wird zum Gleichgeioichte eyfordert,

dass die Kräfte eine die Linie in dem Pimcte rechtunnklig treffende

Resultante haben (§. 198, 3).

Lässt man daher den Punct, Avie vorhin, mit dem Anfangspuncte

der Coordinaten, und die Linie, oder ihre Tangente in diesem Puncte,
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wenn die Linie krumm ist, mit der Axe der x zusammenfallen, so ist

bei Annahme eines rechtwinkligen Coordinatensystems die Resultante

in der Ebene der ^jz enthalten, und daher TJ= 0. Hierdurch kommt,

wegen A = U, zu den vorigen drei Bedingungsgleichungen

Z = , M= , N =0
noch die vierte

^ = ,

d. h. es muss noch die Summe der nach, der Linie, oder ihrer Tan-

gente im Begegnungspuncte^ geschützten Kräfte Null sein.

3) Ist ein bestimmter Punct eines Körpers in einer unheiveglichen

Fläche beiceglich, oder eine Fläche des Körpers einem unheweglichen

Pmicte zu begegnen getiöthigt. so muss die Resultante der Kräfte di^

Fläche im Begegnungspuncte normal treffen.

Es muss folglich, wenn der Punct wiederum zum Anfangspuncte

eines rechtwinkligen Coordinatensystems genommen, und wenn die

Fläche von der Ebene der .r, y daselbst berührt wird, die Resultante

in die Axe der z fallen , woraus Z7= und V= folgen. Ausser

den obigen Bedingungsgleichungen

L = , 3f=() , N=0
,

müssen daher jetzt noch die zwei:

A = . J5 =
erfüllt werden, d. h. es muss noch die Summe der Kräfte, nach irgend

zwei in der Berührungsehene gezogene?} und sich schneidenden Geraden

geschätzt., heidemale Null sein.

§. 202. Wird ein Körper in zweien seiner Puncte F und F'

an der Bewegung gehindert, so müssen beim Gleichgewichte sämmt-

liche Kräfte sich auf zwei diese Puncte treffende Kräfte zurück-

führen lassen. Nimmt man daher F' zum Anfangspuncte eines

rechtwinkligen Coordinatensystems, F'F zur Axe der .r, setzt

F'F= a und bezeichnet die auf F und F' gerichteten Resultanten

oder die Pressungen, welche diese Puncte erleiden, durch {U, V, Tf"),

(?7', V, TV), so muss sein:

{A) } B= V-{-V\ 31=— aW
,

\ C= W+W , N=aV .

Hieraus folgt:

1) Wenn F und F' völlig unbewesrlich angenommen werden, so

lässt sich über die Richtungen der Pressungen im Voraus nichts be-

stimmen, und es gibt daher zwischen U, V, TF, f '', V\ W keine aude-
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ren Relationen, als die, welche aus jenen Gleichungen selbst hervor-

gehen. Hieraus können aber blos F, V\ IV, W, d. i. die in F
und F' auf FF' normalen Theile der Pressungen bestimmt werden

;

dagegen findet sich von den längs der Linie FF' selbst gerichteten

Pressungen U und P' nur die Summe, U-\- V= A, und es bleibt

L = 0, als die einzige von den Pressungen freie Gleichung, als Be-

dingung des Gleichgewichtes, zurück, Avoraus wir schliessen:

Ztün Gleichgeiüichte eines an einer unheiceglichen Axe [FF'] be-

festigten Körpers ist es nötliig und IdnreicJiend ^ dass das Moment der

Kräfte in Bezug auf diese Axe Null ist.

2) Ist nur der Punct F' unbeweglich, F aber in einer unbeweg-

lichen Linie beweglich, und macht die in F an diese Linie gezogene

Tangente mit den Coordinatenaxen die Winkel «, /i, y^ so kommt,

weil die Pressung [U, V, IV) auf der Linie normal sein muss, noch

die Gleichung

C" cos a 4- T" cos ß -j- TV cos / =
hinzu. Hiermit erhalten Avir zu der vorigen Bedingung des Gleich-

gewichtes Z = , zwar keine neue , aber es hört nun die Unbe-

stimmtheit von U und W auf.

Doch ist hiervon der Fall auszunehmen, Avenn cos a = und

daher die Linie auf FF' normal ist. Lassen wir alsdann grösserer

Einfachheit Avillen die Tangente der Linie mit

der Axe der y parallel sein, setzen also noch

cos ^ = , so Avird V = , und es entsteht

noch die Bedingungsgleichung: K= 0\ die Un-
bestimmtheit zwischen U und U' aber dauert

fort, und AAir folgern hieraus:

Ist ein Pimct F' eines Körpers unheweglich

und ein anderer Punct F desselben in eitier imbe-

weglichen Linie beiveglich, deren Tangente FG
(vergl. Fig. 50) atf F'F normal ist. so muss beim Gleichgewichte das

Moment der auf den Körper wirkenden Kräfte sowohl rücksichtlich

der Linie F'F. als rücksichtlich der auf der Ebene F'FG in F' zu

errichtenden Normalen F'H Null sein.

Durch die Nullität des Momentes in Bezug auf FF' AAdrd, Avie

in 1), die Drehung des Körpers um diese Axe aufgehoben. Es er-

hellt aber nicht sogleich, AA-arum auch in Bezug auf F'H das

Moment Null sein soll, da doch bei der UnbcAveglichkeit der Linie,

in Avelcher F beweglich ist , der Körper sich nicht um F'H drehen

lässt, Avenigstens nicht im Allgemeinen, sondern nur in dem spe-

ciellen Falle, wenn die Linie der Bogen eines aus F' , als Mittel-
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punct, mit dem Halbmesser F'F in der Ebene F'FG beschriebe-

nen Kreises ist. Indessen kann man doch, wenn die Linie irgend

eine andere Curve ist, die der Annahme gemäss von FG berührt

wird, das bei dem Puncte F |belindliche Element der Curve als das

Element eines aus F' beschriebenen Kreises betrachten, und der

Körper kann folglich jederzeit, wenn auch im Allgemeinen nur um
ein unendlich Geringes, um F'H als Axe gedreht werden. — Die

Rechnung gibt uns daher ein genaueres Resultat, als wir erwartet

hatten, indem sie den Körper selbst vor einer unendlich kleinen

Drehung zu sichern sucht. Die Betrachtung von dergleichen un-

endlich kleinen Beweglichkeiten ist besonders in rein geometrischer

Hinsicht von Interesse, und wir werden deshalb diesem Gegenstande

späterhin (Kapitel V) eine specielle Untersuchung widmen.

3) Sind beide Puncte F und F' in gegebenen Linien beweglich,

so hat man, wenn die Richtungen derselben bei F und F' durch

die "Winkel «, ß, y und «', ß'
,

y' gegeben sind, nächst den sechs

Gleichungen (^), noch folgende zwei:

Z7 cos a -\- V cos ß + TV cos y = ,

U' cos a-\- V'cos ß'-{- TF'cos / = ;

und es lassen sich jetzt nicht nur sämmtliche Pressungen vollkommen

bestimmen, sondern man erhält auch noch zu Z = eine neue Be-

dingungsgleichung. Sind z. B. F und F' in der Axe der x, also in

FF' selbst, beweglich, so werden Z7= 0, U'= 0, und daher A =
die neue Bedingung, d. h. die Summe der nach der Richtung von

FF' geschätzten Kräfte muss Null sein.

Können die in der Axe der x befindlichen Puncte F und F'

sich in Parallellinien mit der Axe der y bewegen, so sind die Pres-

sungen parallel mit der Ebene der x^ z, mithin V = und V= 0,

und es werden damit B = (\, N= i). In diesem speciellen Falle

kommen also zu Zr ^ 0, statt einer, noch zwei Bedingungsgleichungen

hinzu. Die Erfüllung der einen , ^ = , hebt die mit der Axe der

y parallele Bewegung auf; durch die andere, N= 0, wird ähnlicher-

weise, Avie in 2), eine hierbei noch mögliche unendlich kleine Drehung

um die Axe der z gehindert.

4) Berührt der Körper mit beiden Puncten eine Ebene, z. B.

die Ebene der .r, y, so haben die Pressungen eine auf derselben

normale Richtung; es Averden folglich

C7=0, F=:0, Z7'=0, V'=0
,

und man erhält damit

A = , B = 0, i = 0, iV==0,
als Bedingungen des GleichgeAvichtes.
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§. 203. Betrachten vdx noch einen in drei Puncten F, F\ F"

an seiner Bewegung gehinderten Körper. Seien diese Puncte

:

(a, ö, c), (a', h' , c'), (0, 0, 0), so dass F" der Anfangspunct der Coor-

dinaten ist. Die Pressungen in F, F', F" seien {U, V, W),

{V, V, W), {U", V", W"), und man hat alsdann nachstehende

sechs Gleichungen:

A = U + U' + U"
,

B = V -{-V -^ V"
,

C = W-\- W'+ W"
,

L = hW—cV ^b'W'—c'V
,

M=cU —aW+c'U' —a'W,
N = aV —hU -{-a'V'— b' U' .

Da sich aus ilinen allein die Pressungen nicht eliminiren lassen,

so gibt es, wenn die drei Puncte unbeweglich sind, im Allgemeinen

keine Bedingung des Gleichgeicichtes, und der Körper ist ehenfalls un-

beiveglich; was auch schon daraus erhellt, dass die bei zwei unbe-

weglichen Puncten noch übrig bleibende Axendrehung durch die

Annahme eines dritten unbeweglichen Punctes ausserhalb der Axe
vollkommen aufgehoben wird. — Die Pressungen selbst bleiben zum
Theil unbestimmt.

Lässt man die Puncte in gegebenen Linien beweglich sein,

so kommen drei neue Gleichungen zwischen den neun Grössen

U, ..., W" hinzu, und man hat somit neun Gleichungen, aus denen

man diese neun Grössen, also die drei Pressungen ihrer Intensität

und Richtung nach, bestimmen kann. Eine von den Pressungen

freie Gleichung lässt sich aber damit noch nicht finden, und der

Körper ist folglich auch jetzt noch unbeweglich.

Eine Ausnahme hiervon findet statt, wenn die drei Linien ein-

ander parallel sind, als wodurch der Körjier selbst parallel mit ihnen

beweglich wird. Lässt man sie z. B. parallel mit der Axe der z

sein, so werden

W=0
,

W'= , TF"= ,

welches die Bedingung: C = gibt, d. h. die Summe der nach den

Richtungen der Parallellinien geschätzten Kräfte muss Null sein.

Wenn endlich der Körper mit den drei Puncten eine Ebene,

es sei die der x, y, berührt, und folglich die Puncte in dieser Ebene
beweglich sind, so hat man c = 0, c'= 0, und noch ausserdem,

weil dann die Pressungen die Ebene normal treffen:

r=o, u'=o, r"= , r=o, f'=o, v"=o.
Mötius Werke m. 20
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Hiennit finden sich aus den Gleichungen {B) die Bedingungen:

A = , B = , N=0 .

Die drei übrigen Gleichungen werden:

C = W-\- W'+ TV"
,

L = bW+b'W' , M=—aW—a'W',
und hieraus lassen sich die drei auf der Ebene normalen Pressungen

W, W, TV" bestimmen.

Liegen die drei Puncte, in denen der Körper die Ebene der

X, y berührt, in einer Geraden, z. B. in der Axe der x^ so hat man
noch ö = und i'= zu setzen. Hierdurch verwandelt sich die

zweite Gleichung für die Pressungen in eine vierte Bedingung für das

Gleichgewicht: X = 0, d. h. es muss noch das Moment der Kräfte

in Bezug auf die Gerade, in welcher die Puncte liegen, Null sein.

Die drei Pressungen aber lassen sich aus den für sie noch übrig

bleibenden zwei Gleichungen nicht mehr vollkommen bestimmen.

§. 204. Zusatz. Wenn der Körper bloss parallel mit der

Axe der z beweglich ist, so dass jeder Punct desselben eine Parallele

mit dieser Axe beschreibt, so ist nach §. 203 C= die Bedingung

des Gleichgewichtes. Eben so ist ^ = oder 5 = die Bedingung,

wenn der Körper bloss parallel mit der Axe der x oder der y fort-

gerückt werden kann.

Lässt sich der Körper bloss um die Axe der x drehen, so dass

jeder seiner Puncte keine andere Linie, als einen Kreis um diese

Axe beschreiben kann, so ist L = die Bedingung des Gleich-

gewichtes (§. 202); und auf gleiche Art ist M= oder N= i) die

Bedingung, wenn der Körper nur um die Axe der y oder der z

gedreht werden kann.

Den sechs Gleichungen

^ = 0, 5 = 0, C'=0, i==0, Jf= ; N=(i

entsprechen daher resp. die Fortbewegunge7i des Körpers längs der

Axen der x, y, z und die Drehungen um dieselbe?i Axen dergestalt,

dass wenn der Körper nur einer dieser sechs Beioegungen folgen hann^

die derselben entsprechende Gleichung es ist, wodurch das Gleichgewicht

der auf den Körper wirkenden Kräfte bedingt wird.

Diese drei fortrückenden und drei drehenden Bewegungen sind

von einander vollkommen unabhängig, d. h. man kann einen Körper

mit einem oder mehreren anderen ganz oder zum Theil unbeweg-

lichen Körpern immer so verbinden , dass er nur an einer dieser

I
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sechs Bewegungen, oder an etlichen derselben, welche man will,

Theil nehmen, keiner der übrigen aber folgen kann.

So wie nun, wenn der Körper nur einer einzigen der sechs Be-

wegungen fähig ist, die dieser Bewegung entsprechende Gleichung

die Bedingung des Gleichgewichtes ist, so sind auch, wenn der

Körper zwei oder mehrere der sechs Bewegungen zugleich annehmen

kann, an den übrigen aber gehindert ist, die den möglichen Bewe-

gungen entsprechenden Gleichungen die nöthigen und hinreichenden

Bedingungen des Gleichgewichtes.

Berührt z. B. ein Körper in drei Puncten, welche nicht in einer

Geraden liegen, eine unbewegliche Ebene und wird diese zur Ebene

der rr, y genommen, so sind damit von den sechs Bewegungen auf-

gehoben: die mit der Axe der z parallele Fortrückung und die

Drehungen um die Axen der x und der y; dagegen kann der Körper

noch parallel mit den Axen der x und der y bewegt und um die

Axe der z gedreht werden. Von den sechs Gleichungen, welche

beim Gleichgewichte eines vollkommen frei beweglichen Körpers er-

füllt sein müssen, sind daher die drei:

C'=0, i> = 0, J/=0,.
durch das Hinderniss, welches die Ebene der Bewegung des Körpers

entgegenstellt, schon als erfüllt anzusehen, und es bleiben noch die

drei:

^ = , B = , N==
als zu erfüllende Bedingungen übrig (vergl. §. 203).

Ist nur ein Punct des Körpers unbeweglich, so kann, diesen

Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten genommen, der Körper
um jede der drei Axen gedreht, aber keiner entlang verschoben

werden. Die Bedingungen sind aber in diesem Falle

:

Z = , M= , N=
(§• 201).

Kann umgekehrt der Körper um keine Axe gedreht, aber nach

jeder beliebigen Richtung parallel mit seiner anfänglichen Lage fort-

beAvegt werden, so ergeben sich auf gleiche Art:

^ = , ^ = , C= ,

als die Bedingunffen des Gleichgewichtes.

20'
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Zweites Kapitel.

Vom Gleichgewichte bei einer beliebigen Anzahl

mit einander verbnndener Körper.

§. 205. Durch die im ersten Kapitel entwickelte Theorie des

Gleichgewichtes zwischen Kräften, welche auf zwei mit einander

verbundene Körper Avirken, sind wir genugsam vorbereitet, um so-

gleich zur Untersuchung der Bedingungen des Gleichgewichtes in

dem ganz allgemeinen Falle übergehen zu können, wenn eine be-

liebige Anzahl mit einander verbundener Körper der Wirkung
von Kräften unterworfen ist. Folgende Betrachtungen werden uns

zu diesen Bedingungen hinführen.

1) Denken wir uns ein System von mehr als zwei Körpern

ö, h, c, f/, . .
.

, von denen jeder, wie wir fürs erste annehmen wollen,

frei beweglich ist und mit einem oder mehreren oder auch allen

übrigen, sei es in einem oder in mehreren Puncten zusammentrifft.

Mehrerer Gleichförmigkeit wegen wollen wir die Körper nur durch

gegenseitiges Berühren ihrer Flächen mit einander verbunden an-

nehmen, als Avoravif sich nach §. 19S alle übrigen Arten des Zu-

sammentreffens zurückführen lassen. Endlich sollen an zwei, oder

mehreren, oder allen Körpern Kräfte angebracht und soll das Ganze

im Gleichgewichte sein.

2) Man bringe an den Stellen, in denen einer der Körper, a, die

anderen h, c , ... berührt , zwischen ihm und den anderen Körpern

Zwischenpuncte A, A', A", ... an (§. 194), lasse diese unbeweglich

werden und entferne hierauf den Körper a. Das Gleichgewicht wird

dadurch nicht verloren gehen, da durch die unbeweglich angenom-

menen Zwischenpuncte aller Einfluss von a auf b, c, ..., und um-
gekehrt, aufgehoben ist.

3) Sei b einer der von a berührten Körper und A einer der

zwischen a und b gesetzten Zwischenpuncte. Nach Wegnahme von

a lasse man A in der Fläche von b beweglich werden. Geht hier-

durch das Gleichgewicht verloren, so muss es möghch sein, an A
eine das Gleichgewicht wieder herstellende Kraft P anzubringen

(§. 190, III), und diese Kraft muss auf der Fläche von b normal sein,
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indem sonst, wenn h unbeweglich gesetzt würde, A auf b nicht in

Ruhe bleiben könnte (§. 192, a). Auch kann man die Kraft P an

der Fläche von h selbst, da, wo sich A befindet, anbringen und so-

dann den Zwischenpunct A, als überflüssig, wegnehmen.

4) Man entferne demnach den unbeweglichen Z^A-ischenpunct A
und setze, wo nöthig, statt desselben eine auf h normale , das Gleich-

gewicht herstellende Kraft P. Auf gleiche Weise entferne man
nach und nach alle übrigen ZAvischenpuncte A\ A", . . . und bringe

statt ihrer an den Flächen von b, c, ..., wo sie sich befanden, d. i.

an den Berührungspuncten dieser Flächen mit «, die zur Erhaltung

des Gleichgewichtes nöthigen, auf den Flächen normalen Kräfte

P', P", ... an.

5) Somit sind jetzt an dem Systeme von Z», c, ... die ursprüng-

lich auf diese Körper wirkenden Kräfte mit den hinzugefügten

P, P', ... im Gleichgewichte. Da nun bei dem Systeme sämmt-

licher Körper a, b, c, ... die ursprünglichen Kräfte an b, c, ... mit

den Kräften an a im Gleichgewichte sind, so sind die Kräfte an a

mit P, P', ... gleichwirkend, und es muss a für sich ins Gleich-

gewicht kommen, wenn an ihm noch die Kräfte P, P', ..., nach

entgegengesetzten Richtungen genommen, angebracht werden. Dies

liefert uns folgendes Resultat:

Sind Kräfte, welche auf ein System sich berührender frei be-

weglicher Körper a, b. c, ... wirken , im Gleichgewichte , so ist es

möglich, an den Stellen, in denen irgend einer der Körper, a, die

übrigen b. c. ... berührt, Gegenkräfte (§. 195) von solcher Intensität

anzubringen, dass sowohl der Körper a für sich, als das System der

einander berührenden Körper i, c, ... für sich, in den Zustand des

Gleichge"svichtes kommt.

6) Man bringe nun an dem Systeme von a. b, c, d, ..., wie es

ursprünghch gegeben war, diese Gegenkräfte wirklich an. Wegen
des Gleichgewichtes , welches hierdurch das System von b, c, d, ...

für sich erlangt, kann man gleicher Weise an den Kerührungsstellen

eines dieser Körper b mit den übrigen c, <i, ... solche Gegenkräfte

hinzufügen, dass nächst a noch b für sich und das System von

c, d, ... für sich im Gleichge-^-ichte sind. Durch W^iederholung des-

selben Verfahrens an dem Systeme von c, d, ... kann man es ferner

bewirken, dass ausser a und b noch c für sich und das System der

noch übrigen Körper d, ... für sich ins Gleichgewicht kommen, und
kann diese Operation so lange fortsetzen, bis jeder Körper des an-

fänglichen Systems einzeln im Gleichgewichte ist. Alsdann sind

nach und nach an allen Stellen, in denen zwei Körper des Systems

sich berühren , und wo es nach 3) für nöthig zu erachten war.
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Gegenkräfte hinzugesetzt worden, und man hat somit folgende, der

in §. 196 für nur zwei Körper erhaltenen ganz analoge Bedingung

für das Gleichgewicht des Systems gefunden:

Sollen Kräfte^ welche auf ein System einander herührender und
an sich frei beiveglicher Körper wirketi^ einander das Gleichgetcicht

halten, so muss es möglich sein, an den Berührungsstellen der Körper

Gegenhr'dfte von solcher Intetisität anzubringen, dass an jedem Körper

besonders die ursprünglichen Kräfte mit den an ihm angebrachten im

Gleichgewichte sind.

Dass diese nothwendige Bedingung des Gleichgewichtes auch

stets hinreichend ist, wird ebenso, wie im §. 196 bewiesen. Lassen

sich nämlich an dem Systeme der einander berührenden Körper

solche Gegenkräfte hinzufügen, dass jeder einzelne Körper ins

Gleichgewicht kommt, und somit auch das ganze System im Gleich-

gewichte ist, so muss das System auch ohne Anbringung von Gegen-

kräften im Gleichgewichte sein, da je zwei zusammengehörige Gegen-

kräfte für sich im Gleichgewichte sind, und daher jedes dieser Paare

ohne Störung des Gleichgewichtes des Systems wieder entfernt wer-

den kann.

§. 206. Nachträgliche Bemerkungen, a) Nachdem bei

den Berührungsstellen von a mit b, c, ... unbewegliche Zwischen-

puncte A, A', ... eingeschoben, der Körper a abgesondert und hier-

auf A in der Fläche von b beweglich angenommen worden war,

wurde im Falle, dass durch die Beweglichkeit von A das Gleichge-

wicht verloren ging, an A eine auf b normale, das Gleichgewicht

wieder herstellende Kraft P angebracht.

Geht das Gleichgewicht dadurch, dass man A bewegKch macht,

nicht verloren, so können zwei Fälle eintreten. Denn entweder

sind die noch übrigen unbeweglichen Puncto A' , A", ... in solcher

Anzahl und Lage vorhanden, dass keine auch noch so grosse an A
angebrachte und auf b normal gerichtete Kraft Bewegung hervor-

bringen kann; oder es ist jede auch noch so geringe Intensität die-

ser Kraft vermögend, das bestehende Gleichgewicht aufzuheben.

Letzterer Fall ereignet sich z. B. dann, Avenn a nur einen der übri-

gen Körper berührt, und wenn die auf a ursprünglich wii'kenden

Kräfte für sich, also auch die ursprünglichen Kräfte an b, c, ...

unter einander, im Gleichgewichte sind.

Im letzteren Falle ist daher die an A anzubringende Kraft noth-

wendiger Weise gleich Null; dagegen kann man im ersteren an A
eine Kraft P von beliebiger Intensität setzen, und ebenso ist es
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möglich, dass noch an einigen der übrigen Zwischenpuncte A', A", . .
.

,

nachdem sie in den Flächen, welche sie berühren, beweglich gemacht

worden, normale Kräfte P', P", . . . von willkürlicher Intensität an-

gebracht werden können.

Statt also nach §. 205 an denjenigen unter den Puncten A,

A', . . . , durch deren Beweglichmachung das Gleichgewicht noch
nicht verloren geht, keine Kräfte anzubringen, kann man, grösserer

Allgemeinheit willen, jedoch mit Ausnahme des letzteren der oben

gedachten zwei Fälle, normale Kräfte P, P', ... von willkürlicher

Intensität auf sie wirken lassen und hiernach die zur Erhaltung des

Gleichgewichtes nöthigen Intensitäten der Kräfte an den noch übri-

gen Puncten bestimmen. Bringt man hierauf sämmtliche Kräfte

P, P', ... an den Flächen von b, c, ... selbst, und an dem wieder

hinzugefügten Körjjer a die direct entgegengesetzten — P, — P',

an , so -«'ird nunmehr ebenso , wie vorhin , sowohl a , als das Sjstem
von b, c, ..., jedes für sich, im Gleichgewichte erhalten. Auf gleiche

Weise kann man auch hinsichtlich der an b und c, d, ... anzu-

bringenden Gegenkräfte zu Werke gehen u. s. w. Die daraus zuletzt

sich ergebende Bedingung für das Gleichgewicht des ganzen Systems
aber ist mit der in §. 205 ausgesprochenen einerlei.

b) In §. 205, 4 wurde gezeigt, wie nach Wegnahme irgend eines

der Körper, a, von den übrigen b, c, ... diese übrigen ein System
bilden, welches durch Anbringung der Kräfte P, P', ... für sich

ins Gleichgewicht kommt. Es kann aber auch geschehen, dass die

nach Wegnahme von a übrig bleibenden Körper, statt eines, zwei

oder mehrere Systeme ausmachen, welche vorher durch a zu

einem einzigen vereinigt waren. Die Bündigkeit der nachfolgenden

Schlüsse wird hierdurch keineswegs beeinträchtigt. Denn ebenso,

wie vorhin, wird auch in diesen Fällen das Gleichgewicht bei jedem
der einzelnen Systeme, welche nach Wegnahme von a entstehen,

durch die unbeweglichen Puncte A, A', ... und nach Absonderuno-

dieser Puncte durch die normalen Kräfte P, P', ... erhalten; an a

selbst aber werden gleichfalls, wie vorhin, die ursprünglichen Kräfte

mit — P, — P', ... im Gleichgewichte sein.

§. 207. In dem Bisherigen wurde jeder Körper des Systems

als frei beweglich angenommen. Setzen wir jetzt, der in §. 205 be-

trachtete Körper a sei unbeweglich, und somit jeder der übrigen nur
innerhalb gewisser Grenzen beweglich, so erhellt ebenso, wie dort,

dass, wenn das System im Gleichgewichte ist, sich in den Berüh-
rungspuncten von a mit den übrigen Körpern b, c, ... normale Kräfte

P, P', ... an b, c, ... anbringen lassen, so dass diese Körper auch
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nach Wegnahme von a in Ruhe bleiben. Ein Gleiches gilt, wenn
mehrere Körper des Systems unbeweglich angenommen Averden; auch

kann man mehrere unbewegliche Körper immer als Theile eines

einzigen unbeweglichen betrachten. Da nun die Kräfte — P, — P',

..., an dem unbeweglichen a angebracht, von keiner Wirkung sind, i

so findet die in §. 205 erhaltene nothwendige Bedingung des Gleich-

gewichtes auch bei der Unbeweglichkeit eines oder mehrerer Körper

des Systems völlige Anwendung; und ebenso, wie zu Ende des §. 205,

wird auch für gegenwärtigen Fall bewiesen, dass diese nothwendige

Bedingung zugleich hinreichend ist.

Mag also jeder Korper des Systems an sich frei beiceglich, oder

m'ögeii einer oder etliche derselben unheweglich sein , mögen sie ferner,

tcie bisher angenommen wurde, durch gegenseitige Berührung ihrer

Flächen zusammenhängen, oder auf eine der anderen in §. 19S bemerk-

ten Arten 7nit einander verbunden sein (§. 205, 1), so besteht immer die

nothwendige und hinreichende Bedingung des Gleichgewichtes in der

Möglichkeit, in den Begeg7iungspuncte?i der Körper Gegenkräfte (§. 199) W
X)on solcher Intensität atizubritigen , dass Jeder beioegliche Körper für
sich ins Gleichgewicht kommt.

Endlich ist noch zu bemerken, dass auch hier, wie in §. 200,

die Gegenkräfte, wenn sie völlig bestimmte Werthe haben, die Pres-

sungen ausdrücken, welche die Körper in den Begegnungspuncten

auf einander ausüben.

Gleicliimg der virtuellen GescliwindigkeiteE bei mit

einander verbundenen Körpern.

§. 208. In dem ersten Theile der Statik (§. 178) ist bewiesen

worden, dass, wenn Kräfte, die auf einen frei beweglichen Körper

Avirken, im Gleichgewichte sind, bei einer unendlich kleinen Ver-

rückung des Körpers die Summe der Producte aus jeder Kraft in

die virtuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunctes jederzeit Null ist.

Wir wollen nun die eben entwickelte Bedingung für das Gleichge-

wicht mehrerer mit einander verbundener Körper zunächst dazu be-

nutzen, dass Avir zeigen, aaÜc jenes Princip in a- öl 1 ig er Allgemein-
heit auch bei jedem dergleichen Systeme Anwendung findet.

In dieser Absicht werden Avir die Gültigkeit des Princips zuerst für

zwei in dem Begegnungspuncte ZAveier Körper angebrachte und sich

immer das Gleichgewicht haltende Gegenkräfte darthun.
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Fig. 51.

1) Seien a und h zwei Körper, welche sich mit ihren Flächen

in einem Puncte berühren. Heisse C (vergl. Fig. 51) der Punct des

Raumes, in welchem die Berührung stattfindet, und A und B seien

die zwei in C zusammentreffenden Puncte in den Oberflächen der

Körper a und h , die gemeinschaftliche Normale der beiden Flächen

in dem Berührungspuncte C heisse c.

2) Werde nun das System der beiden

Körper um ein unendlich Weniges ver-

rückt, ohne dass sie sich zu berühren auf-

hören (§. 1S9). Den Punct des Raumes, in

welchem jetzt die Berührung geschieht,

nenne man C", und die jetzige Normale in

der Berührung sei c . Die beiden Puncte

A und B in den Oberflächen, welche vor-

her mit C zusammentrafen, werden jetzt

nicht mehr, Avenigstens im Allgemeinen

nicht mit C coi'ncidiren, weil sich die eine

Fläche an der anderen zugleich verschoben haben kann. Seien da-

her A und B' die Stellen des Raumes, welche nunmehr die Puncte

A und B der Oberflächen einnehmen.

3) Weil hiernach A und B' in den Flächen unendlich nahe bei

dem Berührungspuncte C der letzteren nach der Verrückung liegen,

so ist der Winkel der Geraden AB' mit c unendlich nahe ein

rechter; und weil c mit c nur einen unendlich kleinen Winkel

macht, so ist auch der Winkel von AB' mit c von einem rechten

unendlich wenig verschieden. Sind folglich F und G die recht-

winkligen Projectionen von A und B' auf c, so ist FG als ver-

schwindend oder Null gegen AB' und gegen die anderen kleinen

Grössen, wodurch die Verrückung bestimmt Avird, zu betrachten.

4) Lassen Avir nun auf die in C anfangs coincidirenden Puncte

A und B der Körper zwei einander gleiche Kräfte nach entgegen-

gesetzten in die Normale c fallenden Richtungen Avirken. Diese

Kräfte, Avelche P und — P heissen, halten sich nach §. 195 das

Gleichgewicht. Die virtuellen GeschAvindigkeiten ihrer Angriffs-

puncte, d. i. die Verrückungen AA und BB' dieser Puncte, proji-

cirt auf die Richtungen der Kräfte, sind CF und CG\ folglich die

Summe der Producte aus den Kräften in die virtuellen Geschwin-

digkeiten gleich

CF . P— CG.P= GF.P = .

5) Hiermit ist das Princip der mrtuellen Geschwindigkeiten für

das Gleichgewicht zweier hei der Flächenherührung anzubringenden
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Gegenhrafte erwiesen. Ganz auf eben die Art icird es für zioei Gegen-

kräfte dargethan, die heim Zusammentreffen einer Fläche mit einer

Linie oder mit einem Puncte^ oder hei der Begegnung zioeier Linien

loirksam sind.

Denn in allen diesen Fällen hat die Normallinie bei der Be-

rührung, als in welche die Richtungen der Gegenkräfte fallen, eine

durch die Elemente der Berührung vollkommen bestimmte Lage, und

es wird wie vorhin gezeigt, dass die zwei anfänglich zusammenfal-

lenden Puncte A und B nach einer unendlich kleinen Verrückung

in eine Lage kommen, bei welcher ihre gegenseitige nach der Nor-

mallinie geschätzte Entfernung von einer höheren Ordnung ist.

6) Was den Fall anlangt, wenn ein bestimmter Punct B des

einen Körpers in einer bestimmten Linie des anderen beweglich ist,

so heisse A der Punct der Linie, wo sich B befindet. Gelangen

nun nach der Verrückung beider Körper A nach A' und B nach

B' , so ist A'B' ein Element der Linie in ihrer zweiten Lage und

steht daher auf der durch A' gelegten Normalebene dieser Linie,

folo'lich auch auf der Normalebene durch den Punct A der Linie in

ihrer ersten Lage, unendlich nahe rechtwinklig, und die rechtwink-

lige Projection von A'B' auf jede in dieser letzteren Normalebene

durch A gezogene Gerade ist von der zweiten, oder einer höheren

Ordnung. Da nun von zwei auf A und B wirkenden Gegenkräften

die Richtungen immer in irgend einer der durch A auf die Curve

zu setzenden Normallinien liegen müssen, so ist auch in diesem

Falle die Projection von A'B' auf die Richtung der Gegenkräfte

jederzeit von einer höheren Ordnung, als der ersten, woraus das

Uebrige, wie in 4), folgt.

7) Sind endlich A und B zwei unzertrennliche Puncte zweier

Körper, so coincidiren nach der Verrückung auch A' und B' . Wel-

ches daher auch die ohne Weiteres hier noch unbestimmt bleibende

Richtung der Gegenkräfte sein mag, so fallen die Projectionen von

A und B' auf diese Richtung immer zusammen, und das Princip

ist folglich auch hier gültig.

§. 209. Seien wiederum zwei an sich frei bewegliche Körper

a und b in einem Puncte mit einander verbunden ; treffe daselbst der

Punct A von a mit dem Puncte B von h zusammen, und die Art der

Verbindung sei irgend eine der vorhin aufgezählten. Auf die Puncte

A^, A^, ... des a wirken die Kräfte P, , P^ , • • • und auf die Puncte

-B,
, B^, ... des h die Kräfte Q,, Q,? ••• ^^^^ '^^* System beider

Körper sei im Gleichgewichte. Seien, wie hierzu erfordert AAird. P
und Q die zwei in A und B anzubringenden Gegenkräfte, so dass
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jedes der drei Systeme: 1) P,P,,P,, ..., 2) Q, Q,, Q,, ..., 3) P, Q
für sich im Gleichgewichte ist. Wird nun der eine der beiden

Körper beliebig, und der andere auf irgend eine Weise so verrückt,

wie es seine Verbindungsart mit dem ersteren zulässt, und bezeich-

nen p, Pi^ p<ij ..., q, y, , q.2, ... die dabei stattfindenden virtuellen

Geschwindigkeiten der Angriffspuncte A, A^, A^, . .. , B ^ B^^ B,-^^ ...

,

so ist nach §. 17S

Pp + Pdh+P.lh-^ -=^ ,

Qq-^Q,q,-hQ,q, + ... = o
,

und
= Pp^Qq

,

weil Q = — P, und nach §. 20S für jede Verbindungsart p =^ q ist.

Addirt man aber diese drei Gleichungen, so kommt:

^ii^i + A i^2 + • • • + öl ?i + Q, ^2 + • • • = .

Hierdurch ist die Richtigkeit des Princips für zicei sich in einem

Puncte begegnende Körper heioiese'n.

Sind zwei oder mehrere Puncte A , A' , . . . des einen Körpers

mit eben so vielen B, B', ... des anderen auf irgend eine Weise
verbunden, A mit B, A' mit B' , . . . und sind resp. P, P', . . .,

Q, Q', ... die an ihnen beim Gleichgewichte anzubringenden Gegen-
kräfte: p^ p\ ..., q, 5-', ... aber die virtuellen Geschwindigkeiten

der Puncte, so führt die Bedingung, dass an jedem Körper die ur-

sprünglichen Kräfte mit den hinzugesetzten Gegenkräften im Gleich-

gewichte sein müssen, zu den zwei Gleichungen:

Pi> -f- py + . . . + p,p, + p^;>^ + . . . = ,

Q? + <a'?' + ..- + Q,?, + Q^y,-f ... = o .

Aus gleichem Grunde, wie vorhin, ist nun auch hier

Pp -f Qj = ,

und ebenso

P>'+ Q'?'=0
, ...

und man gelangt daher durch Addition der beiden Gleichungen zu

derselben Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, Avie vorhin.

Ist einer der beiden Körper, z. B. h, unbeweglich, so sind

^, ^', ..., 2^,, §-2, ... gleich Null. Hiermit wird die zweite jener

Gleichungen von selbst erfüllt. Weil aber stets i^^ q^ p' = q, •••,

so sind auch j), 2^\ •• gleich Null. Hierdurch reducirt sich die

erste Gleichung auf

P,p, + P,p, + ... = (i
,

und drückt somit das Piincip der virtuellen Geschwindigkeiten für

die zuletzt gemachte Annahme aus.
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§. 210. Auf ganz ähnliche Art lässt sich die Gültigkeit des

Princips auch für ein System von drei oder mehreren mit ein-

ander verbundenen frei beweglichen Körpern darthun. Zuerst näm-
lich wird für jeden Körper besonders die Gleichung der virtuellen

Geschwindigkeiten für das Gleichgewicht zwischen den ursprünglich

auf ihn wirkenden Kräften und den an ihm in den Begegnungs-

puncten mit den übrigen Körpern anzubringenden Gegenkräften

(§. 207) aufgestellt. Man addirt hierauf alle diese Gleichungen, und
weil je zwei zu derselben Begegnung gehörige Gegenkräfte für sich

im Gleichgewichte sind, so werden sich in der erhaltenen Summe
je zwei Glieder, welche zwei zusammengehörige Gegenkräfte enthal-

ten, für sich aufheben, und mithin nur die von den ursprünglichen

Kräften herrührenden Glieder zurückbleiben. Die Summe dieser

Glieder, d. h. die Summe der Producte aus jeder ursprünglichen

Kraft in die virtuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunctes , wird

folglich auch hier Null sein.

Sind unter den Körpern des Systems einer oder etliche unbe-

weglich, so ändert sich der Gang des eben angedeuteten Beweises

nur dahin ab, dass man bloss für die beweglichen Körper Glei-

chungen aufstellt und in diesen Gleichungen die Glieder weglässt,

welche die Gegenkräfte enthalten, die an den beweglichen Körpern
bei den Begegnungsstellen mit den unbeweglichen anzubringen sind,

indem, wie schon in §. 209 bemerkt Avorden, an diesen Stellen die

virtuellen Geschwindigkeiten jederzeit Null sind. In der Summe
aller Gleichungen heben sich dann die von den Begegnungen je

zweier beweglicher herrührenden Glieder ebenso, wie vorhin, paar-

weise auf, und man kommt wiederum zu dem Resultate, dass die

Summe der in ihre virtuellen Geschwindigkeiten multiplicirten Kräfte

bei jeder möglichen unendlich kleinen Verrückung des Systems

Null ist.

Hiermit ist das Princip für alle inöglicheji Arten heiciesen. nach

denen Körper in beliebiger Anzahl durch unmittelbare Begegnmig ?mt

ei7iander verbunden sein können. Selbst biegsame Linien oder Fäden
und biegsame Flüchen sind davon nicht ausgeschlossen, da man eine

dergleichen Linie oder Fläche als ein Systet7i unendlich Meiner unbieg-

samer mit einander verbu?idener Körper betrachten kann.

§.211. Es ist noch übrig, den umgekehrten Satz zu beweisen:

Wenn bei jeder , der Verbindungsweise der Körper nicht wider-

streitefiden Verrückung die Gleichmig der virtuellen Geschicindigkeiten

erfüllt loird., so sind die Kräfte im Gleichgeicichte.
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Dieser Beweis kann nach Laplace*) nnd Poisson**) also ge-

führt AVerden.

Wäre bei jeder möghchen Verrückung des Systems

Pdh+P.lh + --- = ^ .

fände aber demungeachtet Bewegung statt und fingen dieser zufolge

die Angriffspuncte A^^ A^, ... sich nach den Richtungen A^ B^ ,

A^B^, ... zu bewegen an, so müsste es möglich sein, nach den ent-

gegengesetzten Richtungen BiA^^ B.^A^, ... Kräfte von passenden

Intensitäten Q, , Q^^^ ... an A^, A^, ... anzubringen, wodurch diese

Bewegungen aufgehoben und Gleichgewicht herbeigeführt würde.

Bezeichnen daher q^, q.^, ... die bei irgend einer Verrückung des

Systems nach den Richtungen von Q^, Q^, ... geschätzten Wege von

A^, A^_, ..., so müsste, wegen des Gleichgewichtes zwischen P^, P^. ...

und Q^, Q.^, ...,

P^p^ + P.P. + ••• + Q,q, + Q.q. + ... = o

sein, mithin auch wegen der vorausgesetzten Gleichung:

Q,?i + Q2?2 + --- = •

Dieses ist aber nicht möglich. Denn Avählen wir zu den un-

endlich kleinen Verrückungen von A^, A^, ... die Linien selbst,

welche diese Puncte nach den Richtungen A^B^, A^B^^j •• wegen
des nicht stattfindenden Gleichgewichtes im ersten Zeitelemente be-

schreiben sollen, so sind die virtuellen Geschwindigkeiten q^, q.,, ...

mit diesen Linien identisch und haben direct entgegengesetzte Rich-

tungen von Qj , Q2, ... Mithin wäre dann jedes der Producte

Q^ 2'^ , Q^q,i, negativ, oder doch ein Theil derselben negativ, und
die übrigen Null, jenachdem entweder alle Angriffspuncte, oder nur

etliche derselben sich zu bewegen anfingen. Die Summe dieser Pro-

ducte könnte folglich nicht Null sein.

So einfach dieser Beweis auch ist, so scheint er mir doch in

der Statik nicht wohl zulässig, indem der dabei gleich anfangs zu

Hülfe genommene Satz erst in der Dynamik volle Evidenz erhalten

kann, wo nicht bloss Kräfte und deren Angriffspuncte, sondern auch

die von den ersteren hervorgebrachten Geschwindigkeiten der letz-

teren in Betracht kommen. Es dürfte daher nicht überflüssig sein,

wenn ich einen Beweis hinzufüge, der, wenn gleich weniger einfach,

doch dieses für sich hat, dass er bloss auf den bisher angewendeten

Grundsätzen beruht.

*) Traite de mecanique Celeste, tome I, livre I, Chap. III.

**) Traite de mecanique, sec. edit., tome I, Art. 336.
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S. 212. Man denke sich ein System von n beweglichen Kör-

pern «, h , c, ..., die mit einander und, wenn man will, noch mit

anderen unbeweglichen Körpern auf beliebige Weise verbunden sind.

Auf diese Körper wirken die Kräfte : P^ , P^ , . .
.

, Q^ , Q^ i •• >

B^, R^, ..., und 2\- Pi^ • • • > 5'i > ^2 > • • • > ^'i >
^'2

' • • • seien die virtuel-

len Geschwindigkeiten der Angriffspuncte der Kräfte. Von diesem

Systeme wollen wir nun der Reihe nach folgende Sätze beweisen:

I. Wirken nur auf einen Körper a des Systems Kräfte P^, P,, ...

und ist

^Pdh = ,

so herrscht Gleichgewicht.

Beweis. Die Kräfte P^ , Pj , ... sind entweder für sich im

Gleichgewichte, d. h. auch dann noch, wenn a von den übrigen

Körpern isolirt wird; oder sie lassen sich auf eine Kraft P, oder

auf zwei nicht weiter reducirbare Kräfte P, Q zurückführen.

Im ersten Falle ist der zu erweisende Satz für sich klar.

Im zweiten Falle hat man bei jeder möglichen Yerrückung des

Körpers a, wenn er ganz frei ist (§. 178), und folglich auch, wenn

er durch unbewegliche Körper an seiner Beweglichkeit zum Theil

gehindert ist:

^Pdh = Pp
,

folglich |; = ; d. h. der Angriffspunct A der Kraft P, — ein Punct

des Körpers a, — ist entweder unbeweglich, oder in einer unbe-

weglichen, auf der Richtung von P normalen Linie oder Fläche be-

weglich. Die Kraft P kann folglich niemals den Punct A (§.192,«),

also auch nicht das System in Bewegung setzen; mithin können es

auch nicht die mit P gleichwirkenden P^, Pj , . .
.

,

Im di-itten Falle ist

2P,p,=Pp-^Qq
,

und daher

Pp-{-Qq = .

Man nehme den Angriffspunct B der Kraft Q unbeweglich an, so

wird q = 0, folglich auch j) = , d. h. die Kraft P, welche von den

zweien P und Q, bei der angenommenen Unbeweglichkeit von B,

allein noch thätig sein kann, vermag keine Bewegung zu erzeugen

(2. Fall). Es muss mithin möglich sein, an B eine Kraft Q' anzu-

bringen, w^elche, wenn B wieder beweglich gesetzt und Q wegge-

lassen wird, der P das Gleichgewicht hält (§. 190, III). Hiernach ist

Pp + Q'q' =
§.210), folglich

Qq—Q'q' = .
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Da nun Q und — Q! auf einen und denselben Punct B wirken und
daher auf eine einzige Kraft reducirt werden können, so kalten sie

in Folge letzterer Gleichung einander das Gleichgewicht (2. Fall)

;

mithin sind auch P, Q', Q, — Q' , d. i. P und Q, also auch die da-

mit gleichwirkenden P^, P^, ... im Gleichgewichte.

n. Wenn auf zicei Körper a und h des Systems resp. die Kräfte

P, . P, , ... und Qi , Qj , ... lüirhen^ und

ist, so lierrseilt Gleichgewicht.

Beweis. Man nehme h unbeweglich an, so werden q^, q^_. ...

gleich Null, und die Gleichung reducirt sich auf ^P^p^ = 0; mit-

hin findet dann Gleichgewicht statt (I). Setzt man hierauf i wieder

beweglich, ohne jedoch die Kräfte Q^ , Q.^, ... auf b wii-ken zu las-

sen, so muss es möglich sein, an b eine oder zwei Kräfte Q und Q'

anzubringen, wodurch das Gleichgewicht erhalten wird. Bei dem
hinsichtlich seiner Beweglichkeit wieder in den anfängKchen Zustand

versetzten Systeme ist daher

:^P,P,-\~Qq-hQ'q' = o

(§. 210), folglich auch

^Q,q,~Qq—Q'q'=0.

woraus wir schliessen, dass die auf b wirkenden Kräfte Q,, Q^, ...

— Q, — Q' für sich im Gleichgewichte sind. Da es nun auch P^ ,

P,, •.. Q, Q' an a und b sind, so können auch alle diese Kräfte in

Vereinigung, d. i. P, , P^ , . .
. , Q^, Q.^, ..., keine Bewegung des Sy-

stems hervorbringen.

m. Wemi auf drei Körper a, b und c des Sijstems die Kräfte
P, , P, , . .

. ; Q, , Qj , • • • und R^, P^, ... tmrkoi, und

2P,p,-^^Q,q,+2R,r, =
ist, so findet Gleichgewicht statt.

Beweis. Man lasse c unbeweglich werden, so werden

r, =0 , r., = , ...

also

-P,;.,-|-^Q,?, =0
,

und das System ist nach vorigem Satze im Gleichgewichte. Gibt

man hierauf dem c seine Beweglichkeit wieder, entfernt aber die ur-

sprünglich auf c wirkenden Kräfte P^ , P^ , . .
.

, so wird man das

Gleichgewicht erhalten können, indem man an c zwei Kräfte R und
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_ß', oder auch nur eine, anbringt. Alsdann ist folglich bei jeder

Verrückung des Systems:

mithin

2B,r, — Rr— R'r' = .

Es müssen daher an c die Kräfte R^^ R^, ..., — R, — R' für sich

im GleichgcAvichte sein. Hieraus aber folgt in Verbindung mit dem
Gleichgewichte zwischen Py, P,, ..., Q,, Q^, ..., R, R' das zu er-

weisende Gleichgewicht zwischen P^ , P^ , . .
.

, Q^, Q^, ..., P^ , P., , . .

.

IV. WirJceti auf mehrere oder alle Körper des Systems Kräfte^

und besteht ztüischen diesen Kräften die Gleichung der virtuellen Ge-

schicindigkeiten, so ist das Syste?n im Gleichgewichte.

Beweis. In I., II. und III. wurde dieser Satz für die speciellen

Fälle dargethan, wenn auf einen, zwei, oder drei Körper des Systems

Kräfte wirken. Ebenso aber, wie dabei von einem Körper auf zwei,

und von zAveien auf drei geschlossen wurde, so lässt sich von dreien

auf vier u. s. w. und zuletzt auf alle Körper des Systems ein Schluss

machen.

§. 213. Aus der Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten,

insofern sie für einen einzigen frei beweglichen Körper galt, wurden

in §. 182 und §. 1S4 durch Integration zwei Functionen abgeleitet,

deren jede beim Zustande des Gleichgewichtes ihren gros st en oder

kleinsten Werth erreichte. Da nun, wie jetzt erwiesen Avorden,

die Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten auch auf jedes Sy-

stem mit einander verbundener Körper anwendbar ist, so werden die

dort gefundenen Functionen auch gegenwärtig Maxima oder Mi-
nima sein.

Ps ist daher, um nur der ersten dieser Functionen zu gedenken,

hei Jedem Systeme von Körpern, lüelches im Zustande des Gleichge-

wichtes sich befindet, die Summe der Producte aus jeder Kraft in die

Entfermmg ihres Angriffspunctes von einer unhe\cegliclien auf der

Richtung der Kraft normalen Ebene (§. 176, Zus.), oder, loas dasselbe

ist, von einem unbetveglichen in ihrer Richtung beliebig genommenen

Puncte ein Maximum oder Minimum; d. h. bei je ztvei Verrückmigen,

von denen die eine nach dem entgegengesetzten Sinne der anderen ge-

schieht, nimmt diese Summe zugleich ab oder zugleich zu.

Wir sahen ferner (§§. 182. 189), dass jenachdem diese Summe
bei der Verrückung eines freien Körpers aus der Lage des Gleich-

gewichtes als Maximum oder Minimum sich darstellte, die Kräfte

den Körper entweder in seine anfängliche Lage zurückzubringen,
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oder noch weiter davon zu entfernen strebten, und wir nannten hier-

nach das Gleichgewicht im ersteren Falle sicher, im letzteren un-
sicher. Dieselbe Eigenschaft des Gleichgewichtes findet nun auch

bei mehreren mit einander verbundenen Körpern statt. Einen sehr

elementaren Beweis dieses Satzes, sowie des Princips der virtuellen

Geschwindigkeiten selbst, hat Lagrange gegeben*), indem er, von

den einfachsten Eigenschaften des Gleichgewichtes an einem voll-

kommen biegsamen Faden ausgehend, mit Hülfe eines solchen um
Flaschenzüge gelegten Fadens alle auf die Körper wirkenden Kräfte

durch eine einzige vertreten lässt. Einen ähnlichen Beweis enthält

der folgende §. 214, nur dass hier ausser den Sätzen vom Gleichge-

wichte an einem Faden noch die Lehre vom Mittelpuncte paralleler

Kräfte zu Hülfe genommen worden ist.

§. 214. Auf die Puncte A, A', A", ... (vergl. Fig. 52) eines

oder mehrerer auf irgend eine Weise mit einander verbundener Kör-

per wirken die Kräfte P. P\ P", ...

nach den Eichtungen AF, A'F', A"F",

... , so dass F, F\ F". ... beliebig in den

Richtungen genommene Puncte sind.

Statt nun die Kräfte auf ^4, A', ... un-

mittelbar wirken zu lassen, wollen Avir

in F. F', ... unendlich kleine unbe-

wegliche Ringe anbringen, an den be-

weglichen Puncten A, A', ... Fäden

anknüpfen, diese resp. durch die Ringe

in F, F', . . . leiten und an den ande-

ren Enden G, G'. ... der Fäden die

Kräfte P, P', ... nach den verticalen Richtungen FG, F'G', ...,

als angehängte Gewichte wirken lassen. Denn es wird späterhin

bewiesen werden, dass somit die Puncte A, A', ... ebenso getrieben

werden, als ob an ihnen selbst die Kräfte P, P', . . . nach den Rich-

tungen AF, A'F', .. . angebracht wären. Uebrigens sollen die Puncte

G, G' ..., in einer horizontalen Ebene enthalten sein, so dass, wenn
sie sich um ein unendlich Weniges in verticaler Richtung auf- oder

niederwärts bewegen, ihre gegenseitigen Abstände GG', ... als con-

stant bleibend angesehen werden können.

Statt aber in G und G' die Gewichte P und P' anzuhänsen.

kann man auch G und G' durch eine steife gerade Linie verbinden

und in dem Puncte H derselben, welcher der Schwerpunct von P

Fig. 52.

*, Lagrange Mecanique anal}-tique, tome I, sect. IL III.

Möbius Werke IH. 21
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und P' ist; ein einziges Gewicht Q = P -{- P' anbringen. Man thue

dieses, verbinde hierauf ebenso die Punete H und G" durch eine

steife Gerade und substituire in dem Punete / dieser Geraden, Avelcher

der Schwerpunct der in H und G" befindlichen Gewichte Q und P"

ist , statt dieser Gewichte , also statt P, P' und P", ein einziges

J? = Q + P". Man ersetze ferner die Gewichte R und P'" durch

ein Gewicht S im Punete Jf, welcher in einer von / bis G'" zu

legenden steifen Geraden der Schwerpunct von 11 und P" ist; und

auf diese Art fahre man fort, bis man zuletzt auf ein Gewicht P^

gekommen, welches im Schwerpuncte 6r, aller ursprünghchen Ge-

wichte P, P', P", ... angebracht, die Stelle derselben zu vertreten

im Stande ist.

Findet nun zwischen den auf das System der Körper wirkenden

Kräften P, P', ... Gleichgewicht statt, und kann daher auch das

mit ihnen gleichwirkende Gewicht P^ keine Bewegung hervorbringen,

so wird, wenn man das System auf irgend eine mit der gegenseitigen

Verbindung der Körper verträgliche Weise um ein unendlich Weni-

ges verrückt, das Gewicht P*, weder sinken, noch steigen. Denn
sinken kann es nicht, weil es bei seinem Bestreben zu sinken die

Verrückung, Avelche sein Sinken zur Folge hätte, von selbst hervor-

bringen würde, was dem vorausgesetzten Gleichgewichte widerstrei-

tet. Das Gewicht kann aber auch nicht steigen, Aveil je zwei ein-

ander gerade entgegengesetzte Verrückungen gleich gut möglich sind,

und weil es bei einer Verrückung, die derjenigen, bei welcher es

steigt, entgegengesetzt ist, um eben so viel sinken würde, welches

nach dem eben Bemerkten nicht möglich ist.

Die Tiefe des Gewichtes P, unter irgend einer über ihm liegen-

den horizontalen Ebene ist daher beim Gleichgewichte im Allge-

meinen entweder ein Maximum oder ein Minimum, und zwar erste-

res, wenn es, sobald das System nach demselben Sinne zu, oder

nach dem gerade entgegengesetzten, noch weiter verrückt wird, zu

steigen anfängt; letzteres, wenn es unter denselben Umständen zu

sinken beginnt. Da es nun bei seinem fortAvährenden Streben zu

sinken im ersteren Falle zu seiner anfänglichen grössten Tiefe wie-

der herabzukommen und damit das System in seine anfängliche Lage

zurückzubringen strebt, im letzteren dagegen sich von seinem an-

fänglichen höchsten Stande und damit auch das System von der

Lage des Gleichgewichtes immer mehr zu entfernen sucht, so ist

beim Maximum der Tiefe das Gleichgewicht sicher und beim Mini-

mum unsicher.

Setzen wir nun, dass durch eine unendlich kleine Verrückung
des Systems die Punete A, A', ..., G, G', ..., //, /, .... G^ nach
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ö, «', ..., (j^ g\ ..., h, i, ..., (/^ kommen, so ist zuerst klar, dass,

wemi die Puncte G, G', ... durch keine steifen Linien GG', HG", ...

mit einander Aerbunden, und an ihnen unmittelbar die Gewichte
P, P', ... angehängt wären, die unendlich kleinen Bewegungen

Gff, G'g', ... vertical sein würden. Dies werden sie aber auch
noch dann sein, wenn die steifen Linien dem Systeme hinzugefügt

und statt der Gewichte P, P', ... ein einziges P^ gesetzt worden.

Denn durch dieses GeAvicht werden die Puncte G, G' , ... mit den-

selben Kräften, wie durch die Gewichte P, P', ..., niederwärts ge-

zogen, und wegen der rechten Winkel, Avelche die Fäden FG, F' G' , . .

.

mit den steifen Verbindungslinien machen, wird durch diese Linien

die verticale Bewegung von G, G', ... nicht gehindert. Es sind

demnach Gg, G'g\ ..., folglich auch Hh, li, ... und G^g^ selbst

vertical.

Ferner leuchtet ein, dass ebenso, wie G^ der Schwerpunct der

in G, G' , ... angebrachten Gewichte P, P', ... ist, g^ den Schwer-

punct derselben nach </, g\ ... fortgerückten Gewichte abgibt. Hier-

nach, und weil G, G\ ... in einer Ebene liegen, hat man (§. 108)

^Gg.P=G,g,.^P=G,g,.P, .

Es ist aber

AF+FG = aF-\-Fg

und damit gleich der constant bleibenden Länge des an A befestig-

ten Fadens, und daher

Gg = Fg— FG = AF—aF
,

folglich

^[AF-aF)P=G,g,.P, .

Nun ist offenbar AF— aF gleich der Verrückung Aa des Punc-
tes A, geschätzt nach der Richtung ^Pder auf A wirkenden Kraft Pj,

also gleich der virtuellen Geschwindigkeit von A ; und da nach dem
vorhin Erörterten beim Gleichgewichte das in 6^^ angehängte Ge-
wicht P, bei jeder Verrückung in Ruhe bleibt, und daher G^g^=^
ist, so ist mit letzterer Formel das Princip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten dargethan.

Es lässt sich aber die Summe

:^[AF—aF)P=^[Fa— FA)P

(§. 25) auch betrachten als das Increment von ^FA . P, d. i. von
der Summe der Kräfte, nachdem jede derselben P in den Abstand
ihres Angriffspunctes A von einem unbeweglichen in ihrer Richtung
gelegenen Puncte F multiplicirt worden. Das Increment dieser

Summe ist daher dem Incremente G^g^ der Tiefe des Gewichtes P^

21*
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proportional; und da überdies beide Incremente einerlei Zeichen

haben, so ist diese Summe mit der Tiefe von P^ zugleich ein Maxi-

mum oder ein Minimum, und daher ersteres beim sicheren, letzteres

beim unsicheren Gleichgewichte des Systems, wie zu erweisen war.

Drittes Kapitel.

Anwendung der vorhergehenden Theorie auf

einige Beispiele.

§. 215. Die Lösung der allgemeinsten Aufgabe der Statik: die

Bedingungen des Gleichgewichtes bei einem Systeme mit einander

verbundener Körper zu finden, kommt zufolge des zweiten Kapitels

auf die Bestimmung der Bedingungen hinaus, unter denen es mög-
lich ist, Gegenkräfte in den Verbindungspuncten anzubringen, durch

welche jeder Körper des Systems für sich ins Gleichgewicht gebracht

ward. Man sieht aber leicht, wie diese letzteren Bedingungen, und
damit auch die ersteren, durch Hülfe der Analysis immer ge-

funden werden können. Nachdem man nämlich in den Verbin-

dungspuncten je zweier Körper zwei Gegenkräfte, als ihrer Intensität

nach und auch w-ohl zum Theil oder ganz ihrer Richtung nach un-

bekannte Kräfte, in Gedanken hinzugefügt hat, stelle man für jeden

einzelnen Körper die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes

zwischen den auf ihn unmittelbar wirkenden Kräften und den an

ihm hinzugefügten Gegenkräften auf, eliminire aus diesen Glei-

chungen die von den Gegenkräften herrührenden unbekannten Grös-

sen, und die somit hervorgehenden Gleichungen werden die gesuch-

ten Bedingungen für das Gleichgewicht des Systems darstellen.

Nachfolgende Beispiele werden dieses Verfahren in volles Licht

setzen.

§. 216. Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgeicichtes zici-

sclien Kräften zu ßnden. ivelche auf vier Kugeln a, ß, y, d unrkefi,

von denen sich a und /?, ß imd /, / und 6, 6 und a berühren.

Auflösung. Seien A, B, C, D (vergl. Fig. 53, a) die Mittel-
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Fig. 53, «.

pimcte von a, ß, y, d und F, G, H, I die vier Berührungs-

pimcte in der gedachten Folge, so ist AI= AF, d. i. gleich dem

Halbmesser von a , BF= B G , d. i. gleich dem Halbmesser von

ß, u. s. vr. Ferner liegt F mit A und B in der gemeinschaftlichen

Normale der Kugeln a und ß bei ihrer

Berührung in F: ebenso geht die Ge-

rade BC durch G und ist die Normale

der sich in G berührenden ß und /,

u. s. w. Die in F an « und ß anzu-

bringenden Gegenkräfte, oder die Pres-

sungen, welche a von ß und ß von a

in F erleiden, haben demnach die Rich-

tungen FA und FB: die Intensität jeder

derselben sei a, die als negativ zu be-

trachten ist, wenn die Richtungen den

vorigen entgegengesetzt, und daher AF und BF sind. Auf gleiche

Art sei b die gemeinschaftliche Intensität der zwei in G an ß und

;' nach den Richtungen GB und G C anzubringenden Gegenkräfte.

Dasselbe bedeuten c und d für die Berührungen in H und /.

An der Kugel a müssen nun die unmittelbar auf sie wirkenden

Kräfte mit den Pressungen d und a, welche sie in / und F nach

den Richtungen lA und FA erleidet, im GleichgeA^"ichte sein. Da
aber diese Richtungen in A zusammentreffen, so müssen auch die

unmittelbaren Kräfte an u sich zu einer durch A gehenden Kraft p
zusammensetzen lassen. Diese Kraft p muss Avegen ihres Gleichge-

wichtes mit d und a in der Ebene DAB enthalten sein, und es

muss sich, wenn AP die Richtung derselben ist, verhalten (§. 28, c):

[a] d:a:p = sin PAB : sin DAP : sin DAB .

Aus gleichen Gründen müssen die drei Systeme der auf die

Kiigeln ß, y, d wirkenden Kräfte einfache Resultanten §-, r, s haben,

welche resp. durch B, C, D gehen und in den Ebenen ABC, BCD

.

CDA liegen, und es müssen, wenn BQ, CR, DS die Richtungen

derselben sind, die Proportionen erfüllt werden:

[ß) a: b:q = sin QBC: sin ABQ: sin AB C
,

{y)
h:c:r = shiECD : sin B CR : sin BCD

,

{ö) c -.d-.s = sin SDA : sin CDS : sin CDA .

Nach Elimination von a, h, c, d folgt hieraus zuerst eine Be-

dingungsgleichung für die Richtungen der Kräfte yj, q, r, s:

sin PAB sin QB C sin RCD sin SDA
(I)

sin DAP sin AB Q sin BCR sin CDS = 1
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und sodann das gegenseitige Verhältniss der Kräfte p und q:

^inPAB sin ABC
(UJ P-q — g-j^ nAP '

sin QBO '

und ebenso durch gehöriges Vertauschen der Buchstaben die Ver-

hältnisse q : r und r : s.

Alles dieses zusammengefasst, hat man folgende vier Bedingungen

des Gleichgewichtes: 1) bei jeder der vier Kugeln müssen die auf

sie wirkenden Kräfte eine durch der Kugel Mittelpunct gehende

Resultante haben; 2) jede dieser Resultanten muss mit den Mittel-

puncten der zwei anhegenden Kugeln in einer Ebene enthalten sein;

3) zwischen den Richtungen der Resultanten muss noch die Relation I),

und 4) zwischen den Intensitäten derselben müssen die Verhältnisse

(11) bestehen.

§. 217. Zusätze, a) Ist eine der vier Kugeln, z. B. ö, un-
beweglich, so kommt das partielle Gleichgewicht von d nicht mehr
in Rücksicht. Von den vier Proportionen [a], (ß), (/), (d) sind daher bloss

die drei ersten zu beachten, woraus sich die Verhältnisse zwischen

p, q und r, vde in (II) ergeben; die Bedingungsgleichung I) aber

fällt weg. Auch lässt sich dann statt der Kugel d irgend ein ande-

rer, die Kugeln a und y berührender, unbeweglicher Körper setzen,

und die Berührungspuncte mit demselben, / und H, können auch

so liegen, dass die Normalen AI und CH sich nicht mehr in einem

Puncte D treffen. Begreiflich sind dann lAB und BCH die Ebe-

nen, in welche ^j und r fallen müssen, und ebenso hat man in den

Proportionen (II) bei den "Winkeln DAB, DAP den Buchstaben D
in I und bei PCD, BCD D in H zn verwandeln.

h] Nimmt man zwei Kugeln ö und / unbeweglich an, oder

berühren zvrei bewegliche Kugeln « und ß überhaupt zwei unbeweg-

liche Flächen, oder auch nur eine, in / und G, sich selbst aber in

F, so müssen beim Gleichgewichte die auf u und ß '\^-irkenden Kräfte

p und q resp. durch A und B gehen und in den Ebenen lAB und
AB G liegen, und es muss sich zufolge der Proportionen [u) und [ß)

verhalten

:

_ sin IAB sin AB G
^^^ ~

sin lAP sin QB G '

§. 218. Aufgabe. Die Bedin.gunge?i des Gleichgeivichtes zwi-

schen vier Kräften p, g-, r, s zu ßnden, loelche auf die Ecken eines

Vierecks AB CD wirken, dessen Seiten von U7iveränderlicher Länge,

dessen Winkel aber veränderlich sind.
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Auflösung. Ein solches Viereck ist offenbar das von den Mit-

telpuncten der soeben betrachteten vier Kugeln gebildete, da bei den

möglichen Veränderungen der gegenseitigen Lage der Kugeln die

Winkel DAB, ... im Allgemeinen sich ändern, die Seiten AB, ...

aber constant bleiben, indem AB gleich der Summe der Halbmesser

von a und ß, u. s. w. Die gesuchten Bedingungen des Gleichge-

wichtes werden daher mit den vorhin für die Kräfte /j, g, r, s ge-

fundenen identisch sein. Denn obschon zwischen den Seiten des

Vierecks, welches von den Mittelpuncten A, B, C, D der vier Kugeln

gebildet wird, stets die Relation

AB + CD = BC+nA
obwaltet, so begreift man doch leicht, dass diese Eigenthümlichkeit

auf die Bedingungen des Gleichgewichtes keinen Einfluss haben

kann.

Will man unabhängig von dem Gleichgewichte der Kugeln die

jetzt vorgelegte Aufgabe lösen, so betrachte man das Viereck ABCD
als ein System von acht Stücken, nämlich von vier Puncten und
vier Linien: A, AB, B , BC, C, CD, D, DA, die in der jetzt ge-

nannten Ordnung, jedes mit dem nächstfolgenden und das letzte mit

dem ersten, verbunden sind. Die vier Kräfte p, q, r, s sind nun
unmittelbar an den vier Puncten A, B, C, D angebracht, und 4iuf

die vier Linien wirken daher bloss Pressungen, nämlich zwei auf

die zwei Enden einer jeden. An jeder Linie müssen diese zwei

Pressungen sich das GleichgeAvicht halten und folglich einander

gleich und direct entgegengesetzt sein. Ist also a die Pressung,

welche die Linie AB am Ende A nach der Richtung AB erfährt,

so wirkt auf das andere Ende B eine Pressunor a nach der Richtung'

BA. Gleicherweise sei h jede der beiden Pressungen auf die Enden
B und C von BC, und BC und CB seien ihre Richtvmgen, u. s. w.

Nachdem somit das Gleichgewicht der vier Linien ausgedrückt

worden, ist es noch übrig, das Gleichgewicht jedes der vier Puncte

zu berücksichtigen. — Auf den mit den Linien DA und AB ver-

bundenen Punct A wirken nach dem Gesetze der Gegenkräfte zwei

Pressungen d und a nach den Richtungen DA und BA, und diese

müssen im Gleichgewichte sein mit der an demselben Puncte un-

mittelbar angebrachten Kraft p. Die Richtung von j?;, welche AP
sei, muss daher in die Ebene DAB fallen, und es muss die obige

Proportion [u] stattfinden. Auf ähnHche Art verhält es sich mit dem
Gleichgewichte der drei übrigen Puncte B, C, D, und man wird

somit zu denselben Bedingungen des Gleichgewichtes des ganzen

Systems, wie vorhin, geführt.



328 Lehrbuch der Statik. Zweiter Theil. §. 219.

§. 219. Zusätze, a) Sind das Viereck AB CD und die resp.

durch A, B, C gehenden und in den Ebenen DAB, ABC, BCD
enthaltenen Richtungen AP, BQ, CR von 2^

-, 1^ ^' ^ällkürlich ge-

geben, so kann man mittelst der Gleichung (I) die in der Ebene

CDA durch D zu legende Richtung von s und mittelst der Propor-

portiouen (II) die Verhältnisse zwischen den Intensitäten von p, q, r, s,

finden.

Dasselbe lässt sich auch leicht durch Construction bewerkstel-

ligen (vergl. wieder Fig. 53, a). Denn da am Puncte A die nach DA,
BA, AP wirkenden Kräfte d, a, p im Gleichgewichte sind, so kann

man mit einer willkürlich angenommenen Intensität von p durch Con-

struction eines Parallelogramms (§. 28, a) die Intensitäten von d und a

finden. Am Puncte B sind die Kräfte a, h, q nach den Richtungen

AB , CB , B Q im Gleichgemachte, und man erhält daher mit der ge-

fundenen Intensität von a durch Construction eines zweiten Parallelo-

gramms die Intensitäten von l^ und q. Auf gleiche Weise ergeben sich

mit Ij am Puncte C die Intensitäten von c und r, und endlich am Puncte

D, wo die nach ihrer Intensität und Richtung nun bekannten c und

d mit s das GleichgeAAicht halten, die Intensität und Richtung von s.

h) Da die vier Kräfte /j, q, r, s auch dann noch im Gleichge-

wichte sind, wenn die Theile des Systems, worauf sie wirken, ihre

gegenseitige Lage nicht ändern können, so müssen die Richtungen

der Kräfte eine hyperboloidische Lage gegen einander haben, so dass

jede Gerade, welche drei derselben trifft, auch der vierten begegnet

(§. 99, a). Hiermit lässt sich aus den Richtungen AP, BQ, CR die

Richtung DS, ohne vorher die Verhältnisse zwischen den Kräften

2) , q , r und den Pressungen a, b , c , d bestimmt zu haben, folgen-

dergestalt sehr einfach finden. — Man ziehe eine Gerade /, welche

AP, BQ, CR zugleich schneidet, und sei S der Durchschnitt von

l mit der Ebene CDA. Da nun / und s sich gleichfalls trefien

müssen, und 6 in der Ebene CDA liegt, so ist DS die gesuchte

Richtung von s.

Weil übrigens die Richtung der Kraft a durch die gegebenen

Stücke nur auf eine Weise bestimmt ist, so muss jede andere Gerade

r, welche den dreien AP, BQ, CR zugleich begegnet, die Ebene

CDA in einem Puncte der DS treffen. Dasselbe folgt auch leicht

avis der Natur des hyperbolischen Hyperboloids. Eine solche Fläche

kann nämlich auf doppelte Weise durch Bewegung einer Geraden

erzeugt werden (§. 99, «), so dass es zwei Systeme von Geraden gibt,

deren jedes die ganze Fläche erfüllt. Jede Gerade folghch, welche

drei Gerade des einen Systems trifft, schneidet auch alle übrigen

Geraden desselben Systems und gehört zu den Geraden des anderen
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Systems. Nun wird offenbar jede der drei Geraden AB, CD, l von

jeder der vier Geraden AP, BQ, CR, DS geschnitten. Nimmt
man daher erstere drei als drei Gerade des einen Systems, so ge-

hören letztere vier zu dem anderen Systeme. Jede andere Gerade
/', -welche AP, BQ, CR zugleich schneidet, gehört daher zum ersten

Systeme und schneidet folglich auch die vierte Gerade DS des zwei-

ten Systems, d. h. sie trifft die Ebene CDA in einem Punkte der D.S.

c) Seien P und R die Puncte , in denen BD von den in den

Ebenen DAB und BCD liegenden AP und CR geschnitten wird,

und ebenso werde A C von B Q und D&' in Q und S geschnitten.

Da also die vier hyperboloidisch gelegenen AP, BQ, CR, DS der

AC in A, Q, C, S, und der BD in P, B, R, D begegnen, so ver-

hak sich (§. 102, c):

AQ AS_PB PD _BP BR
^ ' QC SC" BR DR ~ PD ' RD '

d. h. AC wird von den Richtungen der q, s nach demselben Doppel-

verhältnisse, wie BD von den Richtungen der p, r getheilt. Und
auch hiermit kann man, wenn von den Richtungen der Kräfte irgend

drei, also drei der vier Puncte P, Q, R, S gegeben sind, den

vierten Punct und damit die Richtung der vierten Kraft finden. —
üebrigens ergibt sich diese Proportion auch unmittelbar aus der

Gleichung (I). Denn es verhält sich:

• D iD • r, ,D BP PD
sm PAB : sin DAP = —t-^ : —r-^ •

AB AD
Aehnlicherweise kann man auch die übrigen Verhältnisse in (I)

ausdrücken . und Avenn man alle diese Verhältnisse verbindet , so

kommt man auf die Proportion (I*) zurück.

Nach §. 102 hat man ferner für das Verhältniss der Kräfte /;

und q:

_P_._9__Q(^. PJ^
AP' BQ~ AC BD '

Dasselbe Verhältniss folgt auch aus den Proportionen (II). Denn
weil

T, iT> 7, AT, BD PD
sm DAB : sm DAP = —-^ : -—=)

-

sin ABC -.sinQBC = 4^:^ ,

so verhält sich nach (II)

BD. AP AC.QB
(II) p-q= p^ Qc '

übereinstimmend mit dem Vorio:en.
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d) Die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Kräften

p, q, r, s am Vierecke AB CD können, wie man leicht wahrnimmt,

auch folgendergestalt ausgesprochen tcerden : 1) Hinsichtlich der Rich-

tungen und Intensitäten der vier Kräfte müssen dieselben Bedingungen

erfüllt sein, als loenn die Kräfte an einem einzigen Körper angebracht

wären; insbesondere muss daher Jede Gerade, welche drei oder vier

Richtungen trifft, auch der vierten begegnen, 2) Zwei solcher Ge-

rader müssen die zwei Diagonalen des Vierecks sein, und es müssen

daher in der einen dieser Geraden die Angriffspuncte der ersten imd

dritten Kraft, in der andereii die der ziceiten und vierten Kraft liegen.

Hat man also vier Kräfte p ^ q, r , s , die sich an einem einzigen

Körper das Gleichgewicht halten, so ziehe man zwei Gerade, deren

jede dreien dieser Kräfte , und folglich auch immer der vierten, be-

gegnet. Die Begegnungspuncte der einen Geraden mit p , q, r , s

seien resp. A, Q, C, S, die der anderen Geraden: P, B, R, D.

Man nehme nun die vier Kräfte in beliebiger Folge und wähle zu

den Angriffspuncten der ersten und dritten die Durchschnitte ihrer

Richtungen mit der einen, und zu den Angriffspuncten der zweiten

und vierten Kraft die Durchschnitte ihrer Richtungen mit der ande-

ren Geraden. Alsdann wird nicht allein bei vollkommener gegen-

seitiger Unbeweglichkeit der vier Puncte Gleichgewicht stattfinden,

sondern auch dann noch, wenn man die Puncte in derselben Ord-

nung, in welcher man die auf sie wirkenden Kräfte genommen hat,

jeden mit dem nächstfolgenden und den letzten mit dem ersten durch

Gerade von unveränderlicher Länge verbindet . die Winkel dieses

Vierecks aber veränderlich sein lässt.

Auf solche Weise sind die Kräfte p, q,r,s am Vierecke AB CD
sowohl, als am Vierecke PQRS, die Kräfte /?, cq, s, r an jedem der

beiden Vierecke ABSR und PQDC, und die Kräfte p, r, q. s an

den Vierecken ARQD und PCBS im GleichgeAvichte.

§. 220. Eine nähere Betrachtung wollen wir noch dem spe-

ciellen Falle -sN-idmen, Avenn das Viereck ABCD ein ebenes ist.

Da alsdann die Ebenen DAB, ABC, ..., in welchen die Richtun-

gen der Kräfte enthalten sein müssen, mit der Ebene des Vier-

ecks zusammenfallen, so müssen auch die Richtungen sämmtlicher

Kräfte in dieser Ebene liegen. Die Gleichungen (I) oder (I*) für

die Richtungen und die Verhältnisse (11) oder (II*) zwischen den

Intensitäten der Kräfte bleiben ungeändert. Indessen wird es, spä-

terer Untersuchungen willen, nicht überflüssig sein, von diesen For-

meln für den Fall, wenn das Viereck ein ebenes ist, nachstehende

Entwickelunw noch beizufügen.
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Bezeichnen p, q, r, s die Winkel, welche die Richtungen der

Kräfte p^ q^ r, s mit einer in der Ebene beliebig gezogenen Linie

oder Axe machen. Gleicherweise seien a , b . c , d die Winkel der

Linien AB^ BC, CD^ DA mit jener Axe und a, h, c, d die Pres-

sungen, welche dieselben Linien .45, BC resp. in den Enden A, B,

C, D nach den Richtungen AB, BC, ... erleiden, also — a, — b,

— c, — (I die Pressungen auf die anderen Enden B, C, Z) , A der

Linien AB, BC, ... nach denselben Eichtungen AB, BC, .... Auf
den Punct A wirken demnach die Kräfte p, — a, d nach Richtungen,

Avelche mit der Axe die Winkel p , a , d machen, und man hat folg-

lich, weil diese Kräfte sich an A das Gleichgewicht halten müssen,

die ZAvei Gleichungen (§. 41):

p cos p — a cos 2i-\- d cos d = ,

p sin p — a sin ?i -\- d sin d = ;

und wenn man daraus das einemal die Pressung d, das anderemal

die Pressung a eliminirt:

p sin (p — d) — a sin (a — d) ^ ,

p sin (p — a) — d sin (a— d ;
= .

Ebenso bekommt man für das Gleichgewicht der Kräfte q, — h,

a am Puncte B die zwei Gleichungen:

q sin (q— a) — b sin (b— a) = ,

q sin (q— b) — a sin (b — a) = ,

und gleicherweise noch zwei Paare von Gleichungen für das Gleich-

gewicht an C und D. Aus diesen acht Gleichungen sind nun die

vier Pressungen a, b, c, d noch wegzuschaffen. Die Elimination

von a gibt:

j) sin (p— d) q sin (q— b)

sin [a— d) sin (b— a)
'

und ebenso findet sich nach Elimination von b, c, d:

q sin (q— a) r sin (r— c) r sin (r— b) s sin (s — d)

sin (b — a) sin (c— b)
'

sin (c— b) sin (d— c)
'

s sin (s— c) 2^ sin (p— a)

sin (d— c) sin (a — d)

Li diesen vier Gleichungen sind also die gesuchten Bedingungen des

Gleichgewichtes enthalten, — ganz übereinstimmend mit den oben

gefundenen (I) und (LT).

Sind an den Puncten A, B, C, D ausser den Kräften />, q, r, s

noch resp. die Kräfte /?', q , r', s' angebracht, welche mit der in der
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Ebene gezogenen Axe die Winkel p', q', r', s' bilden, so hat man
nur in vorigen Gleichungen statt p sinp, p cosp, ... resp.

p sin p + p sin p'
, p cos p +/>' cos p'

, ...

zu setzen, und es werden damit die vier Bedingungen des Gleich-

gewichtes :

p) sin (p — d) + p sin (p' — d) q sin (q— b) + q sin (q'— b)

sin (a— d) sin (b — a) » •
•

•

und auf ähnliche Weise sind die Formeln umzubilden, wenn noch

mehrere Kräfte an den Puncten A, B, C, D angebracht sein sollten.

§. 221. Da die Formeln (I) und (II) auch für das ebene Vier-

eck gelten, so müssen auch bei diesem aus den willkürlich ange-

nommenen Richtungen dreier der vier Kräfte p, q^ ?', s die Rich-

tung der vierten und die Verhältnisse zwischen den Intensitäten

bestimmt werden können. Die in §. 219, h gegebene graphische

Methode, wenn bloss die Richtung der vierten Kraft gefunden

werden soll, wird zwar jetzt unbrauchbar; indessen lässt sich dafür

eine andere substituiren , die hinwie-

derum eben so wenig Anwendung findet,

sobald das Viereck nicht mehr in einer

Ebene begriffen ist.

Da nämlich am Puncto A die

Kräfte ^j, fZ, a nach den Richtungen

AP, DA, BA, und am Puncto B die

Kräfte q, a, b nach den Richtungen

BQ, AB, CB im Gleichgewichte sind,

so herrscht auch zwischen sämmtlichen

sechs Kräften, also auch, Aveil a und a

sich gegenseitig aufheben, zwischen p, q

und den nach DA, CB gerichteten

Es muss folsrlich, sobald wir uns die Theile des

Vierecks als ein fest zusammenhängendes Ganzes denken, die Resul-

tante von /> und q mit der Resultante der nach AD und B C ge-

richteten d und a identisch sein. Diese gemeinsame Resultante geht

mithin durch den Schneidepunct der Richtungen von ^j und q, wel-

cher T (vergl. Fig. 53, b) sei, und durch den Schneidepunct X der

Linien AD und BC. Da endlich p, q, r, s im Gleichgewichte

sind, und daher die Resultante von r und s der Resultante von p
und q direct entgegengesetzt ist, so muss auch der Durchschnitt U
der Richtungen von ;• und s in die Gerade TX fallen.

Sind demnach das ebene Viereck ABCD und die durch A, B,

Fig. 53, 6.

d, b Gleichgewicht.
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C gehenden und in der Ebene des Vierecks enthaltenen Richtungen

der Kräfte /> , q, r gegeben , so verlängere man AD
^
B C his zu

ihrem Durchschnitte X, und p, q bis zu ihrem Durchschnitte T,

ziehe die Gerade TX, welche von ?• in U getroffen werde, und es

wird D U die gesuchte Richtung von s sein.

§. 222. Zusätze, a) Ebenso, wie bewiesen worden, dass die

Durchschnitte X von DA mit BC\ T von yj mit q, U von r mit s

in einer Geraden enthalten sind, so müssen auch die Durchschnitte

Y von AB mit C'Z>, V von s mit />, W von q mit ; in einer Ge-

raden liegen. Man kann daher avis den gegebenen Richtungen von

p . q, r die Richtung von s auch dergestalt finden , dass man die

damit und mit dem Vierecke gegebenen Puncte W und Y durch

eine Gerade verbindet. Wird diese Gerade von j) in V geschnitten,

so ist DV die gesuchte Richtung von s.

h) Von dem Vierecke UVTIV, welches die vier Kräfte bilden,

gehen demnach die Diagonalen TU und VJV durch die Durch-

schnitte X und Y je zweier gegenüberstehender Seiten des Vierecks

AB CD, auf dessen Ecken die Kräfte wirken. Nächstdem folgt

hieraus der geometrische Satz:

Wird um ein ebenes Viereck AB CD in seiner Ebejie ein anderes

UVTW dergestalt beschrieben, dass die eine Diagonale TU des letz-

teren durch den Durchschnitt X des einen Paares gegenüberliegender

Seiten des ersteren geht, so trifft auch die andere Diagonale VW des

letzteren den Durchschnitt Y des anderen Paares gegenübo'liegender

Seiten des ersteren.

c) Ebenso, Avie in §. 219 d, so sind auch hier, wo die Figur

eben ist, am Vierecke PQJRS die Kräfte p. q, r. s. am Vierecke

ABSB die Kräfte p, q. s, r u. s. w. im Gleichgewichte. Der dort

geführte Beweis ist zwar hier nicht mehr anwendbar, da er Vierecke,

welche nicht eben sind, voraussetzt. Man kann sich aber von dem
Gleichgewichte der jetzt ebenen Vielecke folgender Weise leicht

überzeugen. — Die auch hier geltende Proportion (I*) gibt zu erken-

nen, dass die zwei Reihen von Puncten A, Q, C, S und P, B, B, D
in eine solche Lage gegen einander gebracht werden können, bei

welcher die vier Geraden AP, QB, CB, SD sich in einem Puncte

schneiden*].

Als nothioendige und hinreichende Bedingungen des Gleichgeioichtes

zwischen den Kräften, welche auf die Bchen des ebenen Vierecks

*j Steiner, Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer

Gestalten, Art. 14.
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AB CD wirken, lassen sich daher folgende zwei angehen: 1) Die

Kräfte müssen in der EbeJie des Vierecks enthalten sein und sich

darin unter der Annahme, dass die Gestalt des Vierecks unveränderlich

ist. das Gleichgewicht halten. 2) Die zwei Diagonalen des Vierecks

müsseyi i?i eine solche Lage gegen einander gebracht werden können,

dass die vier Geraden sich in einem Puncte schneiden., welche die vier

Puncte der einen Diagonale.^ in denen sie von den vier Kräften ge-

troffen icird. mit den entsprechenden Puncten der anderen verbinden.

Sind daher die Kräfte ^j, 5-, r, s am Vierecke AB CD im Gleich-

gewichte, so sind es auch die Kräfte p. q. s, r am Vierecke ABSR.
Denn von |J, cj^, s, r werden die Diagonalen AS und BR des letz-

teren Vierecks resp. in A, Q, S. C und P. B. D. R getroffen. Dass

aber diese zwei Reihen von Puncten in die verlangte Lage sich

bringen lassen, folgt aus dem vorausgesetzten Gleichgewichte am
Vierecke AB CD.

d) Da am Vierecke ABSR vier nach AP, B Q, DS, CR ge-

richtete Kräfte im Gleichgewichte sein können, so muss nach b) der

Durchschnitt der zwei gegenüberliegenden Seiten RA und BS, oder

der Punct RA. BS, wie wir der Kürze willen den Durchschnitt

zweier Linien bezeichnen wollen, mit den Punkten AP.BQ und

R C . SD, d. i. mit T und U, in einer Geraden liegen, und ebenso

der Punct AB .SR mit den Puncten BQ.SD und AP.RC in einer

Geraden sein. — Auf gleiche Art liegt wegen des Gleichgewichtes

am_ Vierecke PQRS der Punct PS.QR in der Geraden TU und

der Punkt QP.RS in der Geraden T^V.

Man sieht, vne somit das Gleichgewicht der Vierecke PQRS.
ABSR, . . . zur Entdeckung noch mehrerer Relationen der Figur

Veranlassung gibt.

§. 223. Bei der uns jetzt beschäftigenden Aufgabe dürften noch

folgende besondere Fälle eine Erwähnung verdienen.

1) Wenn die auf B und D wirkenden Kräfte q und s sich in

einem Puncte der Diagonale A C begegnen, und daher ^S mit Q zu-

sammenfällt, so wird

AQ: QC= AS: SC
,

mithin zufolge (I*) auch

BP:PD = BR RD
;

es fallen daher auch P und R zusammen, d. h. die auf A und C
tcirkenden Kräfte p> und r schfieidefi sich alsdann in einem Puncte

der Diagonale BD.
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Dasselbe folgt, wenn das Viereck kein ebenes ist, schon daraus,

dass sieb die Kräfte, wie an einem einzigen Körper, das Gleich-

gewicht halten müssen. Denn fällt ^S' mit Q zusammen, so haben

s und q eine durch Q gehende Resultante. Mithin müssen sich auch

j) und r zu einer, dieser Resultante gleichen und entgegengesetzten

Kraft vereinigen lassen, und folglich in einer Ebene liegen. Schneidet

nun diese Ebene die Diagonale BD im Puncto P, so sind, weil p
und /• resp. in den Ebenen DAB und BCD liegen müssen, AP
und CP die Richtungen von /> und r.

2) Ist das Viereck ein ebenes, und gehen die 'Richtungen dreier

der vier Kräfte durch den Durchschnitt Z der Diagonalen, so muss

nach vorigem Satze auch die Richtung der vierten diesen Durch-

schnitt treffen. Alsdann sind p und r, so wie q und s einander

direct entgegengesetzt, die vier Puncto P. Q, R. S coincidiren mit

Z und es verhalten sich nach (II*) :

AZ.ZC BZ.ZD
p:q =

oder

:

AC BD
11 1,1 1,1

und ebenso
p q AZ ' ZC BZ ' ZD

i_ J_ _
q

' r ~

Die entgegengesetzten Kräfte p und r sind dalier einander gleich^

und ebenso müssen auch q und s einander gleich sein.

Diese Gleichheit fliesst unmittelbar auch aus der nöthigen Fort-

dauer des Gleichgewichtes, wenn die gegenseitige Lage von A. B^ C, D
ganz unveränderlich angenommen wird. Ueberhaupt folgt daraus,

dass, wenn drei der vier Kräfte sich in einem Puncto sclineiden,

auch die vierte diesen Punct treffen muss. Wird nun der Schneide-

punct der Diagonalen zu diesem Puncto genommen, so fallen die

Kräfte />, r. also auch ihre Resultante, in die Diagonale AC, und
die Kräfte q, s, sowie ihre Resultante, in die Diagonale BD. Diese

zwei Resultanten können aber nicht anders im Gleichgewichte sein,

als wenn jede von ihnen Null ist; mithin müssen p und r, und ebenso

q und s einander gleich und direct entgegengesetzt sein.

3) Ist das Viereck ein Parallelogramm, so wird das Verhältniss

der nach dem Mittelpuncte desselben gerichteten Kräfte:

{p==r): {q = s) = AC BD.

§. 224. Auf ganz ähnliche Art, wie bei einem Vierecke, lassen

sich auch bei einem mehrseitigen Vielecke, dessen Seiten von
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constanter Länge, dessen Winkel aber veränderlich sind, die Bedingun-

gen ausdrücken, denen Kräfte, an den Ecken des Vielecks angebracht,

beim Gleichgewichte unterworfen sein müssen. Es muss nämlich

jede Kraft besonders mit den zwei Pressungen im Gleichge^^-ichte

sein, welche die Ecke des Vielecks, auf welche die Kraft zunächst

wirkt, von den zwei anliegenden Seiten erleidet, und an jeder Seite

müssen sich die zwei Pressungen auf die Enden der Seite das Gleich-

gewicht halten.

Hieraus ßiessen aber die Bedingungen :» 1), dass Jede Kraft mit

den zioei anliegenden Seiten in eijier Ebene enthalten sein muss, und

2), dass. wenn jede Kraft nach den zicei anliegenden Seiten in zwei

zerlegt icird^i je zwei der somit entstehenden Kräfte, xoelche auf die

beiden Enden einer Seite loirken, einander gleich und entgegengesetzt

sein müssen.

Sind daher das Vieleck und die Richtungen der Ki'äfte, bis auf eine,

gegeben, so kann man ebenso, wie in §. 219, «, die noch übrige Richtung

und die Verhältnisse sämmtlicher Kräfte zu einander bestimmen.

Wird bloss die noch fehlende Richtung verlangt, und ist das

Vieleck in einer Ebene enthalten, so kann man ähnlicher Weise,

wie in §. 22! , die Richtung auch durch blosses Ziehen gerader

Linien finden, woraus, da dieses immer auf mehrfache Art sich be-

werkstelligen lässt, neue geometrische

Sätze, das Liegen von Puncten in Ge-

raden betreffend, hervorgehen.

Seien z. B. das Fünfeck ABCDE
(vergl. Fig. 54) und die Richtungen der

auf A, B, C, D wirkenden Kräfte /?, q,

r, s gegeben, und werde die Richtung

der an E anzubringenden Kraft t ge-

sucht. Bezeichnet man der Kürze -wil-

len die Resultante von p und q mit (pq),

die Resultante von p, q, r mit {pqr.,

u. s. w., so geht aus ähnlichem Grunde

Avie beim Vierecke in § 221,

[pq) durch die Puncto /> . q und EA . BC
,

[pqr] - - - [pq) . r und EA . CD
,

[pqrs], also auch t, durch die Puncto {pqr).s und E .

Hiermit kann man also nach und nach die Richtungen von

{P9.)) iPQ^') ^iid i durch Ziehen von Geraden finden. Auch kann

man umgekehrt zuerst [sr], hieraus {srq) und hieraus (srqp) oder t

bestimmen.

Fig. 54,
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Ein noch anderes Verfahren besteht darin, dass man ebenso,

wie (/><?), noch [qr) und {rs) sucht, hierauf [pqr] durch {pq).r und

p . [qr]^ und [qrs] durch [qr] . s und q . {rs) legt, und endlich zwei der

drei Punkte {pqr).s^ {p<l) • {^'s)-, p-{qrs) bestimmt. Denn diese drei

Puncte sind in der gesuchten Richtung von t oder [pqj's] enthalten.

Die aus diesen verschiedenartigen Constructionen sich ergebenden

geometrischen Sätze mit Worten auszudrücken, bleibe dem Leser

überlassen.

Sehr bemerkenswerth ist es noch, dass man zu dergleichen geo-

metrischen Sätzen auch schon durch Betrachtung eines einzigen
Körpers und durch Zuhülfenahme des einzigen Satzes gelangen kann,

dass sich von drei in einer Ebene liegenden und sich in einem

Puncte schneidenden Geraden die eine, welche man will, als die

Richtung der Resultante zweier nach den beiden anderen Geraden

wirkenden Kräfte ansehen lässt.

Sind also z. B. p, q, r, s irgend vier in einer Ebene enthaltene

Gerade, und legt man durch die Puncte p.q, q.r^ r.s in derselben

Ebene willkürlich drei andere Gerade {pq), {qr), {rs), so kann man
letztere immer als die Richtungen der Resultanten von Kräften be-

trachten, welche die Richtungen von p und q, etc. haben. Hieraus

kann man, wie vorhin, die Resultanten {pqr) und {qrs) bestimmen
und damit drei Puncte finden, deren jeder in der Resultante aller

vier Kräfte liegen muss, also drei Puncte, die in einer Geraden sind.

Der hieraus entspringende geometrische Satz führt übrigens, gleich

dem in §. 222, b und, wie Fig. 55 zeigt, auf ein eingeschriebenes und
ein umschriebenes Vieleck, von welchem letzteren die Diagonalen

durch die Durchschnitte der gegenüberliegenden Seiten des ersteren

gehen.

§. 225, Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgewichtes zwi-

schen vier Kräften P, Q, B, S zu finden, welche auf die Seiten eines

Mob ins Werke III. 22
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Vierecks ABCD wirken^ (vergl. Fig. 56), dessen Seiten von constanter

Länge^ dessen Winkel aber veränderlich sind.

Auflösung. Seien F, G, H., I die in den Seiten AB, BC, CD,
DA gelegenen Angriffspuncte der Kräfte, und FK, GL, HM, /iV die

Richtungen der letzteren. Beim Gleichgewichte des Systems wirken

nun auf die Seiten DA und AB im Puncte A, in welchem sie mit

einander verbunden sind, zwei einander gleiche und entgegengesetzte

Pressungen, welche resp. 7i und — n heissen. Desgleichen wirken

auf AB und BC in B zwei einander gleiche und entgegengesetzte

Pressungen k und — k. Da nun an jedem Theile des Systems die

auf ihn wirkenden Kräfte und Pressungen für sich im Gleich-

gewichte sind, so halten an der Linie AB die Pressungen — n und /^

der Kraft P das Gleichgewicht, und es müssen daher die Richtungen

der beiden ersteren der Richtung der letzteren in einem und dem-

selben Puncte begegnen. Sei K dieser Punct, so fallen — n und k,

also auch n und — k, in AK und BK, und es erhellt aus gleichem

Grunde, dass die Richtung AK der Richtung IN in einem Puncte

N, und BK der Richtung GL iu einem Puncte L begegnen muss,

und dass DN und CL sich in einem Puncte M der Geraden HM
schneiden müssen. Die auf die Seiten B C und CD in C wirken-

den Pressungen fallen alsdann in LM, und die Pressungen auf die

Seiten CD und DA in D fallen in 3IX.

1) Die erste Bedingung des Gleichgewichtes beruht demnach auf

der Möglichkeit, ein Viereck KL 31N zu verzeichnen, dessen Seiten

durch die Ecken des Vierecks AB CD gehen, und dessen Ecken in den

Richtungen FIC, GL, H3I, IN der Kräfte liegen. — Denkt man sich

das Viereck AB CD und die Richtungen FK, ... gegeben, und ist

die Figur in einer Ebene enthalten, so führt die Forderung, das

Viereck KLMN zu beschreiben, zu einer Gleichung des zweiten

Grades und ist daher im xlllgemeinen entweder auf doppelte Weise,

oder gar nicht erfüllbar. Ist aber die Figur nicht eben, so ist die

Construction von KLMN nur bei gewissen speciellen Lagen der

Richtungen FK, ... gegen das Viereck AB CD möglich. Da ferner

durch Zerlegung der durch die Ecken des Vierecks KLMN gehenden

Kräfte P, Q, li, S nach den Seiten desselben Vierecks die auf

A, B, C, D wirkenden Pressungen sich ergeben, — z. B. durch

Zerlegung der nach FK gerichteten Kraft P nach den Seiten NK
und KL die Pressungen n und k, — und da je zwei dieser Pres-

sungen, welche in dieselbe Seite fallen, sich gegenseitig aufheben,

so ist die zweite Bedingung des Gleichgewichtes ; dass, wenn man die

Seitenlängen des Vierecks KL3IN constant und die Winkel desselben

veränderlich annimmt, die Kräfte P, Q, R, S, an den Spitzen dieses
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Vierecks angebracht, im Gleichgewichte sind. Es müssen daher

(§• 219, cl)

2) wenn die gegenseitige Lage der Theile, worauf die Kräfte

Avirken, unveränderlich angenommen wird, die Kräfte im Gleich-

gewichte sein; und diese Bedingung reicht hin, wenn das Viereck

KL3IN nicht eben ist. Denn die alsdann noch nöthig-e Bedinsrunsr,

dass die Richtungen FK, GL, ... resp. in die Ebenen NKL, KLM, ...

fallen, ist hier bereits erfüllt, da FK in der Ebene AKB, also auch

in der Ebene NKL liegt, u. s. w. AVenn aber das Viereck ABCD
und die darauf A\drkenden Kräfte, folglich auch das Viereck j?'iyj/i\^,

in einer Ebene enthalten sind, so müssen

3) die Diagonalen des von den Kräften gebildeten Vierecks die

Durchschnitte der gegenüberstehenden Seiten des Vierecks KLMN
treffen (§. 221).

Dass diese Bedingungen des Gleichgewichtes jederzeit hinreichen,

leuchtet ein. Denn sind die Kräfte am Vierecke KLMN, auf des-

sen Ecken sie wirken , im Gleichgewichte , so sind sie es zu Folge

des zu Anfange dieses §. Gesagten, auch dann, wenn sie an den

Seiten irgend eines in KL3IN einbeschriebenen Vierecks da, wo sie

dieselben treffen, angebracht werden.

§. 226. Wir wollen jetzt die Bedingimgen dieses Gleichgewich-

tes am Vierecke durch Gleichungen auszudrücken suchen, dabei

jedoch nur den Fall berücksichtigen, wenn das Viereck mid die

Kräfte in einer und derselben Ebene enthalten sind. Am Ein-

fachsten werden wir hierbei verfahren, wenn wir die an den Seiten

angebrachten Kräfte in andere verwandeln, welche auf die Spitzen

wirken. Denn hierdurch werden wir in den Stand gesetzt, von den

bereits in §. 220 erhaltenen Formeln unmittelbaren Gebrauch zu

machen.

Sei zu dem Ende

AB=a
,

BC=b
,

CD = c , DA=d
;

AF=a^, FB = a^, BG=h,, GC=h_, ...

also

a^ -{- a,_ = a , h^-\-h:,_^h , ...

Man zerlege nun die in F augebrachte Kraft P in zwei mit ihr pa-

rallele auf die Endpmiete A, B der Seite AB A^-irkende Kräfte

— • P und — • P (S. 26, c). Ebenso setze man statt der in / angebrach-

ten Kraft S zwei ihr parallele auf D und A wirkende Kräfte -^ • S

22*
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und
-J

' S, und verfahre auf gleiche Art mit den Kräften Q und B.

Werden daher noch die Winkel, welche die Richtungen der

Kräfte P, Q, B, S und die Linien AB, BC, CD, DA mit einer

willkürlich in der Ebene gezogenen Axe machen, resp. mit P, Q,

E., S und a, b, c, d bezeichnet, so wirken jetzt auf A die zwei

Kräfte S • -\ und P • — nach den durch die Winkel S und P be-
a a

j

stimmten Richtungen, auf B die Kräfte P • — und Q • -.- nach den^ ab
durch P und Q bestimmten Richtungen etc., und hat man zu Folge

der Gleichung am Ende von §. 220, wenn statt der dortigen Kräfte

P^ P'i !?) l' i'ßsp- 'S • -] ^
P ' —

)
P • ~

1 Q-^) u°d statt der dortigen

Winkel p, p', q, q' resp. S, P, P, Q gesetzt werden:

^^ sin(S— d) pla^ sin(P— d) o, sin(P— b) \

d sin (a— d) \a sin (a— d) a sin (a— b) /

sm (a— b)

und ebenso noch drei andere Gleichungen, welche auch schon aus

dieser durch gehörige Verwandlung der Buchstaben in die nächst-

folgenden hervorgehen und mit ihr die Bedingungen des Gleichge-

wichtes ausmachen.

Da in diesen vier Gleichungen nicht die Seiten des Vierecks

selbst, sondern nur die Winkel derselben unter sich und mit den

Kräften, so wie die Verhältnisse vorkommen, nach denen die Seiten

durch die Angriffspuncte der Kräfte getheilt werden, so erhellt, dass,

Avenn auf die jetzt in Rede stehende Weise Gleichgewicht an einem

Vierecke stattfindet, dieselben Kräfte auch an jedem anderen Vier-

ecke im Gleichgewichte sein werden, welches dem ersteren nicht

ähnlich, sondern mit ihm nur gleichwinklig ist, und dessen Seiten

mit den Kräften dieselben Winkel, wie im ersteren, machen und von

den Angriffspuncten nach denselben Verhältnissen, wie im ersteren,

getheilt werden.

Aus allen vier Gleichungen lassen sich die vier Kräfte elimi-

niren, und man bekommt damit eine Gleichung, mittelst welcher,

wenn z. B. das Viereck, die Angriffspuncte in den Seiten desselben

und die Richtungen dreier Kräfte gegeben sind, die Richtung der

vierten gefunden werden kann. Es drückt diese Gleichung die Be-

dingung aus, unter welcher das Viereck KLMN, welches um das

Viereck AB CD und in das von den Kräften gebildete Viereck mög-

lichen Falles beschrieben werden kann, eine solche Lage hat, dass
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die Durchschnitte seiner gegenüberstehenden Seiten in die Diago-

nalen des Vierecks der Kräfte fallen. — Die gegenseitigen Verhältnisse

z^wischen den vier Kräften können dann gleichfalls bestimmt werden.

§. 227. Zum Beschlüsse der Untersuchungen über das Gleich-

gewicht am Vierecke mögen noch einige merkwürdige specielle Fälle

folgen, die aber so einfach sind, dass, um sie zu beurtheilen, es an-

gemessener sein wird, zu den Principien selbst zurückzukehren, als

von den zuletzt entA^äckelten Formeln Gebrauch zu machen.

Aufgabe. Die Bedingungen des Gleichgeicichtes zwischen zwei

Kräften P und R zu finden , icelche in F und H (vergl. Fig. 57) an

zwei gegenüberliegenden Seiten AB und CD eines

Vierecks mit constanten Seitenlangen und veränder-

lichen Winkeln angebracht sind.

Auflösung. "Weil an der Seite DA keine

Kraft angebracht ist, so müssen sich die auf DA
in D und A wirkenden Pressungen allein das

Gleichgewicht halten, und ihre Richtungen müs-

sen daher in DA fallen. Die Pressung, welche

AB in A erleidet, fällt daher ebenfalls in DA,
und aus ähnlichem Grunde die Pressunsr auf AB~

Flg. 5(.

im Puncte B in BC. Da nun an AB die in F
angebrachte Kraft P mit den Pressungen in A und B im Gleich-

gewichte sein muss, so müssen sich DA, BC und die Richtung von
P in einem Puncte X schneiden, woraus zugleich folgt, dass 1) das

Viereck ein ebenes sein muss. Da ferner das Gleichgewicht nicht

aufhören darf, wenn die Seiten des Vierecks unbeweglich gegen ein-

ander angenommen werden, so müssen 2) die Kräfte P und B ein-

ander gleich und direct entgegengesetzt sein, also in die Gerade FH
fallen, und diese Gerade muss 3) den Durchschnitt X von DA mit

BC treffen, weil FX die Richtung von P war. — Dass diese drei

nothwendigen Bedingungen auch hinreichend sind, erhellt ohne
weitere Erörterung.

§. 228. Zusätze, a) Wird die Seite CD unbeweglich ange-

nommen, und wirkt nur auf AB in F eine Kraft P, so zeigt sich

auf gleiche Weise, dass nur dann und dann immer Gleichgewicht

stattfindet, wenn das Viereck ein ebenes ist, und wenn die Richtuno*

von P durch den Durchschnitt X der beiden übrigen Seiten geht.

b) Wird das Viereck AB CD, während CD unbewegt bleibt, in

seiner Ebene verschoben, so beschreibt jeder Punct F der Seite AB
eine gewisse Curve, — die Puncte A und B Kreise um D und C als
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Mittelpuncte. — Statt daher den AngrifFspunct F als einen bestimm-

ten Funet in der beweglichen Geraden AB zu betrachten, kann man
ihn auch als einen in einer unbeweglichen Curve (in der von ihm

beschriebenen) beAveglichen Punct ansehen. Dieser Ansicht zu Folge

muss aber die Kraft auf der Curve normal sein, und Avir schliessen

daraus

:

Wird eiti ebenes Viereck ABCD^ dessen Seitenlangen constant

sind, desseti TVitikel aber sich ändern können, i?i seifier Ebene ver-

schoben , während eine Seite CD festgehalten wird^ so vereinigen sich

die Normalen aller der Curven, welche die Puncte der gegenüberliegen-

den Seite AB beschreiben^ stets in einem Pmicte, in demjenigen näm-

lich^ in welchem sich die beiden anderen Seiten DA u7idBC^ als Nor-

malen der von A und B beschriebenen Kreise^ schneiden*].

c) Werde, wie in §. 227, CD wieder beweglich angenommen, und

seien P und B zwei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte. Seien

überdies B C und DA einander parallel (vergl. Fig. 5S), also ihr

Durchschnitt unendlich entfernt, so muss mit ihnen

auch FH parallel sein. Man ziehe mit B C und
DA noch eine zweite Parallele F'H' , welche AB
und CD in F' und H' schneide, und bringe in

diesen Puncten zwei Kräfte P' und R' an, welche

resp. den P und R gleich und entgegengesetzt sind,

folglich mit ihren Richtungen in F'H' fallen und

einander das Gleichgewicht halten. Alsdann wird

auch zwischen den vier Kräften P, P\ R, R'

Gleichgewicht bestehen. Es bilden aber P, P'
ein Paar , und _R , R' ein zweites Paar , das in

der Ebene des ersteren liegt und mit ihm ein gleiches, aber entgegen-

gesetztes Moment hat. Da nun ein Paar in seiner Ebene und an

dem Körper, woran es angebracht ist, ohne Aenderung seiner Wirkung
beliebig verlegt werden kann, Avenn nur sein Moment sowohl dem
Sinne als der absoluten Grösse nach dasselbe bleibt, so schliessen wir:

*) Von dieser Eigenschaft des Vierecks kann man sieh folgendergestalt auch

geometrisch überzeugen. Seien A', B', F' die Oerter, welche A, B, F nach einer

unendlich kleinen Verschiebung einnehmen, so sind DAA' und CB B'
, folglich

auch XAA' und XBB', rechte Winkel, folglich XA'= XA und XB'= XB ; und

weil auch A'B'= AB, so sind die Dreiecke XAB und XA'B' einander gleich

und ähnlich. Die Linie AB kann daher auch dadurch in die Lage A'B' gebracht

werden, dass man das Dreieck XAB um X dreht. Alsdann aber beschreibt

ebenso, wie A und B, auch jeder andere Punkt F der Linie AB ein Element

FF', welches auf seiner Verbindungslinie FX mit X normal ist
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Bei einem Vierecke ABCD mit constanten Seitenlängen und ver-

änderlichen Winkeln , von welchem zwei Seiten B C und DA einander

parallel sind, hcdten sich zwei in der Ebene des Vierecks an den beiden

atideren Seiten AB und OD angebrachte Kräftepaare P, P' und R, B'

tmter detiselben Bedingungen, icie an einem einzigen Körper, das Gleich-

geicicht.

d) Sei noch AB parallel mit CD, also das Viereck ein Paral-

lelogramm (vergl. Fig. 59). Man nehme in AB beliebig zwei Puncte

F, F', in CD einen beliebigen Punct H,

nnd trage von H nach H' eine Linie gleich f

FF'. Man bringe ferner an F, F' , H, H'
^ y y ^

und in der Ebene des Vierecks vier einander \ ^ L, \

gleiche Kräfte P, P' , R, R' an, von denen \ / A
P und R' einerlei Richtung, P' und R die \ V \
entgegengesetzte haben. Zwischen diesen vier -^ / W ^^

Kräften herrscht nach vorigem Satze Gleich- /^

gewicht. Denn P, P' und R, R' sind zwei

an AB und CD wirkende Paare von ein-

ander gleichen und entgegengesetzten Momenten. Mithin sind P
und R gleichwirkend mit — P' und — R' , d. h.

Die Wirkung eines Paares, dessen Kräfte an zicei gegenüber-

liegenden Seiten und iti der Ebene eines Parallelogramms 7nit constan-

ten Seitenlänge}! und veränderlichen Winkeln angebracht sind, tcird

nicht geändert, wenn man die Kräfte ihren anfänglichen Richtungen

parallel bleiben lässt, ihre Angriffspuncte aber in den Seiten, loorin

sie liegen, zitn gleich viel und nach einerlei Seite hin verrückt.

§. 229. Aufgabe. Von einem Vierecke ABCD (vergl. Fig. 60),

dessen Seitenlängen constant und dessen Winkel veränderlich sind, ist die

ei?ie Ecke D unbetveglich. Die

Bedingungen des Gleichgeicich-

ies zwischen zivei Kräften P
und Q zu finden, loelche auf

die zwei der Ecke Glicht anlie-

genden Seiten AB und BC in

F und G icirken.

Au f1 ö s u n g. An der Seite

DA, deren einer Endpunct
'

.
Flg. 60.

D mit einem unbeweglichen

Puncte verbunden ist, muss die Pressung auf D mit der Pressung

auf den anderen Endpunct A im Gleichgewichte sein. Beide Pres-
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sungen, also auch die Pressung auf A, als den einen Endpunct von

AB, fallen daher in DA.
An der Seite AB sind die Pressungen auf die Endpuncte A

und. B derselben mit der Kraft P im Gleichgewichte. Da nun die

Pressung auf A in DA fällt, so muss P mit DA in einer Ebene

liegen, und wenn demnach P die DA in M schneidet, so fällt die

Pressung auf B in B3I.

Die Pressung auf B, als den einen Endpunct von BO, fällt da-

her gleichfalls in B3I\ die Pressung auf der Seite BC anderes Ende C
fällt in CD wegen des unbeweglichen Punctes, an welchem CD mit

dem Ende D befestigt ist. Mit beiden Pressungen zusammen ist

aber die Kraft Q im GleichgeAvichte. Mithin müssen B3I und CD
in einer Ebene liegen, und die Richtung von Q muss den Durch-

schnitt N dieser Geraden treffen.

Hieraus fliessen nun zunächst folgende Bedingungen des Gleich-

gewichtes: 1) das Viereck AB CD muss ein ebenes sein; 2) die

Richtungen der Kräfte P und Q müssen in dieser Ebene begriffen

sein; 3) die Puncte 31 und iV, in denen diese Richtungen resp. die

Seiten DA und CD treffen, müssen mit der Ecke B in einer Ge-

raden liegen.

Sind daher das ebene Viereck AB CD, die beiden Angriffs-

puncte jP, G und die Richtung 3IF der einen Kraft P gegeben, so

findet man damit auch die Richtung GX der anderen Q. Kennt

man ferner die Intensität der einen Kraft P, so ergibt sich die In-

tensität der anderen Q dadurch, dass, w^enn man P nach 3fA und

31B und Q nach BN und CX zerlegt . die zwei in 31B fallenden

Kräfte sich aufheben müssen.

Es verhält sich aber, wenn man diese in 3IB fallenden, durch die

Zerlegung von P und Q sich ergebenden, Kräfte Z und — Z nennt

:

AH APP:Z= sin A3IB : sin A 31F=

Q : — Z = sin BNC : sin G NC

31B MF
BC GC
NB NG '

folglich

:

^ ^ ~ 31B ' AF NB ' GC
Die Erfüllung dieser Proportion ist daher die vierte und letzte

Bedingung des Gleichgewichtes.

§. 230. Zusätze., a) Heissen TJ, V die Durchschnitte von

BC mit 31A, 31F, und TF, X die Durchschnitte von AB mit NG
und NC, so findet sich ebenso, wie vorhin:



§. 230. Drittes Kapitel. Beispiele zur vorhergehenden Theorie. 345

BX WX
NB NW •

folglich

:

-'" ~"~ ~" NW

_ ÜB
_
UV

MB MV '
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kenden Kräften Q, Q' im Gleichgewichte, tcenn letztere ehenfalls ein-

ander gleich und direct entgegengesetzt sind, und wenn überdies

P.BC .sin P^B C -^ Q . AB . sin QTAB =
ist.

§. 231. Aufgabe. Drei Puncte A, B, C (vergl. Fig. 62) sind

in drei unbetveglicheti Geraden l, m, n ei?ier Eboie beweglich. In der-

selben Ebene wirhen auf drei Gerade a, ä, c.

tcelche resp. den Puncten B und C, C und A,

A und B zu begegnen genöthigt sifid, resp.

die Kräfte P, Q, B. Die Bedingungeti des

Gleichgewichtes zwischen diesen Kräfte?i zu

ßyiden.

Auflösung. Das vorgelegte System

besteht aus sechs beweglichen Theilen, drei

Punkten A., B, C und drei Linien «, b, c,

von deren jedem besonders das Gleich-

gewicht zu berücksichtigen ist.

Der Punkt A, den Avir zuerst betrach-

ten wollen, ist in der Linie / beweglich,

und an ihm sind die Linien b, c beweglich;

von diesen drei Linien erleidet er drei normale Pressungen, welche

sich das Gleichgewicht halten müssen. Sind daher p, b^, r, diese

drei Pressungen, so hat man, weil ihre Richtungen dieselben Winkel

mit einander machen, als die auf ihnen normalen /, b, c:

p : b^ : c^ =^ sin bc : sin cl : sin Ib
,

oder, wenn L, M, N die gegenseitigen Durchschnitte von l, m, n

sind

:

b^ : c^ = sin BAN . sin MA C .

Auf gleiche Weise ist, wenn r, und a^_ die von den Linien c

und a auf den Punkt B normal ausgeübten Pressungen bezeichnen:

c^ : «., = sin CBL : sin NBA ,

und, Avenn c/g, b^ die normalen Pressungen auf C von a und b sind:

a^ : Z»3 = sin A CM : sin L CB .

Gehen Avir jetzt zu dem GleichgeAvichte der drei Linien a, b, c

über. — Die Linie «, Avelche nur der Bedingung untcrAvorfen ist,

dass sie durch die zwei Puncte B und C geht, erleidet von diesen

Puncten die normalen Pressungen — a.^ und — a^
, und diese müssen

mit der an der Linie angebrachten Kraft P im GleichgeAA*ichte sein.

Die Richtung dieser Kraft muss daher gleichfalls die Linie recht-

AAinklig schneiden, und Avenn F der AngrifFspunct von P ist, so muss

sich A' erhalten:
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P : r/, .a^=BC:FC.BF.
Aus gleichen Gründen sind aucii Q und i? auf b und c normal,

und man hat, wenn G und H die Angriffspunete dieser Kräfte be-

zeichnen :

Q:b^:lj,= CA : GA : CG
,

P,.c,:c, = AB : HB : AH .

Eliminirt man aus diesen di-ei einfachen und drei Doppel-Pro-
portionen die sechs Pressungen, so erhält man zuerst die Verhält-

nisse zwischen den drei Ea-äften:

{Q : R= CA . HB . sin BAX : AB . CG . sin 3IA C
,

(I) llt: P = AB. FC .sin CBL: BC . AH . sin XBA ,

\P: Q = BC .GA .sin ACM : CA . BF . sin L CB :

und wenn man diese Verhältnisse zusammensetzt:

BF^ OG^ AH _ MA NB^ LC^

weil sin BAX : sin XBA = BX: AX , etc.

Sind daher das Dreieck LMX der drei unbeweglichen Geraden,

das eingeschriebene Dreieck ABC der drei beweghchen Geraden
und zwei von den drei Angriffspuncten F, G, H gegeben, so finden

sich mittelst der Gleichung ill) der dritte, und mittelst der Propor-

tionen (I) die Verhältnisse zwischen den Kräften selbst: die Rich-

tungen derselben aber müssen auf den Seiten des Dreiecks ABC
normal sein.

§. 232. Zusätze, a) Das Gleichgewicht des Systems dauert

noch fort, wenn zwei der ch-ei Kräfte, etwa Q und P, entfernt und
statt derselben zwei unbewegliche Curven ß und / in der Ebene
angebracht werden, welche die Geraden b und c zu berühren ge-

nöthigt sind und gegenwärtig in G und H berühren.

Ist demnach die BewegHchkeit dreier Geraden a, b, c in einer

Ebene dergestalt beschränkt, dass ihre gegenseitigen Durchschnitte

A, B, C in drei unbeweglichen Geraden 3IX, XL. LM der Ebene
liegen müssen, und dass zwei derselben, b und c. zwei unbewegliche

Curven ß und ;' der Ebene zu berühren genöthigt sind, so wird eine

auf die dritte Gerade a in der Ebene ^virkende Kraft nur dann keine

Bewegung hervorbringen, wenn ihre Richtung auf a normal ist, und
ihr Angriffspunct F in a und die zwei Berührungspuncte G und H
in b und c so liegen, dass der Gleichung (II) Genüge geschieht.

b] Werden die Geraden h und c, die Curven ß und / berührend,

bewegt, während ihr Durchschnitt A in MX fortgeht, so bewegt sich
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die durch die Schneidepuncte C und B der Tangenten b und c mit

L3I und NL gelegte Gerade a als Tangente einer dritten Curve u.

Die Beweglichkeit von a wird aber offenbar nicht gemindert, wenn
wir diese dritte Curve wirklich hinzufugen und annehmen, dass a

sie zu berühren gezwungen ist; und eben so wenig wird die Beweg-

lichkeit von a vermehrt, wenn wir hierauf a ausser Verbindung mit

b und c bringen. Es muss daher auch jetzt noch bei einer normal

auf a in i^ wirkenden Kraft Ruhe herrschen. Dieses ist aber nicht

anders möglich, als wenn F der Berührungspunct von a mit « ist.

Wir schliessen hieraus mit Rücksicht auf die Gleichung (II) :

A) Bewegen sich drei Puticte A, B, C willkürlich in den Seiten

eines unbev-egliclien Dreiecks LMN, so ist immer das Prodiict aus

den drei Verhaltnissen, 7iach denen die Seiten des Dreiecks ton den

Puncten getheilt werden, gleich dem Product aus den drei Verhält-

nissen, nach denen die Seiten des von den Puncten gebildeten Dreiecks

ABC in den Berülirungspuncten F, G, H mit den drei Curven ge-

theilt werden, welche diese Seiten bei der gedachten Beicegung als

Tangenten erzeugen.

c) Treffen /, m, n, also auch L, M. K. in einem Puncte zu-

sammen, sind also A, B, C in drei Geraden beweglich, welche sich

in einem Puncte schneiden, so wird jedes der drei Verhältnisse

MA : AN, NB :BL, LC: CM= — 1 , also auch zufolge (H)

:

[BF : FC) [CG : GA) {AH : HB) = — i.

F, G, H liegen dann folglich in einer Geraden*), und man hat

den Satz:

Bewegen sich drei Puncte A, B, C auf beliebige Weise ifi drei

Geraden, die sich i7i einem Puncte schneiden, so liegen iti jedem Augen-

blicke die drei Puncte F, G, H, i?i dene?i die drei Geraden BC, CA,
AB die von ihnen als Tangenten erzeugten Curven berühren, in einer

Geraden.

d) Der Satz A) kann noch allgemeiner gefasst werden, wenn
man die Puncte A, B, C sich in beliebigen unbeweglichen Curven

A, (i, V bewegen lässt, von denen MN, NL, LM die Tangenten in

A, B, C, . . . sind ; er lautet dann also

:

B) Hat man ein in einer Fbene sich stetig veränderndes Dreieck

ABC, so ist in jedem Augenhlicke das Product aus den Verhältnissen,

nach denen die Seiten des Dreiecks in den Berührmigspuncten F, G,

H mit den Curven u, ß, y getheilt icerden, welche die Seiten als Tan-

genten erzeugen, gleich dem Product aus den Verhalt^iissen, nach denen

(

*) Vergl. des Verf. Baryc. Calcul %. 198, 2 (p. 239 des I. Bandes der vor-

liegenden Ausgabe.)
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bei eitlem ziceiten Dreiecke L3IN, dessen Seiten die Ta7igenten der von

den Ecke7i A, B, C des ersteren Dreiecks beschriebenen Curven X, (.i^ v
sind^ diese Seiten von den Ecken A, B, C, als de?i Berührungspuncten,

getheilt loerden.

Dieser allgemeinere Satz lässt sich wiederum specialisiren, indem
man an die Stelle der Curven cf, ß^ y, an denen sich BC, CA, AB
als Tangenten fortbewegen, blosse Puncte setzt, und er lautet dann
folgendermassen

:

C) Wenn sich in einer Ebene die Seiten eines dcirin enthaltenen

Dreiecks ABC um unbeicegliche Puncte F, G, H drehen, so ist stets

das Product aus den Verhültnisseji, nach icelchen die Seiten von diesen

Puncten getheilt werden, gleich dem Producte aus den Verhaltnissen

nach welchen von den Ecken desselben Dreiecks AB C die Seiten eines

zweiten Dreiecks LMN getheilt werden, dessen Seiten die von den

Ecken des ersteren beschriebenen Curven )., fi, v berühren.

"Wie man sogleich sieht, entspricht dieser Satz dem obigen Satz

A) nach dem bekannten Gesetze der Dualität. Denn so Avie dort

die Puncte A, B, C sich in unbeweglichen Geraden /, m, n bewegten,

und die diese Puncte verbindenden Geraden a, b, c durch ihre Be-
wegung Curven erzeugten, welche von a, b, c selbst in F, G, H be-

rührt wurden: so drehen sich hier die Geraden a, b, c um unbe-

wegliche Puncte F, G, H, und von den gegenseitigen Durchschnitten

A, B, C der Geraden werden die Curven beschrieben, die in den
Puncten A, B, C selbst die Geraden l, m, n zu Tangenten haben.

Den Puncten A, B, C, F, G, H einerseits entsprechen daher die

Geraden a, b, c, l, m, n andererseits, und umgekehrt.

Nach dem Gesetze der Dualität müssen daher auch, zufolge des

Satzes in c), wenn in C) die drei Puncte F, G, H in einer Geraden
liegen, die drei Tangenten der von A, B, C beschriebenen Curven

sich in einem Puucte schneiden*).

*) Eine leicht hieraus fliessende Folgerung ist, dass, wenn die zwei von A
und B beschriebenen Linien gerade sind, auch die dritte von C beschriebene es

ist und durch den Durchschnitt der beiden ersten geht. Dies führt zu dem be-

kannten Satze:

Wenn von zwei Dreieclien AB C und A'B' C die drei Durchschnitte der gleich-

namigen Seiten B C . B'C , etc. in einer Geraden liegen, so schneiden sich die drei

Geraden AA', etc., welche die gleichnaynigen Ecken verbinden, in einem Puncte.

Ebenso folgt aus c), dass, wenn die Geraden a und b sich um feste Puncte

F und G drehen, auch die dritte c sich um einen festen Punet H dreht, welcher

mit F und G in einer Geraden liegt, und man erhält damit den umgekehrten Satz

des vorigen.
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Uebrigens gelten, wie sich leicht zeigen lässt, die über ein

Dreieck aufgestellten Sätze A), B), C) wörtlich auch von jedem

mehrseitigen Vielecke.

§. 233. Der Satz C) der §. 232 lässt sich, ebenso wie der Satz

A), auch unmittelbar aus statischen Betrachtungen herleiten. Zu
dem Ende hat man nur in §. 231 die auf die Geraden a, b, c in F,

G, H wirkenden Kräfte als Pressungen auf diese Geraden von un-

beweglichen Puncten F, G, H, durch welche sie gehen müssen,

und die Pressungen auf die Puncte A, B, C von den unbeweglichen

Geraden /, m, ?i, in denen sie beweglich gesetzt wurden, als an

diesen Puncten angebrachte Kräfte zu betrachten; dies führt zu

folgender

Aufgabe. Um drei unbewegliche Puncte F^ G, H und in der

Ebene derselben sind drei gerade Linien a, b, c beweglich. Die Be-

dingungen des Gleichgewichtes zwischen drei Kräften p^ q^ r zu finden,

welche i?i der Ebene auf die gegenseitigen Durchschnitte A, B, C der

drei Geraden, d. i. auf Puncte wirken, welche in b und c, c und a,

a und b zugleich beweglich sind.

Die Lösung dieser Aufgabe geht ohne Weiteres aus den For-

meln in §. 231 hervor. Sind nämlich AS, BT, CU die noch un-

bekannten Richtungen von jh (l-,

'>' (vergl. Fig. 62 daselbst), und sind

/, m, n auf dieselben winkelrecht gezogene Gerade, so hat man, wie dort

:

p : b^: c^ ^== sin bc : sin cl : sin Ib

= sin CAB : cos BAS : cos SA C
,

und ebenso

q:c^:a^ = sin AB C: cos CBT: cos TBA
,

r : a^:b^ = sin B CA : cos ACU : cos UCB .

Eliminirt man hieraus die Pressungen mittelst der schon oben

erhaltenen Proportionen :

a^:a^ = FC:BF, b, : b^ = GA: CG
,

c-.c^ = HB:AH,
so kommt: '

(q:r= CA . FC . cos ACU: AB . BF . cos TBA
,

(I*: }r:p = AB. GA. cos BAS.BC. CG. cos UCB
,

\p:q = BC .HB. cos CBT: CA .AH. cos SAC
,

und hieraus die Gleichung:

(U*) ^^ CG AH_ cos CBT cos ACU cos BAS
^ ' FC ' GA' HB ~ cos UCB '

cos SAC '

cos TBA '

in welcher nur noch die Richtungen der Kräfte vorkommen, und
wonach, wenn die Richtungen zweier Kräfte gegeben sind, die Rieh-
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tuiig der dritten gefunden werden kann. Die Verhältnisse zAvisclien

den Kräften selbst ergeben sich alsdann aus den Proportionen (I*).

Werden nun diese Bedingungen erfüllt, und ist daher das System

im Gleichgewichte, so kann man auch die Puncto A und B, statt

auf sie die Kräfte }) und q wirken zu lassen, in unbeAveglichen Curven,

welche auf den Richtungen von /> und q normal sind und daher

l und m zu Tangenten haben, beweglich annehmen. Hiermit wird

der dritte Punct C in einer dritten Curve beweglich, welche auf der

Richtung von r normal sein und folglich n zur Tangente haben

muss, indem sonst der Punct C nicht in Ruhe bleiben könnte. Die

hierbei allein noch zu berücksichtigende Gleichung (II*) ist aber, wie

man sich leicht überzeugt, mit der obigen Gleichung (II) identisch,

und gibt damit für den obigen Satz C) den Beweis ab.

Bedingungeii des Grleicligewiclites bei sich älmlicli

bleibeuden Figureu.^ö"

§. 234. Aufgabe. Zivei Gerade a und c {vetyl. Fig. 63) sind

in B unter einem Winkel von unveränderlicher Grösse fest mit ein-

ander verbunden ; desgleichen zwei an-

dere Gerade a und h unter einem

unveränderlichen Winkel in C. Die

Schenkel a und a sollen zusammen-

fallen und an eina?ider verschiebbar

sein^ und die Wi?ikel selbst sollen in

einer und derselben Ebene liegen. In

dieser Ebene wirken auf die Spitzen

der WinkelB und C und auf den gegen-

seitigen Durchschnitt ihrer Schenkel b

und c, oder vielmehr auf einen in b

und c zugleich beweglichen Punct A, resp. die Kräfte q, r, p. JVelches

sind die Bedingunge7i des Gleichgewichtes'?

Auflösung. Das gegebene System besteht aus drei beweg-
lichen Stücken: aus dem Winkel ac, dem Winkel ab und dem Puncto
A, und wir haben nun das Gleichgewicht jedes dieser drei Stücke
besonders zu untersuchen.

1) Die auf die Spitze B des Winkels ac wirkende Kraft muss
mit der Pressung c^

, welche sein Schenkel c rechtwinklig von dem
in ihm beweglichen Puncte A erleidet, und mit der Pressung auf
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seinen anderen Schenkel a von dem an a verschiebbaren a! im

Gleichgewichte sein. Da diese Verschiebbarkeit sich dadurch be-

werkstelligen lässt, dass man in a zwei beliebig bestimmte Puncte

B und B annimmt, welchen a zu begegnen genöthigt ist, so ist die

Pressung von d auf a zwei auf a in D und E rechtwinkligen Pres-

suno-en gleich zu achten, die sich aber, als zwei parallele Kräfte, zu

einer einzigen/ zusammensetzen lassen, welche den Schenkel a gleich-

falls rechtwinklig, etwa in F, trifft. Die Richtung von q und die

auf c in ^ und auf a in i^ errichteten Normalen müssen sich daher

in einem Puncte G schneiden. Nimmt man folglich die Richtung

B G von q als willkürlich gegeben an und errichtet in A auf BA
eine Normale AG, welche BG in G schneide, so wird der Fuss-

punct einer von G auf B C gefällten Normale der gedachte Punct

F sein. Auch kann man damit, wenn noch die Intensität von q ge-

geben ist, die Intensitäten von c^ und/ finden.

2) Beim Winkel dh ist die Kraft r an der Spitze C desselben

im Gleichgewichte mit der normalen Pressung b^ des Punctes A auf

seinen Schenkel b und den von a herrührenden normalen Pres-

sungen auf die Puncte D und E seines Schenkels d, oder der da-

mit gleichwirkenden einzigen Pressung —f auf d im Puncte F.

Die Richtungen von r, h^ und —/ müssen sich daher in einem

Puncte begegnen. Trifft demnach eine auf AC in A errichtete Nor-

male die bereits gezogene FG in H, so ist CH die Richtung von r,

und es lassen sich mittelst der schon bekannten Intensität von —/
die Intensitäten von r und b^ bestimmen.

3) Am Puncte A muss die auf ihn unmittelbar wirkende Kraft

p den Pressungen — b^ und — c^ , welche er von den Linien b und

c erleidet, das Gleichgewicht halten und kann somit ohne AVeiteres

gefunden werden, noch leichter aber dadurch, dass p auch im Gleich-

gewichte mit q und r ist, und dass folglich die Richtung von p,

nächst A, noch den Schneidepunct / der Richtungen B G und CH
von q und r treffen muss. Die Intensität von p ergibt sich alsdann

aus denen von q und r.

Nach diesem Allen sind die gesuchten Bedingungen des Gleich-

geAvichtes folgende: 1) Die auf A, B, C wirkenden Kräfte müssen

ebenso, als wären diese Puncte fest mit einander verbunden, im

Gleichgewichte sein, und sich daher in einem Puncte / schneiden.

2) Die resp. Durchschnitte G und H der auf AB und AC in A
errichteten Perpendikel mit den Richtungen BI und CI müssen in

einer auf BC normalen Geraden liegen.
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§. 235. Das von den zwei Winkeln ac und ah gebildete Dreieck

ABC i^i dergestalt beweglich, dass es erstens, ohne seine Seiten-

längen zu verändern, jede beliebige Lage in der Ebene einnehmen

kann. Zweitens kann eine Seite desselben, welche man will, durch

Verschiebung der Schenkel a und «' an einander jede beliebige Länge

erhalten; allein das Dreieck bleibt sich dabei immer ähnlich, weil

die zwei unveränderHchen Winkel ac und ah zugleich Winkel des-

selben sind. Diesem gemäss lässt sich die vorige Aufgabe auch

folgendermaassen abfassen

:

Die Bedingungen des Gleichgeivichtes zwischen drei in einer Ebene

auf drei Puncte loirhenden Kräften zu ßnden, icenn die Puncte i?i der

Ehetie dergestalt hexceglich sind, dass das von ihnen gebildete Dreieck

sich immer ähnlich bleibt.

Man kann hiernach erwarten, dass der Ort des Punctes /, in

welchem sich die auf A, B, C wirkenden Kräfte schneiden, von
der gegenseitigen Lage der A, B, C auf symmetrische Weise ab-

hängen werde; und dies bestätigt sich auch, wenn man die Curve

untersucht, in welcher alle nach der in S. 234 erhaltenen Bedinaruns-

zu construirenden Oerter von / begriffen sind. Diese Bedingung be-

steht darin, dass GH, HA, AG resp. auf 5C, CA, AB normal

sind; es sind folglich die Dreiecke ABC und AGH einander ähn-

lich, und es verhält sich AB : AG = AC : AH. Mithin sind auch

die rechtwinkKgen Dreiecke BAG und C-4^ einander ähnlich, folg-

lich die Winkel ABI und ACI einander gleich, folglich liegen die

drei Angriffspuncte A, B, C der Kräfte und der gegenseitige Durch-
schnitt I ihrer Richtungen in einem Kreise.

Man wird sich hierbei der Untersuchungen erinnern, welche im
7. Kapitel des ersten Theiles über den Mittelpunct nicht paralleler

Kräfte in einer Ebene angestellt worden sind. Von den zwei Kräften

p und q, welche auf die Puncte A und B wirken und sich in /
schneiden, ist hiernach der Mittelpunct derjenige Punct C in der

Richtung CI ihrer Resultante — r, in welchem dieselbe von dem
durch A, B, I zu ziehenden Kreise getroffen -ward (§. 115), und dieser

Punct C besitzt die Eigenschaft, dass, wenn das Dreieck ABC ohne

Aenderung seiner Grösse und Gestalt beliebig in seiner Ebene ver-

schoben wird, und die Kräfte p, q auf A, B nach Richtungen, die

mit ihren anfänglichen parallel sind, zu wirken fortfahren, auch ihre

Resultante, der Grösse und Richtung nach sich nicht ändernd, stets

durch C geht (§. 114). Wird folglich an C eine dieser Resultante

gleiche und entgegengesetzte Kraft r angebracht, so werden die

Kräfte p, q, r, (deren Intensitäten sich nach §. 120 wie die Seiten

BC, CA, AB des Dreiecks verhalten müssen,) bei jeder Verrückung
Mötius Werke III. 9?,
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des Dreiecks in seiner Ebene im Gleichgewichte verharren. Hieraus

ergeben sich aber in Verbindung mit dem Vorigen die merkwürdigen

Resultate

:

Sind drei Puncte in einer Ebene dergestalt beweglich^ dass das

t'oH ihneti gebildete Dreieck sich immer ähnlich bleibt, und halten sich

drei auf sie inrkende Kräfte das Gleichgereicht^ so herrscht auch noch

Gleichgeicicht bei jeder anderen Lage, tvelche man de7i Puncten zufolge

ihrer Beiceglichkeit geben kann, loenn nur die Kräfte ihren anfäng-

lichen Kichtungen parallel bleiben;

und umgekehrt:

Sind drei Kräfte^ icelche auf drei fest mit einander verbundene

Puncte in einer Ebene ivirken. im Gleichgeioichte. und dauert dasselbe

noch fort^ loenn das System der drei Puncte in seiner Ebene beliebig

verschoben icird^ die Kräfte aber parallel mit ihren aifanglichen Pich-

tungen fortwirken, so icird das Gleichgewicht auch nicht unterbrochen,

xcenn man den Puncte7i eine solche gegenseitige Beweglichkeit noch bei-

legt, bei ivelcher das von ihneyi gebildete Dreieck sich immer ähnlich

bleibt.

§. 236. Keine Schwierigkeit hat es, avich an vier, fünf, oder

mehreren Puncten, die in einer Ebene liegen und darin dergestalt

beweglich sind, dass die durch sie bestimmte Figur sich immer ähn-

lich bleibt, sich das Gleichgewicht haltende Kräfte anzubringen.

Denn seien ^, P, C, D vier solche Puncte, an denen sich die

Kräfte p, 5-, r, s das GleichgcAvicht halten sollen; zwei derselben,

etwa p und q^ seien gegeben. Durch A^ B und den Durchschnitt

K von /j mit q beschreibe man einen Kreis, welcher die Resultante

X von p und q ausser in N noch im Puncte X schneide. Denkt

man sich nun X als neuen Punct des Systems, also mit A. B, C, D in

solcher Verbindung, dass er gegen sie immer in ähnlicher- Lage

bleibt, und bringt man an X die sich aufhebenden Kräfte x und
— X an, so sind 7J, q,

— .v an A, B, X im Gleichgewichte; mithin

müssen es auch a;, r, s an X, C, D sein, und man kann mittelst

der bekannten Kraft x und eines durch X, C, D zu beschreibenden

Kreises die Intensitäten und Richtungen von r, s finden.

Sind ferner A^ B. C. D, E fünf Puncte in einer Ebene, die

in ähnlicher Lage gegen einander verharren sollen; ^j, q. r. s, t die

auf sie wirkenden Kräfte, und von ihnen ^j. q. r gegeben, so suche

man wie vorhin den Mittelpunct X der Kräfte p, q in ihrer Resul-

tante X und denke sich diesen mit den Kräften x und — x als einen

zum Systeme gleichfalls gehörigen Punct. Da nun p, q, — x an

A. Bj X im Gleichgewichte sind, so müssen es auch x. r, s, t an
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X, C, Z>, E sein, wenn Gleichgewicht zwischen p^ q. r, s, t herr-

schen soll; und die Aufgabe ist somit auf die vorige, welche ein

System von vier Puncten betraf, zurückgeführt.

Ueberhaupt also, — denn auf analoge Weise kann man von

fünf Puncten auf sechs, u. s. w. schliessen — : Wenn w Puncte in

einer Ebene so beweoflich sind, dass sie stets in ähnlicher Lagre seffen

einander bleiben, und wenn auf 7i— 2 derselben beliebig gegebene

Kräfte in der Ebene wirken, so kann man immer an den zwei übrio^en

Puncten zwei Kräfte hinzufügen, welche mit ersteren Gleichsrewicht

hervorbringen.

Zugleich aber erhellt , dass dieselbe Construction , womit sich

diese zwei Kräfte finden lassen, auch dann anzuwenden ist und die

nämlichen zwei Kräfte gibt, die, wenn die w Puncte in unveränder-

licher Lage gegen einander genommen werden, am n— l)ten und
nien Puncte angebracht werden müssen, damit Gleichgewicht ent-

stehe und bei beliebiger Yerrückung des Systems in der Ebene auch

fortdauere, sobald nur sämmtliche n Kräfte ihren anfangHchen Rich-

tungen parallel bleiben. Die Bedingungen zmschen den n Kräften

sind also in dem einen Falle dieselben, wie in dem anderen, und
wir ziehen hieraus die Folgrerunor :

Die zicei Sätze zu Ende des §. 235 haben nicht bloss für drei,

solidemfür Jede beliebige Anzahl von Puncten in einer Ebene Gültigkeit

.

Ich bemerke nur noch, dass ebenso, wie in der Aufgabe des

§. 234 ein sich ähnlich bleibendes Dreieck gebildet wurde, auch ein

System von jeder grösseren Anzahl in ähnlicher Lage bleibender

Puncte leicht construirt werden kann. Denn man hat nur in einer

Ebene ein System von Geraden, welche sich unter unveränderlichen

Winkeln in einem Puncte treffen, mit einem anderen Systeme von

derselben Beschaffenheit dergestalt zu verbinden, dass eine Gerade

des einen Systems mit einer Geraden des anderen zusammenfällt

und längs derselben verschiebbar ist. Alle Durchschnittspuncte

zweier Geraden des einen und anderen Systems, so wie jeder der

zwei Puncte selbst, in welchem alle Geraden eines und desselben

Systems zusammenlaufen, werden dann stets in ähnlicher Lage gegen

einander verharren.

23»
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Viertes Kapitel.

Von den Bedingungen der Unbeweglichkeit.

§. 237. Unter den Gleichungen, welche die Bedingungen des

Gleichgewichtes zAAaschen Kräften ausdrücken, die auf ein System

mit einander verbundener, an sich frei beweglicher Körper wirken,

kommen zu Folge des Grundsatzes (I) in §. 190 immer auch diejenigen

Gleichungen mit vor, welche erfüllt sein müssen, sobald die gegen-

seitige Lage der Körper unveränderlich angenommen wird, und

somit sämmtliche Körper einen einzigen frei bcAveglichen

ausmachen.

Dieser letzteren Gleichungen gibt es im allgetneinste?i Falle sechs.

TVeiss man folglich irgendiooher ^ dass das Gleichgeivicht eitles Systems

mit einander verbundener, an sich frei beweglicher Körper, auf tcelche

beliebige Kräfte wirken, immer schon durch sechs Gleichungen bedingt

ist, so können diese keine anderen, als die sechs zum Gleichgewichte

eines eitizigeti Körpers erforderlichen Gleichungen sein. Aber nicht

allein dieses, sondern es kann auch keine gegenseitige Beweglichkeit

zwischen den Körpern stattßnden.

Um sich von der Richtigkeit des letzteren Schlusses vollkommen

zu überzeugen, bringe man an den mit einander verbundenen Kör-

pern beliebige Kräfte an. Alsdann ist es immer möglich, an einem

der Körper, er heisse a, oder an Puncten, die mit ihm fest verbun-

den sind, zwei solche Kräfte hinzuzufügen, welche in Vereinigung

mit den ersteren Kräften den sechs Gleichungen Genüge leisten.

Sind nun die sechs Gleichungen die einzigen zum GleichgcAvichte er-

forderlichen Bedingungen, und ist folglich durch Hinzufügung der

zwei Kräfte Gleichgewicht zu Wege gebracht worden, so muss dieses

auch noch bestehen, Avenn man a unbeweglich setzt. Wenn aber,

sobald einer der Körper unbeweglich angenommen wird, keine auf

die übrigen Körper wirkenden Kräfte Bewegung zu erzeugen ver-

mögen, so findet keine gegenseitige Beweglichkeit statt.

§. 238. Ob Körper, die auf gegebene Weise mit einander ver-

bunden sind , ihre Lage gegen einander ' noch ändern können oder

nicht, die Beantwortung dieser Frage kann nicht allein in der Me-
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chanik, sondern auch bei rein geometrischen Untersuchungen oft von

Interesse sein. Die Statik bietet uns hierzu ein sehr einfaches Mittel

in dem Satze des §. 237 dar, dass es bei gegenseitiger Unbeweglich-

keit nicht mehr als sechs Gleichungen des Gleichgewichtes gibt.

Ich glaube daher, indem ich dieses Princip etwas weiter zu ent-

wickeln suche, nichts Ueberflüssiges zu thun, um so weniger, als

der Geometrie wohl nicht immer gleich einfache Mittel zur Abur-

theilung über die Beweglichkeit zu Gebote stehen dürften.

Um bei einem Systeme von n mit einander verbundenen Körpern

die Bedingungen des Gleichgewichtes zu finden, hat man nach §. 215

für jeden einzelnen Körper des Systems die Gleichungen des Gleich-

gewichtes, im Allgemeinen sechs, zwischen den unmittelbar auf ihn

wirkenden Kräften und den Pressungen, denen er ausgesetzt ist, zu

entwickeln und aus diesen 6 n Gleichungen die Intensitäten der Pres-

sungen, sowie auch ihre Richtungen, wenn diese unbekannt sind,

zu eliminiren. Die somit hervorgehenden Gleichungen, 6/^— p zum
wenigsten, wenn p die Zahl der von den Pressungen herrührenden

unbekannten Grössen ist, sind die gesuchten Bedingungen des Gleich-

gcAvichtes. Man setze daher die Zahl dieser Bedingungsgleichungen

gleich 6 w — P + ^ 1 ^^'o q eine positive ganze Zahl oder auch

Null ist.

Ist nun jeder Körper des Systems an sich frei beweglich, so gibt

es nicht weniger als sechs Bedingungsgleichungen, und wenn es ihrer

nur sechs sind, also wenn 6w— ^^ 4-^= 6, d. i. 6(??— \) -{- q=p ist,

so können nach §. 237 die Körper ihre Lage gegen einander nicht

ändern. Ist dagegen 6(w— 1)+5'I>P) so herrscht in dem Systeme

gegenseitige Beweglichkeit.

Hieraus scJdiessen wir endlich^ dass^ loenn p<^6{n— 1). stets gegen-

seitige Beiveglichkeit stattßndet^ und dass, xoenn gegenseitige Unheweg-

lichkeit eintreten soll^ p = oder > 6 («— 1) sein muss, dass aber diese

Bedingung^ wenn auch stets nothicendig^ doch nicht immer hinreichend

für die Unheiceglichkeit ist.

§. 239. Berühren sich je zwei Körper des Systems mit ihren

Flächen, oder berührt eine Kante oder Ecke eines Körpers die Fläche

eines anderen, oder kreuzen sich die Kanten zweier Körper unter

einem beliebigen endlichen Winkel, so ist die Richtung der daselbst

stattfindenden Pressungen schon im Voraus bekannt, und p ist der

Anzahl der Pressungen selbst, d. i. der Begegnungspuncte, gleich.

Begegnen sich daher n Körper auf die eine oder die andei'e der

ehen (jedachten Arten in tceniger als 6(«— 1) Puncten^ so kann immer

die gegejiseiiige Lage derselben verändert icerden, ohne dass eine der
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Begegnungen wegfüUt. Nicht mehr ist aber dies jederzeit möglich^

uemi sie sich in 6 (w— 1) oder noch mehreren Funden treffen.

So haben -wir bereits oben (§. 193) bemerkt, dass zwei Körper,

die sich in fünf oder weniger Puncten berühren, immer aneinander

verschoben werden können , im Allgemeinen aber nicht mehr bei

sechs oder mehreren Berührungen. Auf gleiche Art findet Verschieb-

barkeit im Allgemeinen nicht mehr statt, Avenn sechs Ecken des

einen Körpers die Fläche des anderen treffen, oder wenn eine Curve

in sechs Puncten eine Fläche berührt, oder wenn zwei Curven (von

doppelter Krümmung) in sechs Puncten über einander weggehen. —
Letztere sechs Puncto können auch paarweise zusammenfallen, so-

dass die beiden Curven in drei Puncten einander einfach berühren.

Auch kann man die sechs Puncto zu dreien zusammenfallen lassen,

sodass sich die Curven in zwei Puncten berühren und in jedem der-

selben eine gemeinschaftliche Krümmungsebene haben, u. s. w. In

keinem dieser Fälle lassen sich die Curven an einander verschieben,

ohne dass die Arten der Berührung aufgehoben würden.

Sind sechs Puncte des einen Körpers mit sechs Puncten des

anderen nicht unmittelbar, sondern durch sechs Gerade von unver-

änderlicher Länge verbunden, so kann gleichfalls die gegenseitige

Lage der beiden Körper im Allgemeinen nicht mehr geändert werden.

Denn da beim Gleichgewichte des Ganzen Sjede der sechs Geraden

an ihren zwei Endpuncten zwei einander entgegengesetzte aber gleiche

Pressungen ausübt, so sind hier nur die Intensitäten der sechs Pres-

sungen unbekannt, und, diese aus den zweimal sechs Gleichungen

für das Gleichgewicht der beiden Körper eliminii-t, ^bleiben sechs

Bedingungsgleichungen zurück.

§. 240. Dass die gege7iseitige Lage zweier Körper im Allgemei-

nen nicht mehr teränderlich ist. wenn iji der Oberßäche des einen

sechs Ecken, oder überhaupt sechs bestimmte Punkte A, B, C, D, B, F
des anderen k enthalten sein sollen, dies liisst sich auch durch folgende

Betrachtung einsehen,

1) Sollen nur A, B und C sich in der Fläche befinden, so

kann der Ort von A beliebig in genommen werden; B ist dann

irgend ein Punct in dem Durchschnitte von und der um A mit

AB. als Halbmesser, beschriebenen Kugelfiäche, und C der Durch-

schnitt von O und den zwei Kugelflächen, welche um A und B mit

den Halbmessern A C und B C erzeugt werden. Wird alsdann der

Körper k so um A gedreht, dass B und C in bleiben, so beschreibt

der vierte Punct D eine bestimmte Curve. und wenn D in dieser
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Curve bis dahin gekommen ist, wo sie von geschnitten wird, so

liegen nunmehr

2) die vier Puncte A, B, C, D zugleich in O. Für jeden be-

liebigen Ort des ^ in O gibt es daher im Allgemeinen eine oder

auch etliche Lagen des Körpers k, wo nächst A auch B, C, D sich

in O befinden, so dass, wenn irgend eine Curve a in gegeben ist,

in welcher A sich bewegen soll, die Puncte B, C, D in mit a zu-

gleich gegebenen und in liegenden Curven sich bewegen können.

Hat nun bei dieser Bewegung des Körpers k der fünfte Punct E
desselben die Fläche erreicht, so sind jetzt

3) die fünf Puncte A^ B, C, D, E zugleich in 0. Für jede Curve a^

in gibt es demnach einen in ihr liegenden Punct A^^ (oder etliche,

oder auch keine) von der BeschaiFenheit, dass wenn A mit ihm coin-

cidirt, auch B, C\ D, E in O gebracht werden können. Heissen ähn-

licher Weise A^, A^_, . . . diese Oerter von A für irgend andere Cur-

ven a^, a^, . . . in 0. Denkt man sich nun a^, «i, a^, ... als unmittel-

bar neben einander liegende Curven, etwa als solche, in denen O
von unmittelbar auf einander folgenden Parallelebenen geschnitten

wird, so sind A^^, yl,, A„, ... die zunächst aufeinander folgenden

Puncte einer bestimmten Curve a. Sollen folglich die fünf Puncte

A, B, C, D, E zugleich in sein und bei der Bewegung von /c darin

bleiben, so muss A in der Curve « liegen und darin fortgehen,

wobei auch die übrigen Puncte B, C, D, E nicht mehr beliebige, son-

dern, ebenso wie A, von der Gestalt der Fläche O und der gegen-

seitigen Lage der fünf Puncte A, B, C, D, E abhängige Curven be-

schreiben werden.

4) Ist endlich bei dieser bestimmten Bewegung von k der sechste

Punct jP in O getreten, so hört mit der Bedingung, dass auch F
in bleiben soll, die Beweglichkeit von k völlig auf.

6. 241. Aus den loorstellenden BetrachtungeJi ergehen sich leicht

einige Fälle ^ in detien eitlem Sijsteme von iceniger als sechs Puncten.

die in unahcinderlichen Entfernungen von eitiander sind, im Allgemeineti

keine Bewegimg mehr gestattet ist.

Diese Fälle sind:

1) bei einem Systeme von drei Puncten, wenn ein Punct unbe-

weglich, ein zweiter in einer gegebenen Linie und der dritte in einer

gegebenen Fläche beweglich ist, oder

2) wenn die drei Puncte in gegebenen Linien beweglich sind

(vergl. §. 203);

3) bei einem Systeme von vier Puncten, wenn ein Punct unbe-

weglich und die drei anderen in gegebenen Flächen beweglich sind, oder
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4) wenn zwei Puncte in gegebenen Linien und die zwei übrigen

in gegebenen Flächen beweglich sind;

5) bei einem Systeme von fünf Puncten, wenn ein Punct in

einer gegebenen Linie und die vier anderen in gegebenen Flächen

beweghch sind.*

Die zwei ersten dieser Fälle erhellen aus 1), der dritte und vierte

aus 2) und der fünfte aus 3) des §. 240.

§. 242. Wenn bei einem Systeme von n durch Berührung mit-

einander verbundenen Körpern, deren jeder an sich frei beweglich

ist, die gegenseitige Lage der Körper unveränderlich sein soll, so

müssen sie sich in wenigstens 6 (^«— 1) Puncten berühren (§, 23S).

Ob diese Unveränderlichkeit der Lage in irgend einem bestimmten

Falle wirklich stattfindet, oder nicht, lässt sich im Allgemeinen wohl

nicht anders beurtheilen, als dass man die 6 [n— 1) in den Berüh-

rungen vorkommenden Pressungen aus den 6 n ursprünglichen Glei-

chungen des Gleichgewichtes eliminirt. Denn jenachdem dann sechs

oder mehr als sechs Gleichungen übrig bleiben, ist die gegenseitige

Lage constant oder veränderHch. Indessen gibt es, so lange nicht der-

gleichen Umstände, wie in §. 193 bemerkt worden, eintreten, mehrere

specielle Fälle, in denen man über die gegenseitige Beweglichkeit

ohne vorangegangene Rechnung entscheiden kann. So müssen sich

z.B. drei Körper in wenigstens 6x2=: 12 Puncten berühren, wenn
sie nicht mehr aneinander sollen verschoben werden können. Auch
findet in der That gegenseitige Unbeweglichkeit, im Allgemeinen

wenigstens, statt, wenn der erste dem zweiten in sechs, und der

zweite dem dritten ebenfalls in sechs Puncten begegnet; nicht mehr

aber, wenn der erste den zweiten in sieben, und der zweite den

dritten .in fünf Puncten berührt. Denn hängen dann auch der erste

und zweite Körper fest zusammen, so ist doch der dritte an dem
zweiten verschiebbar.

Ueberhaupt leuchtet ein, dass, je gleichmässiger die 6 (w— I)

oder mehreren Berührungen unter den n Körpern vertheilt sind, um
so mehr zvi erwarten steht, dass die Körper unbeweglich gegen ein-

ander sein werden. Im Allgemeinen wird man sich daher immer

von der gegenseitigen ünbewegliclikeit versichert halten können,

wenn von den n sich in 6(w— 1) oder mehreren Puncten berüh-

renden Körpern je zwei sich in gleichviel Puncten berühren.

Wenn von n Körpern je zwei sich in m Puncten berühren, so

ist die Anzahl aller Berührungen = ^mn[n— 1). Ist folglich bei

diesem Systeme \mn{ii— 1) = oder > 6 (;^— 1) und daher mn =
oder ^12, so ist die gegenseitige Lage der Körper unveränderlich.
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lVe7in demnach von \^ oder mehr Körpernje zwei sich in 1 Puncte

oder -6-- - ----2 Piincten

_ _ 4 _ _ _ _ _ - _ 3 _

- _ 3 _ _ - _ _ _ _ 4 _

_ _ 2 - - - - - - - 6 -

berühren, so hann^ ohne dass Berührungen xcerjfallen, die gegenseitige

Lage der Körper nicht geändert icerden.

§. 243. Aehnliche Betrachtungen lassen sich bei einem Systeme

von Curven, die in einer Ebene beweglich sind, anstellen. Das

Gleichgewicht zwischen Kräften, die in einer Ebene auf ein darin

bewegliches System fest mit einander verbundener Puncte, oder auf

eine in der Ebene bewegliche Curve von unveränderlicher Gestalt

wirken, erfordert die Erfüllung von drei Gleichungen. Bei einem

Systeme von n Curven, die sich in p Puncten berühren, hat man
daher 3w Gleichungen, worin ^j unbekannte Pressungen vorkommen.

Aus diesen 3^^ Gleichungen lassen sich zuerst drei Gleichungen fol-

gern, welche dem Gleichgewichte aller n Curven, als wären sie fest

miteinander verbunden, angehören ; und wenn sich ausser diesen drei

noch andere von Pressungen freie Gleichungen finden lassen, so sind

dies die Bedingungen des GleichgeA\dchtes wegen stattfindender gegen-

seitiger Beweglichkeit der Curven in der Ebene. Eine solche Be-

weglichkeit gibt es daher immer, wenn 3w—i^>3, also p<^?>{n— 1),

d. h. wenn sich die n Curven in weniger als 3 («— 1) Puncten be-

rühren. Bei 3 (w— 1) und mehreren Berührungen dagegen, und wenn
je zwei Curven sich in gleichviel Puncten berühren, herrscht im All-

gemeinen, nach ähnlichen Schlüssen, wie im §. 242, gegenseitige Un-
beweglichkeit. Berühren sich daher je zwei Curven in 7n Puncten, und
ist folglich die Zahl aller Berührungen gleich ^mn{n— 1), so gibt es keine

gegenseitige Beweglichkeit mehr, wenn ^7nn {n— 1)= oder ^3 [n— ] )

,

d. i. wenn m7i = oder ^ 6, und wir ziehen daraus den Schluss

:

We?iJi ifi einer Ebene von sechs Curven je zwei sich in eifiem

Puncte, oder von drei Curven je zwei sich in zwei Puncten, oder wenn

zwei Curven sich in drei Puncten herühren^ so können weder die sechs^

noch die drei^ noch die zivei Curven in der Ebene dergestalt an einander

verschoben werden^ dass sie einander in ebenso viel Puncten^ als an-

fänglich^ zu berühren fortfahren. — jedoch mit Ausnahme besonderer

Formen der Curven,

Ist z. B. die eine von zwei Curven ein Kreis, so bleibt gegen-

seitige Beweglichkeit, in Avieviel Puncten sie auch von der anderen

berührt werden ma^.
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8. 244. Die Art und Weise, über die gegenseitige BeAveglich-

keit mit einander verbundener Körper zu entscheiden, kann insbe-

sondere dazu nützen, um bei irgend einer geometrischen Figur zu

bestimmen, wie viele Stücke derselben gegeben sein müssen, um dar-

aus alle übrigen finden zu können. Denn nur dann, wenn von ein-

ander unabhängige Stücke der Figur in so grosser Anzahl vorhanden

sind, dass daraus die übrigen sich bestimmen lassen, haben sie auch

eine bestimmte, also unveränderliche Lage gegen einander. Reicht

aber die Anzahl der gegebenen Stücke zur Bestimmung der übrigen

noch nicht hin, so bleibt auch ihre gegenseitige Lage, zum Theil

wenigstens, unbestimmt und veränderlich.

Finden sich daher ^ indem man Kräfte auf die Figur xcirhen lässt

und die gegelenen StücJie von unveränderlicher Grösse und Form a?i-

nimmt^ nur sechs Bedingungen des Gleichgetcichtes oder drei^ j'enach-

dem die Figur einen Raum von drei Dimensionen eitmimmt, oder auf

eine Ebene heschränkt ist, so sind diese Stücke zur Ermittelung der

übrigen hinreichend.

8. 245. Um dieses durch einige Beispiele zu erläutern, wollen

wir zuerst von einem Polyeder sämmtliche Kanten ihren Längen

nach gegeben sein lassen. Die Anzahl derselben heisse k, die der

Ecken e und die der Flächen /. Wir denken uns demnach das

Polyeder als ein System von an sich frei beweglichen e Puncten,

k Linien und / Ebenen, die dergestalt mit einander verbunden sind,

dass jeder der e Puncte in gewissen drei oder mehreren der / Ebenen

zugleich zu bleiben genöthigt ist, jede der k Linien aber von ge-

gebener Länge ist und gewisse zwei der e Puncte, die sich an ihren

Enden befinden, in unabänderlicher Entfernung von einander hält.

Lassen wir nun auf die e Ecken Kräfte wirken, und ist das Ganze

im Gleichgewichte, so muss auch jede Ecke, jede Kante und jede

Fläche besonders im Gleichgewichte sein.

Auf jede Ecke wirken die unmittelbar an ihr angebrachten

Kräfte, die Pressungen von den angrenzenden Kanten und die Pres-

sungen von den Flächen, in denen sie zugleich sich befindet. Das

Gleichgewicht an jeder Ecke zwischen allen diesen Kräften A\-ird

durch drei Gleichungen ausgedrückt, also an allen e Ecken durch

3e Gleichungen.

Das Gleichgewicht an jeder Kante ist schon dargestellt, wenn

wir die zwei Pressungen, die jede Kante auf die zwei Ecken an ihren

Enden ausübt, einander gleich und entgegengesetzt annehmen.

Das Gleichgewicht an jeder Fläche endlich zwischen den Pres-

sungen, welche sie von den in ihr befindlichen Ecken erleidet, führt
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ZU drei Gleichungen (§. 73), da diese Pressungen auf der Fläche

normal und daher unter sich parallel sind, also das Gleichgewicht

an allen f Flächen zu Zf Gleichungen.

Man hat demnach in Allem 3 e -|- 3y Gleichungen , aus denen

aber noch die darin vorkommenden Pressungen eliminirt werden

müssen. Diese sind erstlich die k Pressungen der ebenso viel Kanten

und zweitens 1h Pressungen der Flächen. Denn jede Fläche er-

leidet so viele Pressungen, als sie Ecken, also auch so viele, als sie

Kanten hat, und da jede Kante zweien Flächen gemeinschaftlich zu-

gehört, so ist die Anzahl aller Pressungen der Flächen gleich der

doppelten Anzahl der Kanten. In Allem sind es daher "hk Pressun-

gen. Die Zahl der nach Elimination der Pressungen übrig bleibenden

Gleichungen ist folglich

3e + 3/— 3/.- = 6
,

da nach Eni er 's Theorem

e^f-k = -l

ist. Die Theile des Systems haben mithin keine gegenseitige Be-

Aveglichkeit, und wir schliessen hieraus den übrigens schon bekannten.

Satz

:

Sind sämmtUche Kanten eines Polyeders gegeben, so lassen sich

damit alle iibrige?i Stücke desselhen hestimmen.

Doch finden von jener Unbeweglichkeit und mithin auch von

diesem Satze in speciellen Fällen Ausnahmen statt. Eine solche

macht z. B. ein Prisma : denn sind bloss die Kanten desselben un-

veränderlich, so kann, wenn die eine Grundfläche unbeweglich an-

genommen wird, die Richtung der einander parallelen Seitenkanten

jede beliebige sein.

§. 246. Ein Polyeder ist ein System zusammenhängender ebener

Vielecke im Räume. Projiciren wir jetzt ein dergleichen System auf

eine Ebene, oder, was dasselbe ist, construiren wir in einer Ebene

ein System von Vielecken, bei welchem, ebenso wie beim Polyeder,

jede Kante zwei Vielecken immer zugleich angehört, so ist wiederum

e+f-k=l

.

Dabei wird aber nur in besonderen Fällen durch die Kanten allein

alles Uebrige bestimmt sein. Denn nimmt man die Kanten wiederum

von unveränderlicher Länge an, und sollen Kjräfte, die man in der

Ebene an den Ecken anbringt, im Gleichgewichte sein, so hat man
für jede Ecke zwischen den unmittelbar auf sie wirkenden Kräften

und den Pressungen von den angrenzenden Kanten zwei Gleichungen,

also zusammen 2e Gleichungen, wenn man die zwei Pressungen, die
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jede Kante auf die zwei an sie stossenden Ecken ausübt, schon von

vorn herein einander gleich und entgegengesetzt annimmt. Aus diesen

2e Gleichungen die k Pressungen der Kanten eliminirt, müssen da-

her drei Gleichungen übrig bleiben, und es muss folglich

2 e — Ä- = 3

sein, wenn die Theile der Figur keine gegenseitige Beweglichkeit

haben sollen. Dieses fliesst auch schon daraus, dass bei einem

Systeme von e Puncten in einer Ebene 1e — 3 von einander unab-

hängige Stücke zur Bestimmung der übrigen hinreichen*).

Weil

so kann man die Bedingung

2 e — Ä- = 3

auch ausdrücken durch:

e=f+\ und 2/=/l + l ,

d. h.

Sollen hei einem Systeme zusammenhängender Vielecke in einer

Ebene sümmtlicJie Kanten ton einander unabhängig ^ con ihnen aber

alle übrigen Stücke abhängig , sein, so muss die Eckenzahl um eins

grösser als die Flächenzahl sein; oder^ was auf dasselbe hinauskommt:

die Kantenzahl muss um eins geringer als die doppelte Flächenzahl sein.

Besteht das System in der Ebene aus y Dreiecken, 6 Vierecken,

€ Fünfecken, u. s. w., so ist offenbar

/= j/ 4- (5 -h £ + ... und 1k\= 3/ -f 4(3 -f Sc -|- ...

Hiermit verwandelt sich die Gleichung 1fz:=k-\-\ in

y = 2-|-£-f-2C-f 3», -I- ... ,

woraus wir schliessen, dass bei derselben Forderung unter den Flächen

des Systems wenigstens zwei Dreiecke sein müssen, und zwar dann

nicht mehr als zwei Dreiecke, wenn die übrigen Flächen bloss Vier-

ecke sind. Dies ist z. B. der Fall, wenn man aus sechs Puncten A. B.

6', J), E, F zwei Dreiecke ABC, DBF und drei Vierecke ABBE,

*] Bei einem Systeme von e Puncten im Räume sind 3 e — 6 Stücke höchstens

von einander unabhängig, und von ihnen alle übrigen abhängig. Ob aber gleich,

wie eben gezeigt worden, die Kantenlängen eines Polyeders zur Bestimmung aller

übrigen hinreichen, so ist dennoch nicht im Allgemeinen 3 e — 6 = Ä-. Denn hat

ein Polyeder nicht bloss Dreiecke, sondern auch Vierecke, Fünfecke etc. zu Grenz-

flächen, so sind noch die Bedingungen, dass die vierte Ecke jedes Vierecks, die

vierte und fünfte jedes Fünfecks etc. in der Ebene der ersten, zweiten und dritten

Ecke liegen, als gegebene Stücke zu betrachten. Die Gleichung 3e— 6 = Ä-, also

auch die damit identischen 2 Ä: = 3/ und 2e =/+ 4, gelten daher nur für Po-
lyeder, welche bloss von Dreiecken begrenzt sind,
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BCEF, CÄ'FD construirt, wobei e = 6, >?; = 9 und/= 5 ist. Zwei

Dreiecke ABC und DEF in einer Ebene, deren Ecken durch drei

Gerade AD, BE und CF [von unveränderlicher Länge verbunden

sind, haben demnach eine unveränderliche Lage gegen einander;

oder allgemeiner noch ausgedrückt:

Werden von zwei in einer Ebene enthaltenen und darin beweg-

lichen Figuren drei Puncte der einen mit drei Puncten der anderen

durch drei Gerade von unveränderlicher Länge verbunden, so ist da-

mit ihre gegenseitige Beweglichkeit aufgehoben. — Bei zwei Figuren

im Eaume geschah dieses erst durch sechs Verbindungslinien (§. 239,

zu Ende).

Ein anderes Beispiel dieser Art ist folgendes: Von zwei Vier-

ecken AB CD und FGHI (vergl. Fig. 64) in einer Ebene verbinde

man die Ecken des einen mit denen des anderen durch die vier

Geraden AF, BG, CH, DI. Hierdurch ent-

stehen vier neue Vierecke AG, BH^ CI, DF,
Avelche in Verbindung mit den zwei anfäng-

lichen Vierecken und unter der Voraussetzung,

dass sämmtliche zwölf Linien von unveränder-

licher Länge sind, ein noch veränderhches

System bilden, weil Dreiecke fehlen. Fügt

man aber noch eine Diagonale eines dieser

Vierecke, als eine Linie von constanter Lange,

hinzu, z. B. die Diagonale AC des Viereckes AB CD, so verwandelt

sich dieses Viereck in zwei Dreiecke und es tritt Unveränderlichkeit

ein. Da hierdurch schon das System der vier Puncte A, B, C, D
unveränderlich wird, so werden, wenn wir dieses System unbeweg-
lich setzen, auch die vier Puncte F, G, H, I unbeweglich, Avelches

folgenden Satz gibt:

Hat man in einer Ebene ein hetcegliches Viereck mit cotistanten

Seitenlangen und verbindet die vier Ecketi desselben durch vier Li7iien

von gleichfalls constanten Längen mit vier utibeweglichen Puncten der

Ebene., so wird damit das Viereck selbst unbeweglich.

Dass dieser Satz auch vom Dreiecke gilt, fliesst unmittelbar aus

dem Vorhergehenden. Er gilt aber, wie man sich leicht überzeugen

kann, auch von jedem mehrseitigen Vielecke.

§. 247. Wenn, Avie wir in dem letzten Beispiele setzten, das

zu untersuchende System unbewegliche Puncte mit enthält, und zwar

wenigstens zwei oder drei solcher Puncte, je nachdem das System in

einer Ebene begriffen ist. oder nicht, so wird die gegenseitige Un-
beweglichkeit seiner Theile zu einer absoluten Unbeweglichkeit.
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Bei der statischen Untersuchung der absoluten Unbeweglichkeit

fallen die sechs Gleichungen für das Gleichgewicht des Systems, als

eines festen Ganzen, weg, und man hat bloss darauf zu achten, ob

sich aus den Gleichungen für das Gleichgewicht der nicht unmittel-

bar unbeweglich angenommenen Theile die Pressungen eliminiren

lassen, oder nicht. Denn im ersten Falle, wo man, nach Elimination

der Pressungen, die beim Gleichgewichte zu erfüllenden Bedingungen

erhält, muss noch Beweglichkeit stattfinden; im zweiten Falle da-

gegen, also >venn die Anzahl der Pressungen eben so gross oder

grösser, als die der Gleichungen ist, ist das System unbeweglich.

Berühren sich z. B. zwei Körper in mehreren Puncten, und ist

der eine Körper unbeweglich, so hat man bloss die sechs Gleichungen

des Gleichgewichtes für den anderen, und so viel Pressungen, als

•es Berührungen gibt. Bei sechs und mehreren Berührungen wird

folglich auch der andere Körper unbeweglich.

Oder hat man, wie in §. 246, in einer Ebene ein Vieleck

ABC ... mit Constanten Seitenlängen und veränderlichen Winkeln,

und verbindet jede Ecke durch eine Linie von constanter Länge mit

einem unbeweglichen Puncte der Ebene, A mit A', B mit B', u. s. w.,

so gibt es, wenn an jeder Ecke eine Kraft angebracht wird, für das

Gleichgewicht jeder Ecke, z. B. der Ecke B, z-svei Gleichungen

zwischen der angebrachten Kraft und den Pressungen auf B von den

Linien AB, BC und BB'. Damit ferner die Seiten AB, BC, ...

im Gleichgewichte sind, müssen die zwei Pressungen, welche jede

auf die an ihren Enden befindlichen Ecken ausübt, einander gleich

und entgegengesetzt sein, also die Richtungen der Seiten selbst haben,

und wegen des Gleichgewichtes der Linien AA', BB\ ... müssen

ihre Pressungen gleicher Weise in sie selbst fallen. Es gibt daher,

wenn das Vieleck n Ecken hat, in Allem 2w Gleichungen, und eben

so viel unbekannte Pressungen, nämlich die der n Seiten und die

der 91 Linien von den Ecken nach den unbeweglichen Puncten. Das

System ist mithin unbeweglich.

Hätte es noch Beweglichkeit, so würden sich A, B, ... in

Kreisen um A', B', ... als Mittelpuncte bewegen.

£m Vieleck in einet' Ebene, dessen Seiten vo?i consta7iter Länge

sind, ist daher unheweglich, loenn seine Ecken in unheiceglichen Kreisen

beweglich sind, also auch überhaupt in unbeioeglichen Linie?i der Ebene,

da die Elemente der Linien, in denen sich die Ecketi gerade befinden,

immer als Elemente ton Kreisen angesehen werden können.

Auch folgt dieses unmittelbar schon daraus, dass, wenn Puncte

in gegebenen Linien so fortgerückt werden, dass der erste von dem
zweiten, der zweite von dem dritten, etc. und der vorletzte von dem
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letzten in ungeändertem Abstände bleibt, im Allgemeinen nicht aucli

der Abstand des letzten von dem ersten constant bleiben wird.

Zusatz. Aus demselben Grunde fliesst auch die Unbeweglicli-

keit eines ebenen Vielecks von gerader Seitenzahl, dessen Seiten von

unveränderlicher Länge sind, und von denen die eine um die andere,

also etwa die erste, dritte, fünfte etc., einen unbeweglichen Punct

enthält, so dass jede dieser Seiten um ihren unbeweglichen Punct

in der Ebene gedreht, jedoch nicht auch an ihm verschoben werden

kann. Denn auch hier sind die Ecken des Vielecks in unbeweg-

lichen Linien beweglich, in Kreisen, welche jene unbeweglichen

Puncte zu Mittelpuncten haben.

§. 248. Auf ähnliche Weise erhellt die Unheweglichkeit ei?ies

Vielecks ABC..., dessen Ecken in unbeweglichen Geraden /, m, n, ...

einer Ebene beweglich, und dessen Seiten von veränderlicher Lätige

U7id durch tmbeioegliche Puncte F^ G, ... der Ebetie zu geheti ge-

nöthigt sitid.

Diese Unheweglichkeit findet auch noch statt, wenn die Figur

nicht mehr eben ist, sondern die Geraden /, 7ti, ti, ... irgend ein

Vieleck im Räume bilden, und jeder der Puncte F, G, H, ... in die

Ebene der zwei auf einander folgenden Seiten des Vielecks Imn ...

fällt, in welchen die Ecken der durch den Punct gehenden Seite

des Vielecks ABC ... sich bewegen können.

Als ein besonderer Fall hiervon ist der zu betrachten, wenn die

Geraden l, m, ti, ... einander parallel sind. Man denke sich die-

selben vertical und nehme grösserer Einfachheit willen die Puncte

F, G, H, ... in einer und derselben horizontalen Ebene /.i enthalten

an, so dass sie in den Durchschnitten von /n mit den verticalen Ebenen

Im, mti, etc. liegen, mit welchen Durchschnitten Anfangs auch die

Seiten des Vielecks ABC... coincidiren mögen. Um für diesen

Fall die Unheweglichkeit der Figur statisch zu beweisen, lasse man
auf die Seiten des Vielecks Kräfte nach gleichfalls verticalen Rich-

tungen wirken. Alsdann gibt es für jede Seite des Vielecks zwei

Gleichungen, also überhaupt 2w Gleichungen, und ebenso gross ist

die Zahl der verticalen Pressungen, nämlich n Pressungen, welche

die Seiten von den unbeweghchen Puncten erleiden, und eben so viel

Pressungen an den n Ecken. Mithin ist die Figur unbeweglich.

§. 249. In den §§. 247. 24S Hessen wir die Ecken eines Viel-

ecks in unbeweglichen Geraden beweglich sein, und nahmen über-

dies an, das einemal, dass die Seiten des Vielecks von constanter
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Länge seien, das anderemal, dass die Seiten durch unbewegliche

Puncte gehen.

Beseitige7i tcir jetzt die miheweglichen Geraden und lassen letztere

zwei Bedingungen zugleich stattfinden, so dass die Seiten eines Viel-

ecks von unveränderlicher Länge sind und unheiceglichen Puncten zu

begegnen genöthigt sind^ so ist das Vieleck, ivenn es auf eine Ebene

beschränkt ist, gleichfalls unbeweglich.

Denn für das Gleichgewicht jeder Seite hat man z^-ischen den

Kräften, die man an ihr in der Ebene des Vielecks anbringt, und

den drei Pressungen, welche sie dann von dem unbeweglichen Puncte,

dem sie begegnen muss, und an ihren beiden Enden von den an-

stossenden Seiten erleidet, drei Gleichungen. Erstere, von dem un-

beweglichen Puncte bewirkte Pressung ist auf der Seite normal und

nur ihrer Intensität nach unbekannt. Letztere zwei Pressungen kennt

man aber auch ihrer Richtung nach nicht. Die Gesammtzahl aller

der von letzteren Pressungen herrührenden Stücke ist daher gleich

2n, die Zahl der von ersteren Pressungen herrührenden gleich n,

die Zahl der Gleichungen aber gleich 3w. Mithin herrscht Unbe-

weglichkeit.

Ist ferner das Vieleck nicht in einer Ebene enthalten, so ist die

Anzahl der unbekannten Stücke (Intensitäten und Winkel) wegen der

Pressungen der unbeweglichen Puncte auf die an ihnen beweglichen

Seiten ersichtlich gleich 2n, und die wegen der Pressungen an den

Ecken gleich 3w; die Anzahl der Gleichungen aber ist gleich 5 w,

nämlich fünf für jede Seite, da, wie sich leicht zeigen lässt, das Gleich-

gewicht zAvischen Kräften im Räume, welche auf Puncte M-irken, die

in einer Geraden liegen , schon durch fünf Gleichungen bedingt ist.

Das Vieleck ist daher auch in diesem Falle unbeweglich.

Fünftes Kapitel.

Von der unendlich kleinen Beweglichkeit.

§. 250. Wenn bei einem Systeme mit einander verbundener

Körper, oder überhaupt bei einer Figur, deren Theile einzeln gegen

einander beweglich sind, aus den Gleichungen des Gleichgewichtes,

w^elche für die einzelnen Theile zwischen an ihnen angebrachten

Kräften und den dadurch entstehenden Pressungen sich aufstellen
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lassen, entweder gar keine von Pressungen freie Gleicliungen, oder

nur diejenigen sechs oder drei Gleichungen gefunden werden können,

welche für das Gleichgewicht der Figur, als eines fest zusammen-

hängenden Ganzen erforderlich sind, so ist, wie wir im vierten

Kapitel gesehen haben, die Figur entweder ganz unbeweglich, oder

doch die gegenseitige Lage ihrer Theile unveränderlich. Nichts-

destoweniger lassen sich in jedem solchen Falle specielle Bedin-

gungen für das Verhalten der Theile zu einander ausfindig machen,

unter denen die Unbeweglichkeit aufhört, Bedingungen, die nicht

selten zu noch anderen sehr bemerkenswerthen Eigenschaften der

Figur hinführen und daher einer näheren Erörterung nicht unwerth

sein möchten.

Um die Untersuchung nicht zu weit auszudehnen, wollen wir

bloss den Fall in Betracht ziehen, wo die Anzahl der von den Pres-

sungen herrührenden unbekannten Grössen ebenso gross als die Zahl

der Gleichungen ist, und wo daher, damit Unbeweglichkeit herrsche,

jede der Unbekannten aus den Gleichungen sich bestimmen, keine

aber von den Unbekannten ganz freie Gleichung sich finden lässt.

Ist eine Pressung nicht bloss ihrer Intensität, sondern auch ihrer

Richtung nach unbekannt, so treten einer oder zwei Winkel, wo-

durch die Richtung in einer gegebenen Ebene oder im Räume über-

haupt bestimmt wird, als Unbekannte mit auf. Um aber grösserer

Gleichförmigkeit willen es bloss mit unbekannten Intensitäten zu thun

zu haben, wollen wir statt einer Pressung, deren unbekannte Rich-

tung in eine gegebene Ebene fällt, zwei setzen, die, an demselben

Puncte, wie die erstere, angebracht, nach zwei beliebig angenommenen
Richtungen in der Ebene ^m-ken; und wenn auch keine Ebene ge-

geben ist, in Avelcher die Richtung begriffen ist, so wollen wir uns

die Pressung nach drei willkürlichen Richtungen zerlegt denken und
daher statt der einen Pressung drei setzen, welche nach gegebenen

Richtungen thätig sind. Die Anzahl der Unbekannten bleibt dabei

gehörigermaassen unverändert.

Seien demnach, wie wir uns dieser Bemerkung zufolge ausdrücken

können, eben so viel Pressungen als Gleichungen vorhanden, und aus

den Gleichungen alle Pressungen bis auf eine eliminirbar. Man führe

eine solche Elimination aus. Da alle anfänglichen Gleichungen hin-

sichtlich der Pressungen sowohl, als der unmittelbaren Kräfte, von

linearer Form sind, so wird es auch die durch die Ehmination er-

haltene sein. Man setze in dieser Gleichung den Coefficienten der

einzigen darin noch vorkommenden Pressung, welcher mit « be-

zeichnet werde, gleich Null, so bleiben in der Gleichung nur noch

Kräfte, aber keine Pressungen zurück. Da also jetzt die an der

Möbius Werke m. 24
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Figur angebrachten Kräfte nur dann sich das Gleichgewicht halten,

wenn dieser zwischen ihnen allein bestehenden Gleichung Genüge
geschieht, so schliessen wir

:

Unter der Voraussetzung . dass zwischen den Theilen der Figur die

Gleichung a = stattfindet, ist die ohnedies unbewegliche Figur be-

weglich.

§. 251. Um die Natur der Bedingungsgleichung a =
für die Beweglichkeit und der dann nöthig werdenden Gleichung für

das Gleichgewicht näher zu untersuchen, wollen wir annehmen, dass

in dem Systeme nur drei Pressungen^, §-, r vorkommen. Die ebenso

vielen Gleichungen für das Gleichgewicht der einzelnen Theile der

Figur seien:

{*S' + aj9 + ög- + er = ,

S' + a'p + h'q + c'r = ,

S" + aj) + h"q 4- c'r = O'
,

wo S, S', S" lineare Functionen der auf die Figur wirkenden Ejräfte

vorstellen, und a, b,..., c" gegebene Coefficienten der Pressungen

sind. Um nun zwei der drei Pressungen, etwa q und r, zu eliminiien,

multiplicire man die drei Gleichungen resp. mit f, g, h, addire sie

und setze zur Bestimmung der Verhältnisse zwischen /, g, h:

(2) bf+ b'g + 5"Ä = , (3) cf+ c'g + c"Ä = .

Hiermit wird

(4) Sf+ S'g 4- 'S" h Jr{af-\-ag + a" h) ;J = ,

worin nur noch die einzige Pressung p enthalten ist. Setzen ^\\x

den Coefficienten derselben gleich Null, so kommt:

(5) a/+ a'g + a" h = ,

und damit

(6) Sf-^S'g + S"h =
,

von welchen zwei Gleichungen die erstere die Bedingung a = für

die Beweglichkeit der Figur, die letztere aber die Bedingung für das

bei dieser Beweglichkeit stattfinden sollende Gleichgewicht ist. Die

Gleichung a = kann daher auch als das Resultat der Elimination

von/, <7, h aus (2), (3) und (5) angesehen werden, und man muss

folglich immer zu der nämlichen Gleichung a = gelangen, welches

auch nach Elimination der übrigen Pressungen die noch rückständige

ist. Dasselbe folgt auch noch daraus, dass man a = als die Be-

dingung betrachten kann , unter welcher sich p, y, r aus den drei

Gleichungen (1) zugleich eliminiren lassen, so wie auch daraus, dass,

weil a bloss aus den Coefficienten a, b, ..., c" von ja, q, r zusammen-



§. 252. Fünftes Kapitel. Von der unendlich kleinen Beweglichkeit. 371

gesetzt ist, die Gleichung a = aus den drei Gleichungen (1) her-

vorgehen muss, wenn man in diesen die Kräfte, und damit S, S', S"
Null setzt und hierauf die zwei Verhältnisse zwischen den drei Pres-

sungen aus (1) eliminirt.

Man hemerke noch, dass durch Zerlegung von (4) in die zwei

Gleichungen (5) und (6), also durch Annahme von a = 0, der aus

(4) zu folgernde Werth von p, und damit auch die Werthe der beiden

anderen Pressungen q und r unbestimmt werden.

Dieselben Schlüsse lassen sich nun offenbar auch auf jede

grössere Anzahl anfänglicher Gleichungen, worin eben so viele Pres-

sungen vorkommen, anwenden, und man gelangt demnach immer

zu derselben Bedingungsgleichung für die Beweglichkeit und der

dann zu erfüllenden Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht,

welches auch die Pressung ist, bis auf welche alle übrigen Pressun-

gen aus den Gleichungen eliminirt werden. Beabsichtigt man bloss

die Bedingung für die Beweglichkeit zu finden, so kann man die

Rechnung dadurch noch vereinfachen, dass man die Glieder, welche

nicht Pressungen, sondern Kräfte enthalten, gleich Anfangs weglässt

und aus den somit abgekürzten Gleichungen die Pressungen, oder

vielmehr die Verhältnisse zwischen denselben, eliminirt. Die Pres-

sungen selbst endlich werden beim Gleichgewichte der beweglich

gewordenen Figur jederzeit unbestimmt.

§. 252. Die Unbeweglichkeit , welche stattfindet, wenn die

Anzahl der in den Gleichungen vorkommenden Pressungen ebenso

gross, als die der Gleichungen selbst ist, ist von der Beschafienheit,

dass sie sogleich aufhört, wenn nur eines der unveränderlich ge-

setzten Stücke der Figur, es heisse «, veränderlich angenommen
wird. Denkt man sich nun die Figur in die Bewegung versetzt, die

durch die Annahme, dass a veränderlich sein soll, möglich wird, so

werden dabei je zwei zunächst aufeinander folgende Werthe von a

im Allgemeinen von einander verschieden, und nur dann einander

gleich sein, wenn a ein Maximum oder Minimum geworden ist.

Es wird folglich, wenn man das a, sobald es diesen seinen grössten oder

kleinsten Werth erreicht hat, wieder unveränderlich werden lässt,

der Figur eine, obwohl unendlich kleine, Beweglichkeit übrig bleiben.

Die Bedmgungsgleichung « = , hei welcher die ohnedies unbe-

wegliche Figur Beiveglichkeit erhalten soll, kann daher, im Allgemeinen

wenigstens, keine andere Relation zioischen den Theilen der Figur aus-

drücken, als diejenige, bei loelcher a seinen grössten oder kleinsten

Werth hat, und wobei die Figur noch um ein unendlich Geringes ver-

rückbar ist.

24*
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Die bei « ^ stattfindende Beweglichkeit der Figur ist daher

im Allgemeinen unendlich klein, und jedes von den unveränderlich

gesetzten Stücken der Figur, wie a, hat, wenn man es veränderlich

werden, die übrigen aber constant bleiben lässt, bei der Relation

a = seinen grössten oder kleinsten Werth. Man sieht hieraus,

wie die Statik nicht selten mit Vor theil angewendet werden kann,

um geometrische Aufgaben über Maxima und Minima zu lösen.

Vorausgesetzt, dass je zwei veränderliche Stücke der Figur von ein-

ander abhängig sind, dass also, wenn irgend ein Werth eines der ver-

änderlichen Stücke gegeben ist, damit die gleichzeitigen Werthe der

übrisen veränderlichen bestimmt sind, nehme man das veränderliche

Stück, dessen grösster oder kleinster Werth gesucht wird, als unver-

änderlich an und lasse, nachdem die Figur in einer Ebene oder im Räume

überhaupt enthalten ist, zwei oder drei Puncto derselben unbeweglich

werden, wenn anders nicht schon unbewegliche Puncte in der an-

gegebenen oder in noch grösserer Zahl darin vorkommen. Durch

Ersteres wird die Figur selbst unveränderlich und durch Letzteres

unbeweglich. Man bringe nun an der Figur Kräfte an, entwickele

die Gleichungen für das Gleichgewicht ihrer einzelnen Theile und

eliminire alle darin enthaltenen Pressungen, die immer mit den Glei-

chungen selbst in gleicher Zahl vorhanden sein werden, bis auf eine,

so wird der Coefficient dieser noch übrigen Pressung, gleich Null

gesetzt, die Bedingung anzeigen, unter welcher jenes veränderliche

Stück ein Maximum oder Minimum wird.

Nachfolgende Beispiele werden, diese Betrachtungen zu erläutern,

dienen.

§. 253. Aufgabe. Die Bedingung zu ßnden. unter welcher ein

Winkel C eines ebenen Vierecks AB CD ivergl. Fig. 65), dessen Seiten

unveränderliche Längen haben, seinen gröss-

ten oder kleinsten Werth erreicht.

Auflösung. Man nehme den Win-
kel C unveränderlich an, lasse die Ecken

C und D, und somit auch B, unbeweg-

lich werden, und untersuche nun, in wel-

chem speciellen Falle der Ecke A Beweg-

jig_ ,j5
lichkeit noch übrig bleibt. Zu dem Ende

bringe man au A eine Kraft P nach einer

beliebigen Richtung AE in der Ebene des Vierecks an. Die Pres-

simgen, welche dabei die Ecke A von den Seiten AB und AD
erfährt, seien b und d, so hat man für das Gleichgewicht von A
die zwei Gleichungen:
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P.sin DAE= ö . sin BAD , P.sin EAB = d . sin BAD .

Aus diesen können aber die Pressungen b und d nur dann
herausgehen, wenn sin BAD = ist, also wenn A mit B und D
in gerader Linie liegt. Dies ist demnach die Bedingung, unter wel-

cher die Ecke A noch eine, wiewohl unendhch kleine, Beweglichkeit

hat, und wo folglich der Winkel C, wenn er veränderlich betrachtet

wird, seinen grössten oder kleinsten "Werth erreicht. Man gewahrt

übrigens leicht, dass C ein Maximum oder Minimum ist, je nachdem
A in der Geraden BD zwischen oder ausserhalb B und D liegt.

Man bemerke noch, dass, wenn sin BAD = 0, jede der zwei

Gleichungen des Gleichgewichtes sich auf P= reducirt; d. h. ist

ein beweglicher Punct A mit zwei unbeweglichen B und D durch

Linien von constanten Längen verbunden, und liegt A mit B und D
in einer Geraden, so reicht schon die kleinste Kraft hin, um A aus

der Geraden BD, jedoch nur um ein unendlich Weniges, zu ent-

fernen.

AJ'

§. 254. Aufgabe. Die Ecke?i eines ebe?ie?z Viei'ecks ABOD
(vergl. Fig. 66), icelches Seiten von constanter Länge, aber veränderliche

Winkel hat. sind in uiibeweglichen in der Ebene des Vierecks enthaltenen

Linien /", g. h, i beioeglich, und daher das

Viereck selbst i?n Allgemeitien unbeioeglich

(§. 247). Die Bedingung, unter welcher es

beweglich wird^ U7id damit die Bedingung

zu finden, unter welcher
.^
wenn eine Seite ,,

des Vierecks veränderlich gesetzt toird, die- jff^...

selbe ihren grössten oder kleinsten Werth

erhält.

Fig. 66.

Auflösung. Man bringe an den

Ecken A, B, C, D resp. die Kräfte

P, Q, R, S an und nenne p, q, r, s ihre

Richtungen. Die Pressungen, welche dann die Ecken von den
Linien, in denen sie beweglich sind, erleiden, und welche daher auf

den Linien selbst normal sind, heissen T, U, V, W, ihre Richtungen

t, u, V, w. Werden nun die Seiten AB, BC, CD, DA des Vier-

ecks resp. mit a, b, c, d bezeichnet, so hat man (§. 220 zu Ende)

für das Gleichgewicht zwischen den auf die Ecken wirkenden Kräf-

ten und Pressungen die Gleichungen:

P.sin dp + T.sin dt Q. sin bq -{- U. sin bu

sin da sin ab '

oder, weil t, zi, v, lü auf f, g, h, i normal sind:
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P.sin dp + T.cos df Q.sin hq-^- C.cos hg

sin da sin ah

und ebenso

Q.sin «5' + V .0,0% ag R. sin er + V. cos ch

sin ah sin 6

c

'

^. sin 5r + F. cos 5Ä S. sin ds + W. cos di

sin ic sin cc?
'

S . sin CS -\- W. cos ci P. sin ap -\- T. cos af
sin cc? sin ß?«

Setzt man nun in diesen vier Gleichungen, der in §. 251 ge-

gebenen Vorschrift gemäss, die Kräfte P, Q, P, S gleich Null und

eliminirt hierauf die Pressungen T, U, V, W, so kommt

, , cos af cos hg cos ch cos di ,

(a) ^ • TT • :77 = 1 ,
^ cos ag cos oA cos et cos a/

als die gesuchte Bedingung.

§. 255. Zusätze, a) Man errichte in A, B, C, D auf/, g, /i, i

die vier Normalen AK, BL, CM, DN. Begegne die erste derselben

der zweiten in L, die zweite der dritten in M, die dritte der vierten

in N und die vierte der ersten in K (vergl. wieder Fig. 66) , so ist

cos af= sin LAB , cos ag = sin ABL
,

und es verhält sich daher

cos af : cos ag = BL : AL
,

und ebenso
cos hg : cos bh = CM: BM

,

u. s. w. Hiermit wird die erhaltene Bedingungsgleichung:

AK BL CM DN ^
AL ' BM ' CN ' DK ~ '

d. h.: Beschreiht man um das Viereck AB CD ein zweites KLMN,
dessen Seiten auf den Litiieti, in denen die Ecken des ersten heioeglich

sind, normal stehen, so muss das Product aus den Verhältnisseti, nach

denen die Seiten des zweiten von den Ecken des ersten getheilt icerden,

der Einheit gleich sein.

h) Die Richtigkeit dieser Gleichung lässt sich auch leicht auf

rein geometrischem Wege darthun. Man nehme in f, g, h, i unend-

lich nahe bei A, B, C, D die Puncte Ä , B' , C , D' dergestalt, dass

I. A'B'=AB, IL B'C'=BC,
III. C'D'= CD

,
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so muss, wenn das Viereck ABCD mit constanten Seitenlängen

unendlich wenig im Vierecke fghi verrückbar sein soll, auch

IV. Z)'^'= DA
sein. Da alo

A'B'= AB
,

und weil, wegen der rechten Winkel A!AL und B'BL,

A'L = AL und B'L = BL
ist, so ist der Winkel A'LB'= ALB, folglich der Winkel

ALA'=BLB',
und es verhält sich daher

AA': BB'= AL : BL .

Ebenso fliessen aus ü, III und IV die Proportionen:

BB': CC'= B31: C31

,

CC: DD'= CN : DN,
DD': AA' = DK : AK.

Zur Beweglichkeit ist aber das Zusammenbestehen der vier Glei-

chungen I — IV erforderlich , folglich auch das Zusammenbestellen

der vier daraus abgeleiteten Proportionen; diese aber, mit einander

verbunden, führen zu der in a) erhaltenen Gleichung.

c) Der Winkel A'B'C, in welchen bei Verrückung des Vierecks

der Winkel AB C übergeht, ist

A' B' C = A'B'L + LB'M + MB'C .

Nach h) sind aber die Dreiecke A'B'L und MB'C den Dreiecken

ABL und 31BC gleich und ähnlich. Hiermit wird der Winkel

A'B'C'= ABL + LB'M + MBC= ABC + LB'M .

Der Winkel ABC erhält daher bei der Verrückung das Increment

LB'M, und bleibt folglich nur dann ungeändert, wenn M mit L
zusammenfällt. Ebenso wird bewiesen, dass der Winkel BCD nur

dann sich nicht ändert, wenn N mit M zusammenfällt; u. s. w. Soll

folglich das Viereck ohne Aenderung seiner Winkel verrückbar sein,

so müssen die vier auf/", g, h, i in A, B, C, D errichteten Perpendikel

sich in einem Puncte, er heisse O, schneiden. Dass umgekehrt,

wenn diese Bedingung erfüllt ist, jederzeit auch Beweglichkeit statt-

findet, erhellt sogleich aus der Formel in «), in welcher für diesen Fall

AL = AK, B3I= BL , CN= C3I
,

DK= DN
ist, aber auch schon daraus, dass, wenn das Viereck mit constant

bleibenden Winkeln um den Punct um ein unendlich Geringes

gedreht wird, die Ecken AB, BC, .. Normalen auf OA, OB, ...

beschreiben und folglich in /, g, ... fortrücken.
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d) Analoge Resultate, wie wir jetzt für ein Viereck gefunden

haben, ergeben sich auch für jedes andere Vieleck. Soll insbeson-

dere ein Dreieck ABC, dessen Seitenlängen constant sind, mit seinen

Ecken in den Seiten f, g, h eines unbeweglichen Dreiecks beweglich

sein, so müssen, weil mit den constant gesetzten Seitenlängen eines

Dreiecks auch die Winkel desselben unveränderlich werden, die drei

in A, B, C auf /, g, h errichteten Perpendikel sich in einem Puncte

schneiden. Das Dreieck ABC ist alsdann um ein unendhch

"Weniges drehbar.

Aehnlicher Weise zeigt sich, dass, wenn in einer Ebene zwei

Curven in drei Puncten einander berühren und daher unbeweglich

gegen einander sind (§. 243), eine unendlich kleine Beweglichkeit

in dem Falle eintritt, wenn die Normalen in den drei Berührungs-

puncten in einem Puncte zusammentreffen.

8. 256. Auf die Jetzt hehandelte Aufgabe reducirt sich auch der

in §. 247 gedachte Fall, loenn die Ecken eines ehenen Vielecks^ dessen

Winkel sich ändern können, durch Litiien von unveränderlicher hänge

mit unheweglichen Puncten in seiner Ebetie verbunden sind, z. B. die

Ecken AB CD des Vierecks AC (vergl. Fig. 64 auf p. 365) mit den

Puncten F, G, H, I. Denn alsdann sind A, B, C, D an sich in Kreisen

beweglich, deren Mittelpuncte F, G, H, I sind, und die unendlich kleine

Beweglichkeit, wenn sie anders möglich ist, besteht darin, dass A, B, ..

in Linien fortrücken, welche auf den Verbindungslinien AF, BG, ...

normal sind. Diese Beweglichkeit findet aber nach §. 255, a dann

statt, wenn das Product aus den Verhältnissen, nach welchen die

Seiten des von den Verbindungslinien in ihrer Folge gebildeten Viel-

ecks in den darin liegenden Ecken des beweglichen Vielecks ge-

schnitten werden, der Einheit gleich ist.

Wenn die Verbindungslinien verlängert in einem Puncte zu-

sammentreffen, so wird das Vieleck um O um ein unendKch Weniges

drehbar, und seine Winkel bleiben dabei ungeändert. Fallen aber

die unbeweglichen Puncte selbst in einem einzigen zusammen, so

kann das Vieleck um völlig herumgedreht werden, und die un-

endlich kleine Beweglichkeit Avird eine endliche.

Sind die Ecken eines Dreiecks mit drei unbeweglichen Puncten

verbunden, so müssen sich, wenn das Dreieck noch um ein unend-

lich Weniges verrückbar sein soll, die drei Verbindungslinien in

einem Puncte schneiden. Hat man daher überhaupt zwei in einer

Ebene bewegliche Figuren und verbindet drei bestimmte Puncte der

einen mit drei bestimmten Puncten der anderen durch drei gerade

Linien von unveränderlicher Länge (§. 246), so bleibt nur in dem
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Falle eine unendlich kleine gegenseitige Beweglichkeit noch übrig,

wenn die drei Linien oder ihre Verlängerungen sich in einem Punete

begegnen.

§. 257. Aufgabe. Vier gerade Linien a, 5, c, d (vergl. Fig. 67)

von unbestimmter Länge^ von denen Jede der nächstfolgendefi und die

letzte der ersten zu begegnen genöthigt ist, liegen

in einer horizontalen Ebene und sind resp. um die

unbeweglichen Punete F, G, H, I dieser Ebenen

drehbar. Man soll für dieses System, welches im

Allgemeinen unbeweglich ist (§. 24S), die Bedin-

gung der Beweglichkeit und die dann nöthige Be- jf\

dingung des Gleichgewichtes ßnden.

Auflösung. Seien resp. A, B, C, D die

Begegnungspuncte von a und b, b und c, c und d, ^. g^

d und a. Weil a, b, c, d in verticalen Ebenen be-

weglich sind, so rücken diese Punete, wenn das System beweglich ist,

in verticalen Linien fort. Auf beliebige Punete P, Q, P, S der

Linien a, b, c, d lasse man Kräfte p, q, r, s nach verticalen Rich-

tungen wirken. Dabei seien t, u, v, w die Pressungen, welche in

A, B, C, D auf die Linien a, 5, c, d von den Linien b, c, d, a

(nach verticalen Richtungen) ausgeübt werden, also — t, — w, — v,

— 10 die Pressungen in A, B, C, D von a, b, c, d auf b, c, d, a. Die

Gleichungen für das Gleichgewicht der um F, G, H, I beweglichen

Linien a, b, c, d sind alsdann:

FP .p — FD .w + FA .t =0
,

GQ.q — GA.t + GB.u = (i
,

HR.r — HB .u + HC.v = ,

7*S' .s—IC.v+ID.to=0.
Eliminirt man hieraus die Pressungen t, u, v, indem man in

der ersten Gleichung für t seinen Werth aus der zweiten, hierauf in

der resultirenden Gleichung für u seinen Werth aus der dritten sub-

stituirt, u. s. w. und bezeichnet man noch der Kürze willen die

Momente FP .p, GQ . q, ... der Kräfte p, q, ... mit p^, q^, r^, s^,

so kommt:
,
FA I

,
GBl

,
HG l , ^^ \\\

Hierin den Coefiicienten der noch übrigen Pressung ?<? = ge-

setzt, ergibt sich die Bedingung der Beweglichkeit:

FA GB HC in _
^ ' GA ' HB ' IC ' FD ~ '
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und die rückständige Gleichung:

FA
( ,

GB
l ^

HC W ^

oder

[B) f.p.FP+g.q.GQ + h.r. HR + i . s . IS = i)
.

wo

f:g=GA:FA, 9 : h = HB :GB, h:i = IC: HC
,

ist die alsdann nöthige Bedingung für das Gleichgewicht.

§. 258. Zusätze, a) Die Bedingungsgleichung für die Be-

weglichkeit des Vierecks ABCD kann man noch einfacher, als im

Vorigen, auf folgende Weise finden. Kommen durch Drehung der

Linien a, b, c um F, G^ H die Puncte A, B, C, D in den verti-

calen Linien, worin sie beweglich sind, nach A' , B', 6", D', so ver-

hält sich ofienbar

DD' :AA' = FD.FA
,

AA' : BB' = GA : GB
,

BB' : CC = HB : HC .

Damit nun auch die um / drehbare Linie d durch C und D'

gehen könne, muss sich verhalten:

CC -.DD' = ICID .

Hieraus aber folgt in Verbindung mit den drei vorhergehenden

Proportionen die obige Bedingungsgleichung. — Man bemerke noch,

dass die nachherigen Oerter A' ^ B\ C\ D' von A^ B, C, D abwechselnd

über und unter die horizontale Ebene fallen, wenn, wie in der Figur,

die unbeweglichen Puncte F, G, H, I in den Linien a, b, c, d zwischen

den Begegnungspuncten A^ B^ C, D dieser Linien, nicht ausserhalb der-

selben, liegen. Uebrigens sieht man leicht, dass die BewegKchkeit,

wenn eine solche stattfindet, hier nicht eine unendKch kleine ist,

sondern dass bei der vorausgesetzten unbestimmten Länge der Linien

a, &, c, d die Puncte A, B, C, D jeden beliebigen Abstand von der

horizontalen Ebene erreichen können.

b) Die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht lässt sich auch

durch das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten ent-

wickeln. Sind nämlich P', Q' , K, S' die Oerter, welche die Angriffs-

puncte P, Q, P, S der Kräfte p, cj, r, s nach einer unendlich kleinen

Verrückung des Systems einnehmen, so sind PP', QQ', ÜB,', SS'

vertical, fallen daher mit den Richtungen von p, q, r, s zusammen,

und es ist folglich beim Gleichgewichte:

PP' .p+ QQ; .q-{- RR' .r + SS' .s==Q .
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Nun verhält sich

PP' :AA' = FP :FA ,

AA' : QQ' = GA-.GQ
,

mithin
PP' QQ! = GA.FP.FA.GQ

,

u. s. w., übereinstimmend mit dem bereits Gefundenen.

c) Zu ganz analogen Resultaten wird man geführt, wenn statt

vier Linien, drei oder mehr als vier Linien auf die vorige Weise mit

einander verbunden sind und um unbewegliche Puncte gedreht wer-

den können. Für drei Linien insbesondere, BC, CA, AB, welche

resp. um die Puncte F, G, H drehbar sind, ergibt sich als Bedin-

gung der Beweglichkeit:

FB GC HA _
FC ' GA ' HB ~ '

Nur also, wenn F, G, H in gerader Linie liegen (vergl. §. 232, c),

ist das Dreieck ABC beweglich. Und in der That lässt es sich dann
um die Gerade FGH, als um eine Axe drehen. Die virtuellen Ge-
schwindigkeiten PP', QQ', RR' sind alsdann den Abständen der

Puncte P, Q, R von dieser Axe proportional, und die Gleichung

PP' .j) -f QQ' .q-\- RR' .r = 0,

d. i. die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht, drückt, wie zu

erwarten stand, aus, dass das Moment der Kräfte in Bezug auf die

Gerade, um welche das Dreieck drehbar ist, Null sein muss.

d) Ebenso wie das Dreieck wird auch das Viereck und jedes

andere Vieleck, sobald die unbeweglichen Puncte ihrer Seiten in einer

Geraden liegen, um diese Gerade drehbar. Dasselbe gibt auch die

Bedingungsgleichung zu erkennen, da immer das Product aus den

Verhältnissen, nach welchen die Seiten eines ebenen Vielecks von

einer beliebigen Geraden geschnitten werden, der (negativen) Einheit

gleich ist. Indessen ist diese Beweglichkeit bei Vielecken von mehr
als drei Seiten nur als ein specieller Fall zu betrachten, der sich

dadurch noch auszeichnet, dass das anfänglich ebene Vieleck ein

solches auch während der Bewegung bleibt, und bei einer nur un-

endlich kleinen Bewegung seine Form nicht ändert.

e) Zwischen der jetzigen Aufgabe und der vorhergehenden findet

in gewissem Sinne ein duales Verhältniss statt. Denn so wie

dort die Ecken eines Vielecks in unbeweglichen Geraden beweglich

waren, so sind hier die Seiten eines Vielecks um unbewegliche Puncte

drehbar. Diese Dualität der beiden Aufgaben gibt sich auch in der

Aehnlichkeit der Bedingungsgleichungen (a) und {A) zu erkennen.
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Denn aus der letzteren Gleichung erhält man die erstere, wenn man

die grossen Buchstaben in die entsprechenden kleinen verwandelt und

von den durch af, ag, ... ausgedrückten Winkeln die Cosinus nimmt.

Auf gleiche Art lässt sich aus der Gleichung {B) für das Gleich-

gewicht der auf beliebige Puncte P, Q, .. der Linien a, b, .. und

rechtwinklig auf der Ebene der letzteren wirkenden Kräfte p, q, ..

die Gleichung für das Gleichgewicht der nach beliebigen Richtungen

p, q, .. auf die Puncte A. B, .. und in der Ebene der letzteren wir-

kenden Kräfte P, Q, .. herleiten. Es ist nämlich diese Gleichung:

[b) F.P cosfp -\- G . Q cos (/q -\- H . jR cos hr -]- I.S cos is = ,

wo F: G = cos ga : cos fa, G : H= cos /i b : cos gb, — Den Be-

weis dafür wird man sich leicht selbst entwickeln.

Noch eine Betrachtung, die auf beide Aufgaben gleich anwend-

bar ist, die ich aber der Kürze wegen nur in Bezug auf die letztere

anstellen will, enthält §. 259.

§. 259. Sei ABC (vergl. Fig. 68) das vorhin betrachtete, von

den Linien a, b, c gebildete Dreieck mit den unbeweglichen Puncten

jP, G, H in a, J, c. Diese Puncte sollen

nicht in einer Geraden liegen, und daher

das Dreieck, welches man sich horizontal

denke, unbeweglich sein. Sind nun p, y, r

die an den Puncten P, Q, P der a, b, c

angebrachten Kräfte; t, u, v die dadurch

in A, B, C erzeugten Pressungen von b, c, a

auf c, a, b, und setzt man noch

Fig. 68.

FB
FC
FP
FC

GC
GA
GQ
GA = 9

HA
HB
HP
HB

= h

= h'

.

so hat man, wie in §. 257, die Gleichungen:

fp — ^ +fu = Ü
,

g'q — t + gv = 0,

Hieraus folgt:

9'q-t + g[fp+f[h'r + ht))

h'r — u -\- ht = ^

wo m
9fP + 9'q+f9'^'r = {^ —m)f ,

fgh, und ebenso

hg' q -|- h'r -\- ghf'p = (1 — m) u
,

fh'r +f'p + hfg'q = (1 - m) v .

Wir wollen uns nun über die Art und Weise

(M)

wie sich nach

diesen Formeln die von den Kräften p., q, r entstehenden Pressungen
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t, u, V in A, B, C vertheilen, näher zu belehren suchen. Um unsere

Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Fall zu richten, wollen wir

annehmen, dass, "v^-ie in der Figur, die Puncte F, G, H ausserhalb

B und C, C und A, A und B auf der Seite von B, C, A Hegen. Als-

dann sind /, <7, Jt, folglich auch m, zwischen und 1 enthalten, und
daher /, g, h und 1 — in positiv. Wir wollen ferner die Puncte
P, Q, R mit B und C, C und A, A und B auf einerlei Seite von
F, G, üf Hegend annehmen, so dass/', g' , // positiv werden. End-
lich wollen wir noch die Kräfte j), q, r mit einerlei Zeichen be-

haftet, sie selbst also nach einerlei Seite gerichtet, etwa von oben
nach unten, annehmen. Zufolge der Gleichungen (M) werden dann
auch die Pressungen ^, 2/, v nach unten gerichtet sein.

In Fig. 68 sind für diesen Fall die Linien a, 5, c als Stäbe

gezeichnet worden, die in A^ B^ C dergestalt über einander weg-
gehen, dass sie daselbst, bei den nach unten gerichteten Pres-

sungen t, u, V, gegen einander drücken, nicht von einander sich zu

trennen streben, und wir somit nicht nöthig haben, sie unzertrenn-

Hch mit einander verbunden anzunehmen (§. 189).

Sei nun zuerst j) = , r =
,

g' = 1 , und ^^irke daher nur
auf den Stab b im Puncte A eine Kraft gleich q. Hiermit werden
die Gleichungen (M):

? = (1 — fn) t , hq ^= [\ — m) u
, hfq = (1 — tn) v

,

also t~^ q. Diese Verschiedenheit der Pressung t von der Kraft q
scheint einen Widerspruch zu enthalten. Denn man sollte meinen,

dass, wenn an dem Puncte A des Stabes 5, und sonst nirgend wo
anders am Systeme, eine Kraft q wirkt, die dadurch bei A von h auf

c hervorgebrachte Pressung, sowie die von c auf h rückwärts auso-e-

übte Pressung, eben so gross als q selbst sein müssten. Dieser Schluss

wäre nun allerdings richtig, sobald die Stäbe h und c bloss in A mit

einander verbunden wären. Allein sie sind es noch durch den Stab

a, welcher h und c in C und B berührt, und hierdurch geschieht

es, dass die in A von h auf c zunächst erzeugte und daher gleich q
zu setzende Pressung ^ in B eine Pressung u' von c auf a, diese

in C eine Pressung ^' von a 'auf i, diese in A eine neue Pres-

sung f von h auf c hervorbringt, und so fort im Kreise herum
ohne Ende. Die wirkHchen Pressungen t^ w, v in A, B, C werden

alsdann die Summen jener partiellen Pressungen in denselben Punc-

ten sein.

Die Richtigkeit dieser Vorstellung bewährt sich durch die Ueber-

einstimmung der hiernach sich ergebenden Totalwerthe für t, u, v

mit den vorhin gefundenen. In der That hat man
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u' = ht'
,

v' =fu' , t" = gv' ,

u = ht , V =ju , t =^ gv ,

tu 7 iitr ^111 -C^.'i' ±1111 „».'"u = ht , V =ju , t = gv ,

U. S. W,

folglich

t" —fghü = mt' , t'" = mt" = 7n^t' , t"" = mH' , etc.

f
t =t' -\-f + t'" -\- ... = t' {\ +m ^m'- -h . . .)

=
u = u -\- u +u"' + ... = h [f + t" + t'" 4- ...) = ht

,

z, = ü' + t5" + v'" + ...=/ K + w' + u" + ...) =fht ,

und wenn wir nach dem vorhin Bemerkten noch t' = q setzen

:

1—m 1—m 1 — m

welches die bereits oben erhaltenen Werthe der Pressungen sind.

Lassen wir z. B. A, B, C die Mittelpuncte von HB, FC, GA
sein und drücken auf b in A mit einer Kraft gleich 1, so ist auch

der Druck von b auf c zunächst gleich 1, der dadurch erzeugte

Druck von c auf a gleich ^ ; von a auf b gleich \ ; der somit entstehende

neue Druck von b auf c gleich ^ ; von c auf a gleich ^g, u. s. w. ; also

der vollständige Druck von b auf c gleich 1 +i + ^ + --- = -|, mit-

hin um ^ grösser, als der unmittelbare Druck auf a; der vollstän-

dige Druck von c auf a halb so gross, als der vorhergehende, folglich

gleich 1^, und der von a auf b abermals die Hälfte des von c auf a,

also gleich |.

Ist die Kraft q nicht in A selbst, sondern in irgend einem an-

deren Puncte Q des Stabes b angebracht, so ist sie gleichwirkend

mit einer Kraft -r-—, ? = g'^j deren AngrifFspunct A ist , und die
(jrA

Pressungen sind alsdann die vorigen -—~—
, etc., nachdem sie vor-

her noch mit g multiplicirt worden. Auf ähnliche Art ergeben sich

die Pressungen in A, B, C, wenn auf einen Punct P des Stabes a

eine Kraft p, oder auf einen Punct R des Stabes c eine Kraft r

wirkt. Wenn folglich auf alle drei Stäbe zugleich Kräfte wirken,

so hat man nur für jeden der Puncte A, B, C die von jeder Kraft

besonders herrührenden Pressungen zu addiren, um die daselbst statt-

findende Totalpressung zu erhalten, und man kommt somit zu den

Gleichungen (M) zurück.

Wie sich ähnliche Betrachtungen bei Vierecken, Fünfecken, etc.

anstellen lassen, sieht Jeder von selbst.
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§. 260. Aufgabe. Drei Gerade a, h, c voti unbestimmter

Länge sind in einer Ebene an drei mibeweglichen Puncten jP, G^ H
{vergl. Fig. 62 aufp. 346) verschiebbar., ihre gegenseitigen Durchschnitte

A, B, C aber können nur in den Seiten l, m, n des unbeweglichen

Dreiecks LMN sich bewegen. Die Bedingung zu finden., unter welcher

dieses im Allgemeinen unbewegliche System (§. 24S) eine unendlich kleine

Beioeglichkeit erlangt.

Auflösung. Die gesuchte Bedingung ist offenbar einerlei mit

derjenigen, unter welcher die Seiten des Dreiecks ABC sich um die

Puncte F, G^ H drehen, und die Ecken desselben in Curven fort-

gehen, deren Tangenten /, 7n, n sind. Letztere Bedingung aber, und
folglich auch die erstere, besteht nach §, 232 C) in der Erfüllung

der Gleichung:

BF CG AH^_MA^ NB LC^
FC ' GA ' HB ~~ AN ' BL ' CM '

§. 261. Aufgabe, Man hat ein in einer Ebene bewegliches

Viereck AB CD (vergl. Fig. 69) mit constanten Seitenlängen und ver-

änderlichen Winkeln. Zwei Puncte F und H in zwei einander gegen-

überliegenden Seiten AB und CD sind

unbeweglich, und damit das Viereck

selbst im Allgemeineii unbeweglich

(§. 247, Zus.). Die Lage der Puncte

F und H so zu bestimmen., dass dem

Vierecke noch eine une?idlich kleine

Beweglichkeit übrig bleibt.

Auflösung. Man lasse auf be-

liebige Puncte der Seite AB Kräfte j^'

wirken, deren Moment in Bezug auf
pj

F gleich 2^1 sei; desgleichen bringe

man irgendwo an CZ> Kräfte an, deren Moment in Bezug auf H, r^

heisse. Die Pressungen, welche deshalb die Seite DA in D und A
auf die Seiten CD und AB ausübt, und welche in der Richtung
von DA einander gleich und entgegengesetzt sind, nenne man t

und — t: die Pressungen von BC auf die Enden B und C von AB
und CD seien ebenso gleich v und — v. Alsdann hat man für das

Gleichgewicht

der Seite AB: 2^1 — FA .t.s'm A -\- FB . v . sin B ==
,

der Seite CD.r^ — HC. v. sin C + HD . t . sin D = .

Aus diesen zwei Gleichungen, durch welche das Gleichgewicht

des ganzen Systems ausgedrückt ist, eliminire man die eine der
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beiden Pressungen t und v, und setze den Coefficienten der anderen

gleich Null, oder setze 2^^ und 7\ Null und eliminire hierauf das Ver-

hältniss t : v, so kommt

:

FA . HO. sin A. sin C = FB . HD . sin ^ . sin D
,

als die gesuchte Bedingung der Beweglichkeit.

§. 262. Zusätze, a) Die gefundene Bedingung lässt sich noch

ungleich einfacher darstellen. Wird nämlich FH von DA in K
und von BO in L geschnitten, so ist

FA . sin ^ = FK. sin K , FB .sinB= FL . sin L
,

HC . sin C = HL .sin L ,
HD . sin D = HK. sin K

.

Hiermit wird die Bedingungsgleichung:

FK. HL = FL . HK
,

mithin FK: HK = FL : HL
;

die Puncte K und L müssen folglich identisch sein, d. h. die zwei

Seiten DA, BC und die Gerade FH durch die zwei unbeweglichen

Puncte müssen sich in einem Puncte K schneiden.

h) Dass nur unter dieser Bedingung das Viereck um ein unend-

lich Weniges beweglich wird, kann auch aus dem im §. 228, b be-

wiesenen Satze gefolgert werden, wonach, wenn C und D statt F
und H unbeweglich angenommen werden, bei einer unendlich kleinen

Veirückung des Vierecks jeder Punct F der Seite AB ein Linien-

element beschreibt, welches auf der von F nach dem Durchschnitte

K der beiden anderen Seiten geführten Geraden normal ist. Denn

soll das Viereck um F und H bewegt werden können, so muss es

auch, wenn F frei gelassen wird, um C und Z>, als unbewegliche

Puncte, so beweglich sein, dass die Länge von HF unverändert

bleibt, dass folglich F ein auf HF normales Element beschreibt;

und da dieses Element zufolge des angeführten Satzes auch auf FK
normal ist, so müssen H, F und K in einer Geraden liegen.

c) Das Viereck AB CD mit den zwei Puncten F, H in den

Seiten AB, CD ist vollkommen bestimmt und kann construirt wer-

den, wenn die Längen der sieben Linien AB, BC, CD, DA, AF,

DH, FH gegeben sind. Lässt man nur sechs dieser Längen ge-

geben sein und construirt mit ihnen das Viereck so, dass sich DA,
BC, FH in einem Puncte schneiden, so hat dabei die siebente un-

bestimmt gelassene Länge ihren grössten oder kleinsten Werth (§. 252).

Dies führt uns zu folgenden zwei Sätzen:

1) Bei einem Vierecke FBCH mit constante7i Seitenlangen und

veränderlichen Winkeln ist der gege7iseitige Abstand AD zweier gege-
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henen Funde A und D in zxcei gegenüberliegenden Seiten FB und

CH ein Maximum oder Minimum^ wenn die Gerade AD den Durch-

schnitt K des anderen Faares gegenüherliegender Seiten B C U7id

HF trifft.

2) Hat man ein Viereck FBCH mit constanten Seitenlängen und

veränderlichen Winkeln., und heivegt sich bei Veränderung der Winkel

ein Punct D in der Seite CH so, dass seiti Absfand AD von einem

bestimmten Puficte A in der gegenüherliegenden Seite FB unveränderlich

bleibt., so ist HD., soicie auch CD, ein Maximum oder Minimum,

wenn AD, BC und HF sich in einem Puncte begegnen.

§. 263. Bei dem um F und H beweglichen Vierecke AB CD
wollen wir jetzt noch die Bedingung des Gleichgewichtes unter-

suchen.

1) Wirken auf AB und CD Kräfte, und sind ihre Momente
rücksichtlich der Puncte F und üZ" gleich jo^ und r^, so ist nach §. 261

bei stattfindender Beweglichkeit zum Gleichgewichte nöthig, dass

^, . HD . sin Z) + r, . i^^ . sin ^ = ,

oder kürzer, dass

p,.HK+ r, .FK=0 .

Es folgt hieraus zunächst, dass, wenn von den zwei Momenten

p^ und ;\ das eine Null ist, auch das andere Null sein muss. "Wirkt

daher auf die eine der beiden Linien AB und CD, et^va auf CD,
gar keine Kraft, so muss das Moment der an AB angebrachten

Kräfte in Bezug auf den unbeweglichen Punct F von AB Null sein.

Dasselbe erhellt auch schon daraus, dass die unendlich kleine Be-

wegung von AB um F durch den übrigen Theil des Systems nicht

gehindert wird, und dass folglich, wenn bloss auf ^5 Kräfte wirken,

diese unter denselben Bedingungen im Gleichgewichte sind, als wenn

die übrigen Seiten des Vierecks gar nicht vorhanden wären.

Umgekehrt lässt sich mittelst dieser einfachen Bemerkung sehr

leicht die Bedingung für die Beweglichkeit des Vierecks herleiten.

Denn ist es beweglich, und bringt man an ^^ in ^ und B nach

den Richtungen AD und BC zwei Kräfte p und p an, welche im

Gleichgemchte sind, so müssen sie sich wie die von F auf B C und

AD gefällten Perpendikel, also wie FB.sinB zu i^.4 . sin ^ ver-

halten. Die Kräfte p und p' werden aber noch im Gleichgewichte

sein, wenn man sie nach denselben Richtungen AD und ^C in D
und C anbringt. Da sie nun alsdann aus demselben Grunde, wie

vorhin , in dem Verhältnisse von HC . sin C zu HD . sin D stehea

müssen, so muss sich verhalten

Möbius Werke 111. 25
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FB .sin B: FAsm.A = HC . sin C : HD . sin D
,

welches die zu Ende des §. 261 gefundene Gleichung gibt.

2) Ist an einer der beiden Seiten DA und BC des Vierecks,

z. B. an B C, in einem beliebigen Puncte Q nach der Richtung Q T
eine Kraft g angebracht, so zerlege man dieselbe, um ihre Wirkung

zu schätzen, in zwei andere q' und q" nach den Richtungen B C und

QO, wo der Durchschnitt von AB mit CD ist. Die Kraft q"

nach der Richtung Q lässt sich ferner in zwei andere auf B und C
nach BD und CO wirkende zerlegen, und ist daher von gar keiner

AVirkung, weil in ^ und C die unbeweglichen Puncte F und H
liegen. Die nach QT gerichtete Kraft q ist folglich gleichwirkend

, ^ ^ . , ^^ . , sin TQ
mit der nach B C gerichteten Kraft q ^= q ——jtttti •^ sm C Q,U

3) In dem besonderen Falle, wenn AB und CD parallel sind,

wii-d es auch Q mit AB ,
und daher q' = q . sin {A B^q) : sin B.

Alsdann ist folglich die Intensität von q' bloss von der Intensität von

q und von dem Winkel AB'^q abhängig, d. h. die Wirkung einer

an BC im. Puncte Q angebrachten Kraft q bleibt ungeändert, wenn

die Kraft parallel mit ihrer Richtung an irgend einen anderen Punct

von BC verlegt wird.

Dasselbe folgt auch unmittelbar aus der Theorie der Kräfte-

paare. Denn 'wirken auf zwei Puncte der Seite B C, oder überhaupt

auf zwei Puncte in der Ebene des Vierecks, die mit dieser Seite in

fester Verbindung stehen , zwei Kräfte q und q^ , welche ein Paar

ausmachen, so kann man statt desselben ein z^'eites Paar setzen,

dessen Moment dem des ersten gleich ist, und dessen Kräfte, in B
und C angebracht, in die Parallelen AB und CD fallen. Letzteres

Paar aber ist von keiner Wirkung, weil A B und C J) die unbeweg-

lichen Puncte F und H enthalten. Mithin kann auch das erstere

Paar keine Bewegung hervorbringen, und es ist folgKch q mit — q^

gleichwirkend.

Ebenso wird bewiesen, dass zwei parallele Kräfte, deren An-

griffspuncte mit AD fest verbunden sind, einander gleiche Wir-

kungen haben. — Zum Gleichgewichte zwischen Kräften, deren

Angriffspuncte zum Theil mit BC und zum Theil mit AD fest ver-

bunden sind, wird daher nur erfordert, dass, nachdem man sie

parallel mit ihren Richtungen, die einen an B, die anderen an A,

^verlegt hat, ihrer aller Moment in Bezug auf F Null ist.

4) Wenn nicht allein AB mit CD, sondern auch BC mit DA
parallel ist, so geht das Viereck in ein Parallelogramm über, und

wird beweglich, wenn die Linie durch die unbeweglichen Puncte

gleichfalls mit BC und DA parallel ist. Diese Beweglichkeit ist
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Fig. 70.

aber nicht mehr unendlich klein, sondern endlich, weil nach einer

unendlich kleinen Drehung um i^ und H die Vierecke AC, AH
und FC noch Parallelogramme sind, und daher die Bedingung der

Beweglichkeit durch die Drehung nicht verloren geht.

Zwei auf A und B nach AD und BC wirkende Kräfte, also

auch zwei Kräfte, die parallel mit jenen auf zwei fest mit AD und
B C verbundene Puncto wirken, sind hierbei im Gleichgewichte, wenn
sie sich wie BF zu. FA verhalten. Bringt man daher FH und da-

mit auch die Seiten DA und B C in verticale Lage, befestigt an
diese Seiten irgendwo, in S und Q,

zwei horizontale Arme und hängt

an dieselben zwei resp. mit BF
und FA proportionale Gewichte,

so halten sich letztere das Gleich-

gewicht und können ohne Störung

desselben an den Armen hin und

her geschoben werden (vgl. Fig. 70).

Man nennt diese Einrichtung die

Roberval'sche Wage, nach

ihrem Erfinder Roberval, einem

französischen Mathematiker des

17. Jahrhunderts. Da an ihr zwei Gewichte, wenn sie einmal im
Gleichgewichte sind, in jeden beliebigen Entfernungen von den un-
beweglichen Puncten darin verharren, während bei der gewöhnlichen

Wage Gleichgewicht nur dann stattfindet, wenn sich die Gewichte
umgekehrt, wie ihre Entfernungen vom Drehungspuncte verhalten, so

hat man diese Maschine als ein statisches Paradoxon aufgestellt.

Am einfachsten lässt sich das Gesetz des Gleichgewichts an der-

selben mit Hülfe des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten er-

klären. Denn jeder mit der Seite AD oder BC fest verbundene

Punct beschreibt bei der Drehung des Parallelogramms AC um F
und H einen Weg, der dem Wege von resp. A oder B gleich und
parallel ist. Wird daher für zwei an A und B angebrachte Kräfte

die Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten erfüllt, so geschieht

ihr auch Genüge, wenn man die Kräfte parallel mit ihren anfäng-

lichen Richtungen an beliebige andere Puncto verlegt, die gegen
AD und BC eine unveränderliche Lage haben.

§. 264. Aufgabe. Die Bedingung für die unendlich kleine

Beweglichkeit eines ebenen Sechsecks mit constanten Seitenlängen und
veränderlichen Winkeln zu ßnden, bei welchem eine Seite um die a7i-

dere einen unbeweglichen Punct enthält.

25*
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Auflösung.

Die Puncte G, H,

Sei ÄBCDEF (vergl. Fig. 71) das Sechseck.

/ der Seiten AB, CD, EF seien unbeweglich,

und damit das Sechseck selbst

im Allgemeinen unbeAveglich

(§. 247, Zus.). An willkürlichen

anderen Puncten derselben drei

Seiten bringe man Kräfte in

der Ebene an. Die Momente

derselben in Bezug auf G, H, I

seien p^, q^, 7\\ nämlich p^

das Moment der auf AB wir-

kenden Kräfte in Bezug auf

G, u. s. w. Die Pressungen,

welche die Z^vischenseiten B C,

DE, FA in ihren Endpuncten

auf jene ersteren Seiten aus-

üben, seien t, u, v in B, D, F, und daher — t, — u, — v in C, E, A.

Die Gleichungen für das Gleichgewicht der Seiten AB, CD, EF
sind alsdann

jOj — V . GA . sin A -^ f

q^ — t . HC . sin C -f- u

7\ — u . IE . sin i? + V

und hieraus ergibt sich sogleich die gesuchte Bedingung der Beweg-

lichkeit, wenn man p^, q^, i\ Null setzt und sodann die zwei Ver-

hältnisse zwischen t, u, v eliminirt, nämlich:

GA HC IE _ sin B sin D sin F
~GW ' ITD ' JW~ sin A ' sin C '

sin E
'

GB . sin j5 =
HD . sin Z> =
IE . sin i^ =

§. 265. Zusätze, a) Nimmt man die Seite FA hinweg, so

wird die Fignr vollkommen beweglich, und die erhaltene Gleichung

ist nunmehr die Bedingung, unter welcher der gegenseitige Abstand

der Puncte F und A am grössten oder kleinsten vdxd. Fügt man

die Linie FA von constanter Länge wieder hinzu, lässt aber ihren

Endpunct A nicht mehr mit der Linie BG in A fest verbunden,

sondern darin beweglich sein, so erhält die Figur gleichfalls Beweg-

lichkeit, und die Linie AG, sowie AB, wird unter derselben Be-

dingungsgleichung ein Maximum oder Minimum.
b) Sind K, L, M die gegenseitigen Durchschnitte von AB, CD,

EF, so ist:

sini^ _ AK_ sin^ _ CL sin D _ EM
^iiTIl

"~ FK ' sin C ~" BL ' sin E "" DM '
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und man kann damit die Bedingungsgleichung auf folgende Weise

darstellen

:

KA GB LC HD ME IF _
AG ' BL ' CH ' DM ' EI ' FK^

Bestimmt man daher in AB, CD^ EF drei Puncte G^, Hi, /^,

von denen G^ mit K, A, G, B, L; H^ mit L, C, H, D, M\ 7^ mit

M, E, /, F, K eine sogenannte geometrische Involution bildet, d. h.

welche so liegen, dass

KA GB^ LG, _ _ LC HD MH, _ _
AM ' BT G,K

~
' CH ' DM ' H,L

~

ME IF KI. -1
,EI ' FK I,M

so zieht sich die Bedingungsgleichung zusammen in:

KG, LH, MI, _ _
G~L • H;M • l~K'~

und gibt somit zu erkennen, dass G^i, H„ I, in einer Geraden liegen

müssen*),

§. 266. Aufgabe. ABCD (vergl. Fig. 72, a) ist ein in einer

Ebene bewegliches Viereck mit constanten Seitenlängen und veränder-

lichen Winkeln. F, 6r, H, I sind vier unbeweg-

liche Puncte in der Ebene, denen resp. die Seiten

AB, BC, CD, DA zu begegnen genöthigt sind,

so dass jede Seite um den ihr zugehörigen Punct

sowohl gedreht, als an ihm verschoben werden

kann. Hiermit ist das Viereck selbst im All-

gemeinen unbeweglich (§. 249). Die Bedingung

zu finden, U7iter welcher es einer unendlich klei-

nen Bewegung fähig icird.

Auflösung. Heissen u, ß, y, d die Winkel, welche die Seiten

*) Die drei Puncte G,, H„ ly können durch folgende Construction gefunden

werden. Seien iV und O die Durchschnitte von BC mit FA und FG, und P
der Durchschnitt von EF mit LO, so ergibt sich (9i als der Durchschnitt von

AB mit NP. Denn die Seiten des Dreiecks OPF schneiden AB in K, G, L,

und die drei Geraden von N nach den drei Ecken O, P, F desselben treffen AB
in B, G„ A (Baryc. Calcul, §. 291, p. 380 des ersten Bandes der vorliegenden

Ausgabe). Aehnlicher Weise lassen sich auch H, und I, finden.

Umgekehrt kann man, wenn G, gegeben ist, den Punct G durch Ziehung

der Geraden GyNP, POL und OGF bestimmen. Sind daher von den drei un-

beweglichen Puncten G, H, I irgend zwei, etwa II und I, gegeben, und soll der

dritte so bestimmt werden, dass das Sechseck beweglich wird, so bestimme man

mit H und / die Puncte S, und I„ verbinde letztere durch eine Gerade, welche

A B in G, schneide, und suche mit G, den Punct G.
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AB, B C, CD, DA nach den damit zugleich ausgedrückten Rich-

tungen mit einer willkürlich in der Ebene gezogenen festen Axe
machen. Auf die vier Ecken A, B, C, D lasse man in der Ebene resp.

die Kräfte p, q, r, s wirken. Hierdurch erleiden die Seiten AB, BC,
CD, DA in F, G, H, I von den daseUbst befindlichen unbeweglichen

Puncten Pressungen, welche auf den Seiten selbst normal sind und
daher mit der festen Axe die Winkel 90" + a, 90° + ß, 90° —

/,

90° — 6 machen. Man bezeichne diese Pressungen resp. mit 2t, 2u,

2v, 2iü, so dass die Pressung 2t positiv zu nehmen ist, wenn ihre

Richtung in der That durch 90° + a bestimmt wird, negativ, wenn
sie die entgegengesetzte ist, u. s. w.

Das Gleichgewicht dauert nun fort, wenn wir die unbeweglichen

Puncte F, G, ... weglassen und dafür den Pressungen 2t, 2u, ...

gleiche Kräfte nach den Richtungen 90° + u, 90° -\- ß, ... an den-

selben Stellen F, G, ... der Seiten anbringen; es dauert noch fort,

wenn wir jede dieser Kräfte in zwei mit ihr parallele zerlegen, welche

auf die Endpuncte der jedesmaligen Seite wirken. "Wir zerlegen

daher 2^ in die zwei damit parallelen Kräfte an A und B:

FB ^ AF
.-^ 2t = [V-\-d]t und —r^ •2t = [\ — a)t

,JxH AB
wenn

^^ = -1- (14- a), folglich £^ = 1 (1 _ a)

gesetzt wird, und wo daher

FB — AF
BA =^

ist. Setzen wir ebenso

GC—BG - HD—CH lA — DI
~-BC~-=^^ CD— = '^ DA =^'

so ist die Kraft 2 u gleichwirkend mit den zwei ihr parallelen Kräften

(1 -j- b) u und (1 — b) u an B und C, u. s. w.

Hiernach haben wir es jetzt mit einem Vierecke zu thun, dessen

Ecken allein der Wirkung von Kräften ausgesetzt sind; nämlich auf

A wirken die Kräfte p, (1 — d) iv, (1 -\- a) t; auf B die Kräfte q,

(1 — a) t, (1 -\- b) u; u. s. w., und es sind nunmehr die Gleichungen

für das Gleichgewicht dieses Systems zu entwickeln. Da wir aber

nur die Bedingung der unendlich kleinen Beweglichkeit suchen

wollen, so können wir in diesen Gleichungen die ursprünglichen

Kräfte p, q, r, s auch weglassen und somit auf A bloss die Kräfte

{\—d)io und [i + d)t nach den Richtungen 90" -f- (5 und 90° -h «;

an B bloss die Kräfte (1 — d) t und (1 + b) u nach den Richtungen
90° -\- a und 90° -\- ß; u. s. w. wirkend annehmen. Die Elimination
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von t^ u, V, w aus den Gleichungen für das Gleichgewicht dieser

Kräfte wird uns hierauf zu der gesuchten Bedingung hinführen.

Die Gleichungen selbst sind nach §. 220 zu Ende:

/(l —d)w sin (90° ^ö— d)+{\+a)t sin (90° + « — ö)\ sin [ß— a)

l{\ —a)tsm (90° + a— /J) + (1 + b)u sin (90° -\- ß— ß)] sin («— d)
,

d. i.

(1) t [sin {ß— 2a-\-d)-\-a sin {ß— ö)]

= (1 4- 5) w sin (a ^— (5) — (1 — d) w sin [ß — a)
,

und eben so noch drei andere Gleichungen, die sich schon aus (1)

durch gehörige Vertauschung der Buchstaben ergeben, nämlich:

(2) u [(sin 7 — 2/i + «) + i sin {y — «)]

= (1 + c) V sin iß — a) — {1 — a) t sin [y — ß] ,

u. s. w. Statt der dritten und vierten Gleichung aber wollen wir

diejenigen zwei bei weitem einfacheren Gleichungen gebrauchen,

welche ausdrücken, dass die acht Kräfte (1 ± a) t, (l ± h)u, etc.,

wenn sie parallel mit ihren Richtungen 90°-f-ß, 90° + /?, etc. an
einen und denselben Punct getragen werden, einander, — obwohl
eigentlich den Kräften p, q, r, s, — das Gleichgewicht halten. Diese

zwei Gleichungen, die aus jenen vier Gleichungen durch gehörio-e

Verbindung derselben ebenfalls hervorgehen müssen, sind:

t sin a -\- u sin ß -\- v sin y -\- w sin ^ = ,

t cos a -{- u cos ß -\- V cos y -{- w cos 6^0,
wofür wir, das einemal w, das anderemal v eliminirend, auch setzen:

können

:

(3) V sin {d— y) = i sin (a— ö) -\- u sin [ß — ö) ,

(4) w sin {ö— y) = t sin (/— a) Ar u sin [y— ß) .

Es ist nun noch übrig, aus (]), (2), (3), (4) die drei Verhältnisse

zwischen t, u, v, w wegzuschaffen. Die Substitution der Werthe von
w und V aus (4) und (3) in (1) und (2) verwandelt letztere zwei
Gleichungen in:

(5) Tt + Uzt = , (6) T't + U'u = ,

•

^o ^ ^ ^giji (^i _ 2a + (5) + a sin [ß - d)] sin {d— y)

+ (1 — d) sin {y— a) sin [ß— a),

U =— [\+h) sin (ß— 6) sin [d — y)-\-{i — d) sin (/— ß) sin [ß— a),

T' = —{\ + c) sin («— d) sin [ß — a) -\- {\ — a) sin (/— ß) sin [6 — y),

U' = [sin [y—2ß + a)+h sin (/— a)] sin [d— y)— (1 + c) sin (/?— ö) sin [ß— a) .
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Zufolge der bekannten Formel

(*) sin/ sin [g — h) -\- sin g sin {h—f) = sin h sin {g
—

f)

ist aber

sin (/— a) sin (/i— cc) -\- sin {ß— 2 a + (5) sin [6— y)

= sin {d— a) sin {ß— a -{- d— y) ,

sin {y— ß) sin [ß— «) + sin (/— 6) sin {«— d)

= sin (a— ä -{- y— ß) sin [ß— d)
,

sin [ö — /) sin (/— ß) -\- sin {ö— a) sin {ß— a)

= sin (ß— a -{- ö— y) sin {y— a)
,

sin {d— y) sin (/— 2ß -{- a) + sin {d — ß) sin {ß— a)

= sin {ß— a -1- J— y) sin {y — ß) .

Setzen wir daher zur Abkürzung:

sin (a — ß) = -4j sin {ß — 7) = ^) sin (/— ^) == C, sin {6— cc) = D,

sin (« — /)= jP, sin {/? — 6) = G, &in {a — ß -{- y — Ö) = M
,

so wird
T =— MD — aCG— dAF

,

U= MG — lCD— dAB ,

T'= MF—aBD—cAD ,

U'= MB-\-hCF + cAG .

Aus (5) und (6) folgt nun nach Elimination des Verhältnisses t : u

(7) T' Z7— TU' = .

Vermöge der eben aufgestellten Werthe von T, U, T' , U' aber

ergibt sich

T'U— TU' = {M^ -{-ab. C^ -^ cd . A^) [FG + BD)
+ [ac. G^ -\- ad . B^ + bc . D^ + bd . F'') AC

\

und da, wie man mit Hülfe der Formel (*) leicht findet,

FG + BD= CA
ist, so reducirt sich die Gleichung (7) auf:

O^M''-\-cd.A^+ad . B- ^ ab . C^ + bc . D--\-bd . F^ -{-ac . G*.

Dividirt man noch mit ab cd und setzt für 31, A, B, ... die

damit bezeichneten Sinus, so erhält man folgende durch ihre Form
in der That merkwürdige Gleichung:

^ ^ sin{a—ß+ y—ö)^ sin(a— ^j)- sin jß—y)'- sinjy— d)-

aöcd ab bc cd

sin ((5— a)- sin (a— ;')- sin(/i— 6)'^

H -j
1

1 -j—, ?

da ac bei

als die Bedingung, unter welcher das Viereck um ein unendlich

Weniges beweglich wird.
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§. 267. Zusätze, a) Ist das Viereck ein Parallelogramm, so

hat man 7 = 1S0° + «, (5 = 180° + ß, und die Gleichung wird

^^sin2i«-«^ / 1 1 1 1\ .^

aöca \ao bc cd da]
d. i.

= 4 cos (a— ßf J^[a^c)[h^d) .

Ist das Parallelogramm ein Rechteck, so ist noch u — /?=90°,
also

= (« + c) [h + d)

die Bedingung der Beweglichkeit, und es muss folglich entweder

a -h c = 0. oder i + c/ = sein.

h) Weil

FB— AF AB— 2AF ^ 2HD—CD
""= AB = AB ^^•^"^ CD '

so ist

1HD 2AF
''^' = -CW--AB •

Nimmt man nun die Linien AB und CD nach den ehenso ausge-

drückten Richtungen mit einerlei Zeichen, so sind beim Rechtecke

(so wie heim Parallelogramm) AB und CD einander gleich, auch dem
Zeichen nach. Die Gleichung für die Beweglichkeit: a + c = 0, wird

hiernach identisch mit HD= AF, und zeigt dadurch an, dass die Gerade

i^i? mit den Seiten B C und DA parallel sein muss (vergl. Fig. 72, h).

Dass unter dieser Bedingung das Rechteck sich

um ein unendlich Weniges verrücken lässt, ist

leicht einzusehen. Dreht man nämlich die Seite

AB um einen unendlich kleinen Winkel um den

Punct i^, so verschieben sich BCund.DA an

G und /, ohne sich zu drehen, rücken also in

sich selbst fort, und die Seite CD dreht sich

um H um denselben Winkel und nach der-

selben Richtung, wie AB.
Ebenso wird durch die Gleichung h -\- d = der Parallelismus

von Gl mit AB und CD ausgedrückt. In diesem Falle besteht

die Verrückung des Vierecks darin, dass sich BC und DA um G
und / drehen, während sich AB und CD an F und G verschieben.

c) Sind F, G, H, I die Mittelpuncte der Seiten AB, BC, CD,
DA so sind

a = 0, b = , c = , d= :

In diesem Falle reducirt sich die allgemeine Gleichung auf

sin {a — ß + y — 6) = 0,

Fig. 72, 6.
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und gibt damit zu erkennen, dass die Summe zweier gegenüber-

lieo-ender Winkel des Vierecks zwei oder vier rechten Winkeln gleich

sein muss, dass also um das Viereck ein Kreis beschrieben werden

können muss. Und in der That, ist AB CD ein in einem Kreise

beschriebenes Viereck, und nimmt man in dem Kreise nach einerlei

Seite zu die Bögen AA', BB', CC", DD' einander gleich und un-

endlich klein, so sind die Geraden AB und A'B', ^C'und B' C", etc.

paarweise einander gleich und halbiren sich gegenseitig.

Sechstes Kapitel.

Vom Grleichgewiclite an Ketten und an

vollkommen biegsamen Fäden.

§. 268. Die einfachste Art, auf welche mehrere Körper mit

einander verbunden sein können, besteht darin, dass von ihnen, in

einer gewissen Ordnung genommen, jeder mit dem nächstvorher-

gehenden und dem nächstfolgenden, keiner also mit mehr als zweien

der übrigen, verbunden ist. Ein solches System, bei welchem übrigens

noch vorauszusetzen ist, dass je zwei mit einander verbundene Körper

noch gegenseitige Beweglichkeit haben, indem sie sonst als ein ein-

ziger Körper zu betrachten wären, nennt man eine Kette, die ein-

zelnen Körper selbst die Glieder der Kette. Ist der letzte Körper

noch mit dem ersten verbunden, so heisst die Kette geschlossen.

In dem Vorhergehenden sind dergleichen Systeme schon oft in

Betracht gezogen worden. Denn jedes Vieleck, als ein System in

gcAvisser Folge paarweise mit einander verbundener gerader Linien,

ist eine solche Kette. Von diesen Betrachtungen werden sich die

nun folgenden hauptsächlich dadurch unterscheiden, dass wir jetzt

die Glieder einer Kette nach allen Dimensionen unendlich klein und

in unendlicher Zahl annehmen, und somit die Kette in einen un-

endlich dünnen und vollkommen biegsamen Faden übergehen lassen.

§. 269. Aufgabe. 3Iau Jtaf eine Reihe frei beweglicher Kör-

per, von denen Jeder mit dem nachstvorhergellenden und dem nächst-

folgenden in einem Puncte terhimden ist. Die Bedingungen des Gleich-
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gerneJites zu finden ^ wenn auf den ersten Körper der Reihe eme Kraft
P und auf den letzten eine Kraft Q wirkt.

Auflösung. Seien m,, m, t}i, m", ... (vergl. Fig. 73) unmittel-

bar auf einander folgende Körper der Reihe; A, A', A", ... die

Berührungspuncte von m, mit m, von m mit m', . . . . Man setze in

A an m, und m die Pressungen oder Gegenkräfte T und — T, in

A' an m und m' die Gegenkräfte J" und — J", in A' an m' und m"
die Gegenkräfte T" und — T", u. s. w. Da nun auf m ausser den

Pressungen — T und T' keine weitere

Kraft wirkt, so müssen sich — T und T' f \r ^//V"^ /\
allein das Gleichgewicht halten und daher T 7V v\ TV )
einander gleich und direct entgjeorenffe- t.- .,,O O O ö Flg. 73.

setzt sein. Dasselbe gilt auch von den

Pressungen — T' und T", welche m erleidet, desgleichen von den

auf m" wirkenden Pressungen, u. s. w. Sämmtliche Pressungen

T, T\ T", ... sind daher einander gleich, und ihre Richtungen

fallen nebst den Berührungspuncten A, A', A", ... in eine und die-

selbe Gerade. Ist nun etwa w?, der erste und m" der letzte Körper
der Reihe, so muss an m, die Pressung T mit der Kraft P, und an

m" die Pressung — T" mit der Kraft Q im Gleichgewichte sein.

Dies führt zu folgenden zwei Bedingungen für das Gleichgewicht

des ganzen Systems

:

1) Die Berührungspuncte der Körper müssen in einer Geraden
liegen.

2) Die zwei Kräfte P und Q müssen in dieser Geraden nach
entgegengesetzten Richtungen wirken und einander gleich sein.

§. 270. Das Gleichgewicht jedes einzelnen Ghedes der eben

betrachteten Kette, und mithin das Gleichgewicht der ganzen Kette

selbst, ist sicher, oder unsicher, jenachdem die zwei Kräfte am An-
fang und Ende derselben die Glieder von einander zu entfernen

streben, oder sie gegen einander drücken. Im letzteren Falle wächst

die Unsicherheit des Gleichgewichtes mit der Anzahl der Glieder,

so dass bei physischen Körpern, obschon sich diese nicht in mathe-

matischen Puncten, sondern in kleinen Flächen berühren, auch

gegenseitigen Reibungen unterworfen sind, ein solches Gleichgewicht

nur dann noch erhalten werden kann , wenn die Anzahl derselben

sehr gering ist. Bei einer Reihe unendlich vieler und unendlich

kleiner Körper, d. i. bei einem vollkommen biegsamen Faden, kann
daher von einem unsicheren Gleichgewichte nicht mehr die Rede
sein.
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Die Bedingungen für das Gleichgewicht eines viollkommen hieg-

samen und frei heiceglichen Fadens, auf dessen Enden zwei Kräfte

wirken, sind demnach

1) dass der Faden eine gerade Linie bildet, und

2) dass die Kräfte einander gleich sind und, nach entgegengesetzten

in die Fadenlinie fallenden Richtungen icirkend, die Fnden der Linie

von einander zu entfernen streben.

Die Pressungen oder die Kräfte , mit denen bei diesem Gleich-

gewichte je zwei nächstfolgende Elemente des Fadens auf einander

wirken, sind zufolge des §. 269 den Kräften an den Enden des Fa-

dens gleich und so gerichtet, dass die Elemente nicht gegen einander

drücken, sondern in der Richtung der Fadenlinie sich von einander

zu trennen suchen; es sind daher keine eigentlichen Pressungen,

sondern Spannungen (§. 200) — so wie auch bei jedem anderen

Systeme von Kräften, welche an einem Faden im Gleichgewichte

sind, die Elemente des Fadens, wegen der Unmöglichkeit eines un-

sicheren Gleichgewichtes, nur spannend auf einander wirken können.

Beim Gleichgewichte zwischen zwei Kräften, welche an den Enden

eines freien und vollkommen biegsamen Fadens angebracht sind, herrscht

also in Jedem Puncte des Fadens eine Spannujig , deren Bichtung in

die Fadenlinie fällt, und deren Intensität der gemeinschaftlicheii In-

tensität der beiden Kräfte gleich ist.

§. 271. Wir wollen jetzt die in §. 269 untersuchte Kette nicht

mehr vollkommen frei beweglich, sondern der Bedingung unter-

worfen sein lassen, dass ihre Glieder eine unbewegliche Fläche
berühren. Mit Beibehaltung der obigen Bezeichnungen seien noch

B, B',... (vergl. Fig. 74) die Berührungspuncte der Glieder m, m',...

mit der Fläche, und B, B', . . . die daselbst

von letzterer auf erstere ausgeübten Pres-

sungen. Halten sich nun zwei auf das

erste und letzte Glied wirkende Kräfte

das Gleichgewicht, so müssen an jedem

Mittelgliede besonders die Spannungen,

welche es von dem vorhergehenden und

folgenden Gliede erleidet, und die von der Fläche auf dasselbe

erzeugte Pressung im Gleichgewichte mit einander sein. Die drei auf

der Oberfläche von m in A, A' und B zu errichtenden Normalen,

als die Richtungen der auf m wirkenden Kräfte T. T' und R,

müssen sich folglich in einem Puncte C schneiden und in einer

Ebene liegen, und es muss sich verhalten

T.T' :B = sin BCA' : sin A CB : sin A CA' .
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Auf gleiche Art treffen wegen des Gleichgewiclites von m! die drei

in A ^ A' und B' auf m! zu errichtenden Normalen in einem Puncte

C zusammen und liegen in einer Ebene, und man hat

T : T" : R' = sin B'CA' : sin AC'B' : sin AC'A'
,

folglich in Verbindung mit dem Verhältnisse zwischen T und T'

:

I^ _ sin BCA sin B'CA'
T" "~

sin A CB '

sin AC'B'
und ähnlicher Weise:

T sin BGA sin B'CA' sin B"CA"
T" sin ACB sin AC'B' sin A'C'B" '

und ebenso ergibt sich das Verhältniss auch zwischen irgend zwei

anderen Spannungen, folglich auch das Verhältniss zwischen P und Q,

indem die Spannung des ersten Gliedes der Kette durch ein vorher-

gehendes Glied die Kraft P, und die Spannung des letzten Gliedes

durch ein folgendes die Kraft Q vertritt. Ist folglich m das erste

Glied und m*°) das letzte, CA die Richtung von P und (7^°^ ^(n + i)

die Richtung von Q, so hat man:

P _ sin ^ CA sin B'CA" sin ^^°) (7^°) ^(° + 1)

Q~ sin ACB ' sin AC'B' '
'

' suTÄ^W^^^Bi^^
'

Die Beding2mge7i des GleichgeicicJites bestehen daher gegetiwärtig

darin

:

1) dass die Normalen in der Berührung des ersten {^letzten) Glie-

des mit der unbeweglichen Fläche und mit dem zweiten [vorletzten)

Gliede und die Richtung der Kraft P (Q) m ei7ier Ebene liegen und
sich in einem Puncte schneiden;

2) dass ebenso die Normalen in der Berührung jedes Mittel-

gliedes mit dem vorhergehenden und folgenden Gliede und mit der

Fläche in einer Ebene liegen und in einem Puncte zusammentreffen, und

3) dass zicischen den Intensitäten von P und Q das eben gefun-

dene Verhältniss zwischen den Sinus der von den Normalen und den

Richtungen von P und Q gebildeten Winkel stattfindet.

§. 272. Um jetzt von der eben betrachteten Kette zu einem
über eine unbewegliche Fläche gelegten und an seinen
Enden durch Kräfte gespannten Faden überzugehen, wird es

am einfachsten sein, uns die Glieder der Kette als unendlich
kleine einander gleiche Kugeln zu denken. Denn sind die

Glieder kugelförmig, so braucht die Bedingung, dass bei jedem Gliede

die Normalen in den drei Berührungen mit der Fläche und den

zwei angrenzenden Gliedern sich in einem Puncte schneiden , nicht
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ausdrücklich erwähnt zu werden, da sämmtliche Normalen auf der

Oberfläche einer Kugel in ihrem Mittelpuncte zusammentrefi'en.

Rücksichtlich der gegenseitigen Lage der Kugeln bleibt daher bloss

die Bedingung übrig, dass bei jeder die gedachten drei Normalen in

einer Ebene liegen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass die

Mittelpunkte C, C, C" von je drei auf einander folgenden Kugeln

m, m', ni' mit dem Puncte B' , in welchem die mittlere Kugel 7n'

die Fläche berührt, in einer Ebene enthalten sind.

Indem wir nun die Kugeln unendlich klein und einander gleich

annehmen, lassen sich C6", C C'\ ... als Elemente einer von der

Fläche überall um den Halbmesser der Kugeln abstehenden Curve,

d. i. eines über die Fläche gelegten Fadens, ansehen, und die letztere

Bedingung drückt dann aus, dass je zwei nächstfolgende Elemente

des Fadens, und die Normale der Fläche an derselben Stelle in einer

Ebene liegen, d. h. dass in jedem Puncte der von dem Faden ge-

bildeten Curve die Krümmungsebene derselben auf der Fläche recht-

winklig steht. Bekanntlich ist dieses die charakteristische Eigen-

schaft der kürzesten Linie, welche auf einer gegebenen Fläche

zwischen zwei gegebenen Puncten derselben sich ziehen lässt*).

*) Dies gilt wenigstens im Allgemeinen. In j edem Falle aber wird man eine

Curve, die jene charakteristische Eigenschaft besitzt, in Theile zerlegen können,

deren jeder ein Minimum zwischen seinen Endpuncten ist, sollte auch nicht die

ganze Curve die möglichst kleinste zwischen ihren Endpuncten sein. Zerlegt man
z. B. den Bogen eines grössten Kreises auf einer Kugel, der grösser als ein Halb-

kreis ist, in Theile, deren jeder kleiner als ein Halbkreis ist, so ist jeder dieser

Theile die kürzeste Linie auf der Kugel zwischen ihren Endpuncten. Dagegen ist

der ganze Bogen unter allen einfach gekrümmten Linien, die sich auf der Kugel

zwischen seinen Enden ziehen lassen, die längste, und die Ergänzung dieses Bogens

zu einem ganzen Kreise die kürzeste auf der Kugel.

Dass bei der kürzesten Curve, die sich auf einer gegebenen Fläche zwischen

zwei Puncten der letzteren ziehen lässt, die Krümmungsebene der Curve überall

rechtwinklig auf der Fläche steht, lässt sich folgendergestalt geometrisch darthun.

Seien AB, BC (vergl. Fig. 75) zwei nächstfolgende Elemente der Curve, und

MO, MP die Elemente der Fläche, in denen erstere Elemente enthalten sind. Die

Elemente der Curve wollen wir uns geradlinig und

N die der Fläche eben denken, und MN ?,e\ die Gerade,

0^^— ' /^—^-ji*
'^^ welcher sich die letzteren schneiden. Da nun die

/ 4;—- ^
/

ganze Curve die kürzeste Linie sein soll, welche

/ -^ ^/^"^^^---^
/

zwischen ihren Endpuncten auf der Fläche gezogen

/ ^____J._^^^ C / werden kann, so muss auch der Theil ABC derselben

L——- ' ^^ ~~~—~i die kürzeste Linie unter allen sein, welche von A
Fig. 75. geradlinig nach einem Puncto der 3IN und von da

geradlinig nach C sich ziehen lassen. Da ferner die

Länge dieser gebrochenen linie sicli nicht ändert, wenn das eine der beiden Flächen-

elemente MO und MP, oder beide zugleich, mit den Linienelementen AB und
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Mithin muss der Faden zwischen seinen leiden Endpuncten so liegen^

dass er die kürzeste Linie ist, die auf der Flüche von dem einen End-
puncte desselben zum anderen gezogen werden ka7in, oder doch so, dass

genugsam Meine Theile desselben die kürzesten Litiien zwischen ihren

Endpuncten sind.

Dies ist die erste Bedingung des Gleichgewichtes,

Sodann sind wegen der Gleichheit und unendlichen Kleinheit

der Kugeln die AVinkel ACB, BCA', A'C'B', etc. unendlich wenig
von rechten Winkeln, mithin ihre Sinus um unendlich kleine Grös-
sen der zweiten Ordnung von der Einheit verschieden. Zufolge der

Proportion : T : T' = sin B CA' : sin A CB, ist daher der Unterschied

je zweier nächstfolgenden Spannungen nur ein unendlich Kleines

der zweiten Ordnung, also erst der Unterschied zweier Spannungen,

zwischen welche eine unendliche Menge anderer fallen, d. i. der

Spannungen an zwei um einen endlichen Theil des Fadens von ein-

ander entfernten Stellen, von der ersten Ordnung, d. h. die Span-

nung des Fadens ist überall vo?i gleicher Grösse; ihre Richtung aber

ist die der Tangente der Fadencurve.

Da nun am ersten (letzten) Elemente die Kraft P [Q] mit der

vom zweiten (vorletzten) Elemente auf dasselbe hervorgebrachten

Spannung das Gleichgewicht halten muss, und dieses Element, gleich

den übrigen , an der unbeweglichen Fläche beweglich ist, so ergibt

sich als zweite Bedingung für das Gleichgewicht des Fadens:

Jede der beiden Kräfte, icelche auf den Anfang und das Ende des

Fadens icirken., muss mit der Normale der Fläche und der Tangente

des Fadens daselbst i?i eitler Ebene liegen, und loenn man die Kräfte

nach diesen Bichtungen zerlegt, müssen die tangentialeti Kräfte einander

[und der Spannung des Fadens) gleich sein und den Faden nach ent-

gegengesetzten Seiten zu ziehen suchen.

§. 273. Noch verdient die vom Faden auf die Fläche
ausgeübte Pressung näher betrachtet zu werden. Die Pressung,

BC, welche sie enthalten, um MN als Axe gedreht werden, so wird diejenige

Linie ABC die kürzeste sein, welche nach einer Drehung, wodurch J/P in die

erweiterte Ebene von MO fällt, zu einer ungebrochenen Geraden, als der kürzesten

Linie zwischen zwei Puncten in einer Ebene, wird. Kommt daher C nach dieser

Drehung nach C , so muss B in die Gerade AC fallen. Nun beschreibt bei dieser

Drehung die Gerade B C die Fläche eines geraden Kegels, von welchem MN die

Axe ist. Ein Element dieser Kegelfläche ist der Winkel CBC ; die durch die

Axe gehenden Ebenen 31B C und 31BC müssen folglich mit der Ebene des

Winkels CBC unendlich nahe rechte Winkel machen, d. h., weil JS C die gerad-

linige Verlängerung von AB ist: die Berührungsebenen 3f0 und 31P der Fläche

müssen auf der Krümmungsebene ABC der Curve rechtwinklig sein.
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welche die Fläche von einem der unendlich kleinen einander glei-

chen Kügelchen erleidet, aus denen wir uns den Faden zusammen-

gesetzt vorstellen, ist nach §.271:

R = T^^^ = Tsin ^ CA',
sm B CA

(vergl. Fig. 74 auf p. 396), weil 5 C^' unendlich nahe = 90". Es ist aber

sin ACA' = sin CC^CC,
und der Sinus des Winkels, den ZAvei einander gleiche Elemente

C,C und CC der Curve mit einander machen, ist gleich dem einen

der Elemente, dividirt durch den Krümmungshalbmesser der Curve.

Mithin ist JR = Th : r , wenn r den Krümmungshalbmesser und k

die Länge eines der Elemente, oder, was dasselbe ist, den Durch-

messer einer der Kugeln bezeichnet.

Von n auf einander folgenden Kugeln, die einen so kleinen

Theil (gleich tik) des Fadens einnehmen, dass der Krümmungshalb-

messer von einem Puncte des Theiles zum anderen unveränderlich

angesehen werden kann, und dass die Pressungen, welche die Ku-
geln einzeln erzeugen, sowohl ihrer Grösse, als ihrer Richtung nach,

nicht merklich von einander verschieden sind, von w solchen Kugeln

ist daher nach dem Princip der Zusammensetzung paralleler Kräfte,

die Gesammtpressung

nTh:r= T—
,

r

wenn wir die Länge des Fadentheils gleich ds setzen. Dieses Re-

sultat ist um so richtiger, je kleiner wir ds annehmen, und hängt

nur noch insofern von k ab, als ds ein gewisses Vielfache von k ist.

Da uns aber nichts hindert, k noch unendlich kleiner als ds, also

von der zweiten Ordnung zu nehmen , während wir ds als eine un-

endlich kleine Linie der ersten Ordnung betrachten, so kann ds, als

solche, jede beliebige Länge haben.

Die vo?i einem JEletne?ife des Fade?is hei'vorgehrachtc Pressung

steht demnach zu der Sj)an?mng des Fadens in demselbefi Verhältnisse,

wie die Länge des Elefnents zu seinem Krümmungshalbmesser.

§.274. Zusätze, a) Zu dem eben erhaltenen Resultate kann

man auch durch folgende einfache Betrachtung gelangen. Auf jedes

Element AB (vergl. Fig. 76) des über eine Fläche gespannten Fadens

wirken an seinen Enden nach den tangentialen Richtungen A C und
BD die einander gleichen Spannungen T, und die Resultante der-

selben muss mit den Pressungen im Gleichgewichte sein, welche das

Element von der Fläche erleidet. Betrachten wir nun AB als einen
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unendlich kleinen Bogen eines Kreises , und ist M der Mittelpunct

des letzteren und N der Durchsclinitt der Tangenten, so halbirt die

Gerade NM den Winkel CND,
ist folglicli die Richtung jener

Resultante, und die Intensität der-

selben ist

_ sin CND
sin CNM T sin AMB

= T
ds

wenn wiederum ds die Länge des

Elementes AB, und r seinen

Krümmungshalbmesser MA be-

zeichnet. Eben so gross, nur von

entgegengesetzter Richtung, ist also auch die Resultante der auf

das Element ausgeübten Pressungen.

h) Der Coefficient von ds in dem Ausdrucke für die Pressung

dieses Elementes ist nichts anderes, als die Gesammtpr essung
einer der Längeneinheit gleichen Linie, wenn je zwei gleiche Theile

derselben nach parallelen Richtungen gleich grosse Pressungen, und
zwar jedes dem Fadenelemente ds gleiche Linienelement dieselbe

Pressung, ^vie das Fadenelement, erfahren. Dieser Coefficient, den

wir die Pressung für einen dem Elemente ds zugehörigen Punct

des Fadens nennen können, ist von einem Puncto des Fadens zum
anderen veränderlich, und das Product aus derselben in ein den

Punct mit begreifendes Fadenelement gibt die Pressung dieses letz-

teren, — ebenso, wie man bei einem ungleichförmig dichten Kör-

per durch Multiplication der Dichtigkeit an einer gewissen Stelle in

ein daselbst befindliches Raumelement die Masse dieses Elementes,

oder bei einem mit veränderlicher Gesch^\'indigkeit sich bewegenden

Puncte durch Multiplication der in einem gewissen Zeitpuncte statt-

findenden Geschwindigkeit in ein diesen Zeitpunct mit enthaltendes

Zeitelement das während dessen beschriebene Raumelement erhält.

c) Da die Spannung d£S Fadens iXberall von gleicher Grösse ist,

so verhalten sich die Pressungen für verschiedene Puncte des Fadens

umgekehrt , wie die Krümmungshalbmesser, also direct wie die Krüm-
mungen seihst, so dass, wenn der Faden sich geradlinig fortzieht, er

eine Pressung weder erleidet noch ausübt.

d) Ist die Krümmung des Fadens überall gleich gross, so ist

auch seine Pressung von einer Stelle zur anderen dieselbe. Dies

ereignet sich z. B. bei einem Faden, welcher über eine Kugel, oder

Mob i US Werke III. 26
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Über einen geraden Cylinder mit kreisförmiger Basis gespannt ist.

Denn im ersteren Falle ist die Curve ein grösster Kreis der Kugel,

im letzteren im Allgemeinen eine cylindrisclie Spirale (Schrauben-

linie). Da, wie sieb leicht zeigen lässt, der Krümmungshalbmesser

einer solchen Spirale gefunden wird, wenn man den Halbmesser des

Cylinders durch das Quadrat des Sinus des Winkels dividirt, den

die Elemente der Spirale mit der Axe des Cylinders machen, so ist

bei gleicher Spannung die Pressung des spiralförmigen Fadens diesem

Quadrate proportional, mithin desto stärker, je mehr sich der Winkel

der Spirale mit der Axe einem rechten nähert; am stärksten, wenn

dieser Winkel ein rechter ist, und damit die Spirale in einen auf

der Axe normalen Kreis übergeht; am schwächsten dagegen, oder

vielmehr Null, wenn der Faden parallel mit der Axe und daher

geradlinig ist.

e] Die zwei Kräfte am Anfange und Ende des Fadens müssen

dergestalt gerichtet sein, dass sie den Faden spannen, d. h. die Ele-

mente desselben von einander zu trennen, nicht sie gegen einander

zu drücken streben, indem sonst wegen der Unsicherheit des Gleich-

gewichtes jedes Elementes das Gleichgewicht des Ganzen keinen

Bestand haben könnte. Da ferner in der Wirklichkeit der Faden

über die Fläche nur gelegt, nicht unzertrennlich mit ihr verbunden

ist, so muss die Pressung, welche Faden und Fläche auf einander

ausüben, ein gegenseitiger Druck sein, und der Faden muss daher

der Fläche seine hohle Seite zukehren. — Wäre der Faden gegen

die Fläche erhaben und würde er von den Kräften gespannt, so

würde er sich von der Fläche trennen, sein Gleichgewicht aber würde

ein sicheres sein, wenn die Trennung auf irgend eine Weise ver-

hindert werden könnte. — AVenn dagegen der gegen die Fläche er-

habene Faden von den Kräften an beiden Enden gedrückt würde,

so würde er damit auch gegen die Fläche angedrückt, das Gleich-

gewicht aber wegen der Unsicherheit nicht bestehen können. —
Wäre endlich der Faden gegen die Fläche hohl, und drückten ihn

die Kräfte an beiden Enden, so würde Trennung von der Fläche

und Unsicherheit des GleichgeAvichtes zugleich die Folge sein. —
Es gibt daher hinsichtlich der Richtungen der Kräfte und der Lage

des Fadens gegen die Fläche in Allem vier denkbare Fälle, von denen

aber der ersterwähnte allein in der Wirklichkeit vorkommen kann.

§. 275. Sollen zwei auf die Enden C und D (vergl. Fig. 76)

eines Fadens CABD wirkende Kräfte P und Q sich das Gleich-

gewicht halten, und ist nur der Theil AB des Fadens über eine

Fläche gelegt, sind aber die Theile CA und BD frei, so muss
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nach dem allgemeinen Gesetze, dass die einzelnen Theile für sich

im Gleichgewichte sind, der Theil AB die kürzeste Linie bilden,

welche auf der Fläche von A bis B gezogen werden kann ; die Theile

CA und BD aber müssen geradlinig sein, und die in C, D ange-

brachten Kräfte P, Q müssen die Richtungen AC, BD haben. Es

müssen ferner unter der Voraussetzung, dass die Fläche bloss ver-

möge ihrer Undurchdringlichkeit auf den Faden wirkt, CA, BD
Tangenten der Curve AB in A, B sein, und die Kräfte P, Q müssen

einander gleich sein. — Denn heisst T die Spannung des Theiles

AB, und wäre AC nicht die Fortsetzung der Tangente KA von

AB, so müsste doch, wegen des Gleichgewichtes der nach AC und
^iV gerichteten Spannungen P und T am Endpuncte A von AB,
die Richtung A C mit der Tangente AN und der Normale AM der

Fläche in einer Ebene liegen, und es müsste, wenn man die Span-

nung P in ^ nach tangentialer und normaler Richtung zerlegte, die

tangentiale Kraft der Spannung T gleich und entgegengesetzt sein

(§. 272). Weil aber die Richtung AC nicht in das Innere des von

der Fläche begrenzten Körpers gehen kann, so A^-ürde auch die nor-

male Kraft nach aussen zu gerichtet sein, folglich den Punct A vom
Körper abwärts treiben und damit das Gleichgewicht auflieben. Die

normale Kraft muss folglich Null, und daher die Spannung P der

Spannung T in ^ gleich und entgegengesetzt sein. Aehnliches wird

rücksichtlich der Spannungen T und Q des Punctes B bewiesen.

Mithin sind CA und BD die Tangenten an AB in A und B, und
P=T=Q.

§. 276. Wir haben bisher die Fläche, über welche ein Faden

gespannt ist, als unbeweglich betrachtet. Ist sie dieses nicht,

sondern entweder zum Theil, oder vollkommen frei beweglich,

so muss man noch das Gleichgewicht berücksichtigen, welches am
Körper, dem die Fläche zur Grenze dient, die vom Faden auf ihn

ausgeübte Pressung mit den übrigen auf ihn wirkenden Kräften hält.

Da aber am Faden die Pressung, welche er von der Fläche er-

leidet, mit den Spannungen der zwei Puncte des Fadens im Gleich-

gewichte ist, in denen er nach tangentialer Richtung von der Fläche

abgeht, so kann man statt der Pressung des Fadens gegen die Fläche

auch diese zwei Spannungen, d. h, zwei einander und der Spannung

gleiche Kräfte, setzen, Avelche in den besagten zwei Puncten nach

den geradlinig fortgehenden Richtungen des Fadens wirken. Auch
erhellt dieses sogleich daraus, dass man, unbeschadet des Gleichge-

wichtes des Ganzen, den auf der Fläche liegenden Theil des Fadens

sich mit der Fläche fest vereinigen lassen kann. Denn alsdann ist

26*
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von Pressungen nicht mehr die Rede, sondern es kommen nur die

zwei erwähnten Spannungen in Betracht. Zu mehrerer Erläuterung

mag folgende Aufgabe dienen.

§. 277. Aufgabe. Ein in sich zurücklaufender Faden ABCDEF
(vergl. Fig. 77) ist um drei frei bewegliche Körper /, m, n gelegt.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes zioi-

? sehen drei auf diese Körper wirkenden

Kräften P. Q, R zu ßtiden.

Auflösung. Seien BC, DE, FA
die freien und daher geradlinigen Theile

des Fadens, welche zwischen den Kör-

pern l und w, m und ?^, n und / liegen

und sie resp. berühren; T die constante

Spannung des Fadens; jö, q^ r die Rich-

tungen der Kräfte P, Q, It. Hiernach

sind am Körper l zwei Kräfte, jede gleich

T^ nach den Richtungen AF, BC vcix-

kend, im Gleichgewichte mit der nach

p gerichteten Kraft P; mithin müssen

die drei Geraden AF., BC, p in einer Ebene liegen und sich in

einem Puncte schneiden, und der von den zwei ersteren gebildete

Winkel muss von der dritten halbirt werden. Gleiches findet statt

in Bezug auf die zwei übrigen Körper m und n. Sämmtliche drei

geradlinige Theile des Fadens müssen daher in einer Ebene liegen,

also ein Dreieck Gi// bilden, und die Richtungen der Kräfte müssen

durch die Ecken dieses Dreiecks gehen und die Winkel daselbst

halbiren. Die Verhältnisse aber, in welchen die Kräfte zu der Span-

nung des Fadens und zu einander stehen müssen, sind:

F : T = sin G -.sin \G = 2 cos ^G : \ ,

Fig. 77.

Q:T=-2 cos \H . 1 R:T=-2cos^I :\

Damit übrigens der Faden durch die Kräfte wirkHch gespannt

werde, müssen sie von dem Inneren des Dreiecks GIII nach aussen

gerichtet sein.

§. 278. Zusätze, a) Da das Gleichgewicht noch fortbesteht,

wenn die gegenseitige Lage der Theile des Systems unveränderlich

angenommen wird, so müssen sich p, q, r in einem Puncte schneiden,

welches zu dem bekannten Satze der Elementargeometrie führt, dass

die drei Geraden , welche die Winkel eines Dreiecks halbiren .
in

einem Puncte zusammentreflen.
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h) Untersuclien wir ähnKcher Weise das Gleichgewicht zwischen

vier Kräften, welche auf vier frei bewegliche mit einem Faden um-
schlungene Körper wirken, so müssen von den vier freien und daher

geradlinigen Theilen des Fadens je zwei auf einander folgende in

einer Ebene liegen, und der von ihnen gebildete Winkel muss von

der Richtung der Kraft , welche auf den dazwischen begriffenen Kör-

per wirkt, halbirt werden. Da hiernach diese vier Theile des Fadens,

in ihrer Aufeinanderfolge und genugsam verlängert, ein im Allge-

meinen nicht in einer Ebene enthaltenes Viereck bilden, dessen

Winkel von den Richtungen der Kräfte halbirt werden, und da vier

Kräfte, die sich an einem freien Körper das Gleichgewicht halten,

falls sie nicht in einer Ebene sind, eine hyperboloidische Lage haben

(§. 99, a), so gewinnen vriv folgenden Satz:

Die vier Geraden, icelche die Winkel ei?ies nicht in einer Ehene

enthaltenen Vierecks halhiren. haben eine solche Lage gegen einander^

dass Jede Gerade, welche dreien derseihen begegnet, auch die vierte

trifft.

§. 279. Das Gleichgewicht eines über eine Fläche gespannten

Fadens wird nicht unterbrochen, wenn man die Fläche weg-
nimmt und statt der Pressungen, welche sie auf den Faden aus-

übte, Kräfte nach denselben Richtungen und von denselben Inten-

sitäten auf ihn wirken lässt, Kräfte also, deren Richtungen überall

normal auf dem Faden sind, in seiner Krümmungsebene liegen und

von seiner hohlen Seite nach der erhabenen zu gehen, deren Inten-

sität aber für jeden einzelnen Punct des Fadens als verschwindend

zu betrachten ist, indem die Resultante aller der auf einen unend-

lich kleinen Theil ds des Fadens wirkenden Kräfte ebenfalls unend-

lich klein, gleich Pds ist, wo P die Spannung, dividirt durch den

Krümmungshalbmesser, bedeutet (§. 273).

Soll umgekehrt ein frei bcAveglicher Faden im Gleichgewichte

sein, wenn dessen Anfangs- und Endpunct unbeweglich sind, und

wenn normal auf jedes seiner Elemente ds eine Kraft Pds wirkt,

wo P eine von einem Puncto des Fadens zum anderen nach einem

noch zu bestimmenden Gesetze veränderliche Grösse ist, so muss die

Richtung der Kraft in der Krümmungsebene des Elementes liegen,

und P dem Krümmungshalbmesser umgekehrt proportional sein.

Denn am Elemente ds oder AB (vergl. Fig. 76 auf p. 401) halten sich die

Kraft Pds und die zwei Spannungen an den Endpuncten A und B
des Elementes das Gleichge%vicht. Die Kraft Pds muss daher

mit den an die Fadencurve in A und B gelegten Tangenten A C
und BD, als den Richtungen der Spannungen, in einer Ebene, also



406 Lehrbuch der Statik. Zweiter Theil. §. 2 SO.

in der Krümmungsebene des Elementes, liegen. Sie muss femer

durch den Durchschnitt X dieser Tangenten, und weil sie zugleich

auf dem Elemente normal sein soll, durch den ^littelpunct J/ seiner

Krümmung gehen. Da hiemach die Richtung von Pds den Winkel

CND halbirt, so sind die Spannungen in Ä und B, und ebenso in

je zwei anderen unendlich nahe auf einander folgenden Puncten

gleich gross, also die Spannung in allen Puncten des Fadens von

constanter Grösse. Diese Spannung aber verhält sich zur Kraft Pds
wie sin AXM zu sin AMB (§. 274, a), d. i. wie AM oder der

Krümmungshalbmesser zu ^J5 = ds, woraus das Uebrige von selbst

folgt.

§. 280. Die so eben angestellte Betrachtung über das Gleich-

gewicht eines Fadens, auf welchen überall normale Kräfte wirken,

wollen wir jetzt verallgemeinern.

Wir wollen die Bedingungen des Gleichgeicichtes zu bestimmen

suche7i, wenn auf jedes Element ds eines vollkommen biegsamen und

bis auf sei?ie zwei befestigten Endpuncte frei bewegliehen Fadens eine

der Länge des Elementes proportionale ^ übrigens aber ihrer Intensität

und Richtung nach beliebig gegebetie Kraft Pds tcirkt.

Sei demnach in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem

die Kraft P aus den drei'mit den Coordinatenaxen parallelen Kräften

X, y, Z zusammengesetzt, und diese Kräfte irgend welche Func-

tionen der Coordinaten x, y, z, welche einem Puncte des Elementes

ds zugehören. Den Faden wollen wir uns, wie im Obigen, aus

einander sich berülirenden, einander gleichen Kugeln gebildet vor-

stellen, deren jede einen Durchmesser gleich ds hat. Sei m (vergl.

Fig. 78) eine dieser Kugeln, welche die vorhergehende m, in A und

die folgende m' in A' berühre. Die Mittelpuncte

von w, , m, m\ seien C, , C, C , so ist

AA' = C,C= CC = ds ,

und wenn a*, ?/, z die Coordinaten von C be-

zeichnen, so sind X -\- dx. y -\- d y , z -\- dz die

Coordinaten von C . Die auf den Fadentheil

AA' = ds, also bei der sresenwärtioren Yorstel-
Fig. 78.

o D o

lung, auf die Kugel m. wirkende Kraft Pds
haben wir uns am Mittelpuncte C der Kugel

angebracht zu denken. Sie muss im Gleichgewichte sein mit den

Spannungen, welche die Kugel m von den anliegenden w, und w'

in A und A' erleidet. Man setze deshalb die von m auf m, in A

\
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nach der Richtung C,C ausgeübte Spannung gleich T, und die von

m' auf m in A' nach der Richtung CC ausgeübte gleich T' . Diese

Spannungen werden bei der Allgemeinheit der jetzigen Untersuchung

nicht mehr, wie im Vorigen, einander gleich, sondern als Functionen

der Coordinaten von A und A' anzusehen sein, sodass, weil AA' = ds

ist, T' ebenso von x -\- dx, y -\- dy , z -\- dz, wie T von x, y, z,

abhängt, und daher T' = T -\- dT ist. Die Spannung T, nach den

Coordinatenaxen zerlegt, gebe die Kräfte U, V, TF; sie sind, weil

T die Richtung des Elementes C\C hat:

(1) Ü=T^ V=T^ W=T-'-^^ ds ' ds '

ds
'

sind also gleichfalls Functionen von x, y, z. Die Spannung 7", nach

denselben Axen zerlegt, wird daher die Kräfte U -{- d U, V -\- dV^
W+ dW geben.

Die an der Kugel m sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte

sind demnach: erstens die Kraft Pds oder [Xds, Yds. Zds): zwei-

tens die von m' ausgeübte, nach CC gerichtete Spannung T' oder

(f7+ dU, V -\- dVj W -\- dW) , und drittens die von w, nach der

Richtung CC, ausgeübte und durch (— U, — F, — TV) auszu-

drückende Spannung, da sie der Spannung T oder {U, F, W) gleich

und entgegengesetzt ist. Sämmtliche drei Kräfte schneiden sich,

wie gehörig, in einem Puncte C, und wir haben somit nach §. 67,

Zus. die drei Bedingungungsgleichungen

:

, . Xds-{- U-\-dU— U=0, ...
,

d. 1.

(2) Xds-{-dU=(), Yds-\-dV=0, Zds + dW=0,

di
^'^ + ''{^^h'

Aus den Gleichungen (2) und den vorigen (1) sind nun, \\äe bei

jedem anderen Problem der Statik, welches ein System mit einander

verbundener Körper betrifft, noch die Spannungen zu eHminiren;

dies aber kann hier nur durch Infinitesimalrechnung geschehen. In

der That folgt aus (2) durch Integration:

(3) fXds 4- U=0
,

JYds -[- F= , fZds + TV=
,

wo die noch hinzuzufügenden Constanten unter dem Zeichen f mit

begriffen sind. Hieraus aber iliessen in Verbindung mit (1) die zwei

Bedingungen des Gleichgewichtes

:

dx dy dz
(4) fXds JYds fZds
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§. 281. Zusätze, d) Die gemachte Voraussetzung, dass die

Elemente ds von gleicher Länge seien, braucht bei den erhaltenen

Gleichungen nicht mehr beachtet zu werden, da in ihnen nur Diffe-

rentiale der ersten Ordnung vorkommen. Es kann daher, statt ds^

auch von einer der übrigen veränderlichen Grössen das erste Dif-

ferential constant gesetzt werden, so dass je zwei nächstfolgende ds

um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung von einander ver-

schieden sind. Auch sieht man leicht, dass die zu Anfange des

§. 280 gemachten Schlüsse an Richtigkeit nicht verlieren, wenn man
die Durchmesser je zweier an einander Kegenden Kügelchen um die

zweite Ordnung von einander verschieden sein las st.

h) Den Gleichungen (4) kann man nach "Wegschaffung der

Bruchform, und wenn man von Neuem integrirt, auch die Gestalt

der drei Integralgleichungen geben:

{fdzfYds—fdyfZds = 0,
(4*) YfdxfZds—fdzfXds = (i,

\fdyfXds —fdxf Yds = ,

von denen jede eine Folge der beiden übrigen ist, und wo die neu

hinzuzufügenden Constanten unter den neuen Integrationszeichen

mit begriffen sind.

Diese Gleichungen lassen sich noch unter einer besonderen Be-

deutung auffassen. Man kann nämlich, mit Anwendung der be-

kannten Reductionsformel f udv = uv —fvdu, statt der dritten

Gleichung z. B. , — die , wenn die Kräfte , und mithin auch die

Fadencurve, in einer einzigen Ebene (der .r, y) enthalten sind, die

alleinige Bedingung des Gleichgewichtes ist, — auch schreiben:

[a) yfXds—

/

yXds— xf Yds -\-f x Yds = .

Hierin gehören die Coordinaten x, y, welche ausserhalb des

Zeichensystehen, dem Puncte der Fadencurve an, bis zu welchem

man integrirt, während die unter dem Zeichen befindlichen x, y
sich auf alle vom Anfangspuncte bis dahin liegenden Zwischenpuncte

der Curve beziehen. Bezeichnet man daher erstere Coordinaten, um
sie von den letzteren- zu unterscheiden, durch x'

, y\ so kann man
für [ü) auch setzen:

/[(.r— a:') Yds—[y— y') Xds'\ =0 .

Da nun .r, y die Coordinaten des Elementes ds sind, und daher

das in Klammern Eingeschlossene nichts anderes, als das Moment
der auf ds wirkenden Kraft {Xds, Yds) in Bezug auf den Punct
{x'

,
y') ist, so drückt die Gleichung unter dieser Form aus, dass das

Moment aller auf den Faden von seinem Anfange bis zum
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Puncte {x, y') wirkenden Kräfte in Bezug auf den letzteren

Punct Null ist.

Ist die Curve nicht in einer Ebene, oder doch nicht in der

Ebene der x, ij, begriffen, so zeigt dieselbe Gleichung an, dass das

Moment der Kräfte, welche auf den Faden von seinem Anfange bis

zum Puncte [x
,

y'
. z), bis zu welchen man die Integration erstreckt,

wirken, in Bezug auf eine durch den letzteren Punct parallel mit
der Axe der z gelegte Axe Null ist. Analoge Bedeutung haben die

zwei ersten Gleichungen in (4*) rücksichtlich der Axen der x und
der y.

Der unmittelhare Grund dieses Ergehnisses liegt offenhar darin,

dass, wenn der Faden im Gleichgewichte ist, an Jedem Theile des-

selheii die auf die Elemente des Theils wirkende7i Kräfte und die

Spannungen am Anfange und Ende des Theils ebenso , wie an einem

frei heweglichen festen Körper , im Gleichgewichte mit einander sein

müssen.

Zugleich folgt hieraus, dass man zu den drei Integralen / Xc/ä,

/ Y ds, f Zds die nach den drei Coordinatenaxen zerlegte Spannung
in dem Puncte, von welchem man die Integrale anfangen lässt, als

Constanten hinzuzufügen hat.

c) Umgekehrt kann man mit Hülfe des Princips, dass bei jedem

vom Anfange des Fadens an gerechneten Theile desselben die Kräfte

an den Elementen mit den Spannungen am Anfange und Ende des

Theils das Gleichgewicht halten, ganz leicht die Bedinguugsglei-

chungen (4*) herleiten. Denn, um dieses nur für den Fall zu zeigen,

wenn die Kräfte in einer und derselben Ebene wirken, so wird das

gedachte Gleichgewicht nach §. 3S durch die drei Gleichungen

bedingt

:

fXds-\- Z7=:0
, fYds+ F=0

,

fx Yds+ X V—fyXds— yU=0
,

wo ( U, V) die Spannung am unbestimmten Ende {x, y) des Theils

ist, die Spannung am bestimmten Anfange aber unter dem Zeicheny
mit begriffen ist. Werden nun hieraus U und F' eliminirt, so kommt
nach gehöriger Reduction die bereits erhaltene Gleichung

:

f dyf Xds—f dxf Yds ^ {) .

Dass die Spannung {U, V) im Puncte [x, y) in tangentialer

Richtung wirkt, ist eine unmittelbare Folge aus diesen Gleichungen.

Denn es verhält sich nach ihnen

:

dx : dy =fXdx :/ Yds = U : V .

d) Jedes der drei Integrale fXds, f Yds, f Zds enthält eine

willkürliche Constante. Die Gleichung für die Fadencurve in einer
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Ebene enthält daher drei willkürliche Constanten, und die z^vei

von einander unabhängigen Gleichungen für die Curve im Räume

begreifen fünf Constanten in sich.

Jene drei Constanten bei einer Curve in einer Ebene, so wie

diese fünf bei einer Curve im Räume, lassen sich unter anderen

dadurch bestimmen, dass man zwei Puncte, durch welche die Curve

gehen soll, und die Länge des dazwischen begriffenen Stückes der

Curve gegeben sein lässt. Denn soll eine Curve einen gegebenen

Punct enthalten, so müssen, je nachdem die Curve eben ist, oder nicht,

zwischen den Coordinaten des Punctes und den Constanten in der

einen oder den zwei Gleichungen der Curve eme oder zwei Be-

dingungsgleichungen erfüllt sein; und die Forderung, dass der

zwischen zwei gegebenen Puncten der Curve enthaltene Theil der-

selben von gegebener Länge sei, führt, die Curve mag eben sein,

oder nicht, zu einer einzigen Gleichung zwischen der gegebenen

Länge und den Constanten der Curve. Man hat daher in jedem

der beiden Fälle eben so viel Gleichungen, als zu bestimmende

Constanten.

§. 282. Die Gleichungen für das Gleichgewicht am Faden

wurden in §. 2S0 aus den Gleichungen (1 ) und (2) durch Elimination

der Spannung hergeleitet. Diese Elimination kann aber nicht allein,

wie dort geschah, durch Integration, sondern auch durch Differen-

tiation bewerkstelligt werden. Setzt man zu diesem Ende die Differen-

tialquotienten

r.^ ^^ _ c: ^ _ , ^ _ r

wo daher
^^ + »?"- + t' = ,

so folgt aus (1) durch Differentiation: dU= Td^-\- ^dT. etc., und

wenn man diese Werthe von dU, dV, dW in (2) substituirt;

lXds-]-Tdi-i-^dT=0 ,

(2*)
I
Yds + Td)] -\-i^dT=()

,

\zds-^ Tdu + i:dT=0 .

Um nun zuerst aus diesen Gleichungen T und dl' mit einem

Male zu eliminiren, multiplicire man sie resp. mit den Coefficienten

l, m, n, addire sie und bestimme die Coefficienten so. dass

^''>
\ld^-\-mdi]-^nd(: =

,

so ist auch

{ö) lX-\-mY-\-7iZ=0 .
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Aus (ß) aber folgt

l : m : n = iq dt— t,dri : td^— ^d^: ^drj — iqd^
,

mithin

(7) X{r^dt— Ur^)+Y{Cd^—^dt) + Z{^dr]— ^^d§)=0
,

eine von der Spannung freie Gleichung, welche zu erkennen gibt,

dass die Richtung der Kraft {X, Y, Z) oder P in der Krümmungs-

ehene der Fadeyicurve liegen muss. Denn nehmen wir den Punct

(r, 3/, z) zum Anfangspuncte der Coordinaten, so geht diese Ebene

durch die drei auf einander folgenden Puncte der Curve: (0, 0, 0),

[dx, dy, c/s) oder (^'(/s, r]ds, Cds) und {2dx-{-d'^x, 2dg-\rd'^y,

2dz-{-d^z) oder {2^ds -]- d^ds -{- ^d^s , . . .). Setzen wir daher die

Gleichung der durch den jetzigen Anfangspunct gehenden Krüm-

mungsebene

:

lu -{- mv -\- nw = ,

wo u, V, 10 die Coordinaten bezeichnen, so muss sein:

l^ds-\-mrids -\-n'Cds = (i
,

l[^{2ds + ^-ä) + d'ids] 4- . .. = ;

und diese zwei Gleichungen lassen sich, wie man augenblicklich wahr-

nimmt, auf die Gleichungen («) reduciren. Der Gleichung [h] zufolge

ist aber auch die Richtung von (X, Y, Z) in dieser Ebene begriffen.

Der statische Grund, aus welchem die Kraft P in der Krüm-

mungsebene enthalten sein muss, liegt begreiflich darin, dass die

Krümmungsebene des Elementes ds durch die zwei an den Anfangs-

und Endpunct des Elementes gelegten Tangenten bestimmt wird,

und dass mit den zwei nach diesen Tangenten wirkenden Spannun-

gen des Elementes die Kraft Pds das Gleichgewicht hält.

Ausser der Gleichung (7) kann man aus (2*) noch eine von

T und d T freie Gleichung erhalten , indem man daraus T und d T
einzeln bestimmt und alsdann den Werth von dT dem Differentiale

des Werthes von T gleich setzt. Die auf diese Weise sich ergebende

Gleichung enthält daher noch die Differentiale von X, Y, Z; sie

vertritt in Verbindung mit (7) die Stelle der zwei Integralglei-

chungen (4).

§.283. Zusätze, a) Um die Werthe von T und dT aus den

drei Gleichungen (2*) zu finden, hat man jedesmal nur zwei der

letzteren zu berücksichtigen nöthig. Sollen aber diese Werthe zu-

gleich eine symmetrische Form haben, so kann man folgendergestalt

verfahren. Man multiplicire die Gleichungen (2*) resp. mit ^, i^, ^

und addire sie, so kommt mit Anwendung von (5) und (6):

(8) Xdx -\- Ydij + Zdz-\- dT^Q .
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Ebenso findet sich durch Addition derselben Gleichungen, nach-

dem man sie zuvor mit d§, dr], dt multiplicirt hat:

[Xd'^ -\-Ydri+ Zdl) ds+T {d§-' + dr^^ + c/;^) = ,

oder wenn r den Krümmungshalbmesser bezeichnet:

(9) XdS -+- Ydrj + Zd': + T^ = ;

denn bekanntlich ist

ds

y d^'-'^df-i-di:^

h) Berechnet man aus (2*) noch die Quadrate von X, Y, Z
und addirt sie, so kommt:

(X^ + Y^ + Z^) ds"- = T* {d'^' + dr; + dZ') + dT^
,

oder einfacher, weil X^ -^r Y^ + Z^ = P'- , und mit Einführung

von r:

(10) P' = ^ +^-
c) Weil X, Y, Z gleich P resp. multiplicirt in die Cosinus der

Winkel, welche die Richtung von P mit den Coordinatenaxen macht,

und weil dx, dy, dz gleich ds resp. multiplicirt in die Cosinus der

Winkel von ds mit denselben Axen, so ist, wenn (p den Winkel von

P mit ds bezeichnet: Xdx -\- Ydy + Zdz = P cos
(f

ds. Hiermit

reducirt sich die Gleichung (S) auf

(11) Pcos
(f
ds-\-dT=^ ,

und wenn wir den hieraus fliessenden Werth von dT in (10) sub-

stituiren und die Wurzel ausziehen:

(12) Fsin./. = ^ •

d) Aus (11) und (12) folgt nach Wegschaffung von T.

*) Diese Formel für den Krümmungshalbmesser dürfte sich am Einfachsten

also beweisen lassen. — Seien ds und cW zwei nächstfolgende, und daher ihrer

Länge nach höchstens um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung verschiedene

Curvenelemente. ISIan denke sich dieselben als geradlinig und nenne w den un-

endlich kleinen Winkel, den ds' mit der Verlängerung von ds macht, so ist, wie

man weiss, r= — • Man beschreibe hierauf um den Anfangspunct der Coordi-

naten, als Mittelpunct, mit einem Halbmesser = 1, eine Kugel und lege durch

ihren Mittelpunct mit ds und ds' zwei Parallelen, welche die Kugelfläche in 5

und <S' treffen, so ist SS' = ot. Da nun nach Gleichung ,5) des §. 282 |. ;;, C

die Cosinus der Winkel sind, welche das Element ds mit den Coordinatenaxen

bildet, so sind |, rj, f zugleich die Coordinaten von -S, und ebenso 5 + c?c, r; -\- dr;,

f+f?Cdie Coordinaten von S' , folglich w = SS' = \/dV + dr,"" + d^S
woraus obenstehender Ausdruck für ;• hervorgeht.
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(13) Pr sin
(f -\-fP cos

(f
ds = .

Diese Gleichung und die Gleichung (7), oder der Satz, dass die

Richtimg der Kraft überall in der Krümmungsehe7ie der Fadencurve

liegen muss , enthalten demnach ebenfalls s'dmmtliche Bedingungen für
das Gleichgewicht des Fadens.

e) Man sieht leicht, -wie man zu den sehr einfachen Gleichun-

gen (11) und (1*2) auch unmittelbar gelangen kann. Sind nämlich

C,C und CC (vergl. Fig. 78 auf p. 406) zwei auf einander folgende Ele-

mente des Fadens und bezeichnet man den unendlich kleinen Winkel
von C,C mit CC durch w, so müssen an C in der Ebene C,CC' die drei

Kräfte Pds, T, T\ deren Richtungen mit CC resp. die Winkel

9P, 180° + w, machen, im Gleichgewichte sein. Dies führt zu den

zwei Gleichungen:

P cos (fds— T cos w + ^' =
,

P sin (pds— T sin w = ,

welche mit der Bemerkung, dass T cos io von T nur um ein unend-

lich Kleines der zweiten Ordnung verschieden ist, und dass

ds : sin lo = ds : to = r
,

in (11) und (12) übergehen.

f) In dem besonderen Falle, wenn jede Kraft Pds auf ihrem

Elemente normal, also cp immer gleich 90° ist, wird nach (11)

dT:=0
,

und nach (12)

P= T.r ,

also T constant, und P umgekehrt dem r proportional, — beides

übereinstimmend mit den schon oben (§. 279) für diesen Fall er-

haltenen Resultaten.

Setzen mr umgekehrt dT=0, so folgt aus (11) cp = 90°, und
aus (12) P= T:r, d. h. P ist auf der Fadencurve normal und im

umgekehrten Verhältnisse mit r. Hieraus fliesst folgender für die

analytische Geometrie bemerkenswerthe Lehrsatz:

Sind X, y, z die rechtwinkligen Coordinaten einer Curve im

Räume, und X, Y, Z solche Functio?ien von x, y, z, dass deti Glei-

chungen

Xdx -h Ydy -\- Zdz = ,

dx dy dz

fXds ^ fYds ^ fZds
Genüge geschieht, so hat eine durch den Putzet [x, y, z) der Curce

gelegte gerade Linie, von loelcher X, Y, Z die rechtwinkligen Pro-

jectionen auf die drei Coordinatenebenen sind, die Richtung des Krüm-
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mungshalhmessers daselbst und ist ihrer Länge nach demselben umge-

kehrt proportional ^ welche daher, wenn a eine gewisse, noch zu

bestimmende Constante bezeichnet, =a:VX'^ -\- Y^ -\- Z^ ist.

Ist die Curve in einer Ebene enthalten, und lässt man diese die

Ebene der x, y sein, so werden z und Z Null, und die vorigen

Gleichungen reduciren sich auf

Xdx + Ydij =
,

dxf Yds = dy/ Xds .

Man setze nun X = — P— , so wird wegen der ersteren die-
cls

dcc _^^___——^^^—.,

ser Gleichungen y= P —- , mithin P= V X* + Y " , und die letz-

tere verwandelt sich in

:

dxfPdx + dyfPdx = ^ .

Diese einfache Gleichung besitzt demnach die merkwürdige

Eigenschaft, dass der durch sie bestimmte Werth von P umgekehrt

dem Krümmungshalbmesser der ebenen Curve proportional ist, von

welcher x und y die rechtwinkligen Coordinaten sind*).

§. 284. Untersuchen wir noch die Bedingungen des Gleich-

gewichtes, wenn der in allen seinen Theilen der Wirkung von Kräften

unterworfene Faden nicht mehr frei, wie in den vorigen §§.,

*) Dies lässt sich auch leicht geradezu darthun. Sei zu dem Ende

dy = pdx, so wird die Gleichung

—fPdx = pfrpdx
und wenn man differentiirt

:

— Pdx = dpfPpdx + Pp-dx .

Bringt man diese Gleichung unter die Form

Ppdx pdp
fPpdx 1 +p-

und integrirt dann wiederum, so kommt:

logfPpdx = log C—i log ;i +;)2, ^

wo log C die hinzuzufügende Constante ist. Eine abermalige Differentiation der

letzteren Gleichung, nachdem sie vorher auf die Form

rPpdx= ^

gebracht worden, gibt endlich

_C_ ^ldx_

Dieser dem P umgekehrt proportionale Ausdruck ist aber bekanntlich der

des Krümmungshalbmessers.
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sondern auf einer gegebenen Fläche beweglich ist. Alsdann
wirkt auf jedes Element ds desselben ausser der Kraft Pcls noch
der Druck der Fläche. Dieser Druck ist auf der Fläche recht-
winklig, und kann, da er der Länge des Elementes gleichfalls pro-
portional ist, gleich Bds gesetzt werden. Man kann daher aus den
obigen für das Gleichgewicht eines freien Fadens gegebenen Formeln
sogleich die für den jetzigen Fall herleiten, indem man statt Pds
die Resultante von Pds und Pds setzt.

Ist nun i^= die Gleichung für die gegebene Fläche, so sind

dF dF dF
'T' ^ ~]~ ^ ~TZ <^^^ Cosinus der Winkel, welche die Normale der

Fläche, also die Richtung von Pds, mit den Axen der x, y, z

macht, proportional. Diese partiellen DiiFerentialquotienten , dividirt

durch die Quadratwurzel aus der Summe ihrer Quadrate, sind mithin

die Cosinus selbst, welche wir, als durch i^ bestimmte Functionen von
X, y, r, resp. gleich u, v, ic setzen wollen. Die Kraft Pds, nach den
drei Axen zerlegt, gibt daher die Kräfte Puds, Pvds, Pwds und
die Gleichungen (2) in §. 280 werden damit:

(14)

Xds^Ruds + d(T'^\ =

Yds ^ Pvds -\- d iT^\ =

Zds -\- Picds -I- f/ /r^) =
Eliminirt man aus diesen drei Gleichungen P und T, — am

Vortheilhaftesten aber ist es, diese Elimination in jedem speciellen

Falle besonders zu verrichten, — so erhält man die Bedingungs-

gleichung des Gleichgewichtes. Sind X, Y, Z gegebene Functionen

von X, y, z, so lässt diese Gleichung in Verbindung mit der Glei-

chung für die Fläche die zum Gleichgewichte nöthige Curve des

Fadens erkennen.

§. 285. Zusatz. Aus der Gleichung für die Fläche: F= 0,

folgt:

dF , ,
clF

j ,
dF

j ^

mithin auch, weil u, v, w den partiellen Düferentialquotienten

von F nach x, y, z proportional sind:

udx -\- vdy -{- wdz = .

Multiplicirt man daher die Gleichungen (14) resp. mit dx, dy, dz
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und addirt sie hierauf, so kommt, wie in §. 283, a, bei einem freien

Faden

:

Xdx + Ydy+ Zdz -{-dT^i) .

Wenn folglich nur auf den Anfang und das Ende des über die

Fläche gelegten Fadens ihn spannende Kräfte wirken, und daher

X, y, Z gleich Null sind, so ist auch dT= , d. h. die Spannung ist

von einem Puncte des Fadens zum anderen constant. In diesem Falle

lassen sich die Gleichungen (14) also schreiben:

(14*) Buds = —Tdl , Rvds = — Tdri , Rwds = — Tdt
,

wo ^, »y, 'Q die in §. 282 angegebene Bedeutung haben. Es folgt

hieraus

:

u[ridl;-^^dri)+v[l;d^—^d^)-{-w[^dri — r,d^] =0 .

Die durch den Punct (.r, y, z) gehende Gerade, deren Projee-

tionen auf die Axen der x, ?/, z sich wie w, ü, w verhalten, d. i. die

Normale der Fläche im Puncte [x, y^ z), ist demnach in der Krüm-
mungsebene der Fadencurve enthalten (§. 282), oder mit anderen

Worten: hi Jedem Puncte des Fadens ist sei?ie Krümmungsehene auf

der Flüche normal.

Addirt man endlich die Quadrate der Gleichungen (14*), so er-

hält man, weil u, v, tv die Cosinus der drei Winkel einer Geraden

mit den Coordinatenaxen sind, und daher «* + ü* -|- w^ =1 ist

:

d. h. der Druck der Fläche ist der Spannung ^ dividirt durch den

Krümmwigshalhmesser
^
gleich^ — Alles übereinstimmend mit den schon

in §. 272 und §. 273 gefundenen Resultaten.

§. 286. Die Kraft P in dem Ausdrucke Pds ist, wie bereits

erinnert Avorden (§. 274, Z»), die Resultante von Kräften, welche auf

eine Linie, deren Länge gleich 1, nach parallelen Richtungen wir-

ken, dergestalt, dass jedes Element der Linie, welches mit dem Ele-

mente ds des Fadens gleiche Länge hat, von derselben Kraft, wie

dieses ds^ afficirt wird. Da aber in der Wirklichkeit jedes Element

des Fadens ein kleiner physischer Körper ist und, als solcher,

eine gewisse Masse hat, und da die Schwerkraft und die anderen

in der Natur vorkommenden Kräfte sich über alle Theilchen eines

Körpers, der Masse der Theilchen proportional, verbreiten, so pflegt

man die auf ein Fadenelement wirkende Kraft dadurch zu bestim-

men, dass man die Stärke der Kraft bei einer Masse gleich 1 angibt,

also annimmt, dass an einem Körper, dessen Masse gleich I, auf

jedes Theilchen, dessen Masse der des Fadenelementes gleich ist, eine
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eben so grosse Kraft, als auf dieses Element, nach paralleler Richtung

wirke, und von allen diesen parallelen Kräften die Resultante bestimmt.

Hat nun die Kraft P diese letztere Bedeutung, so muss man
sie, um ihre Wirkung auf das Element ds zu erhalten, in die Masse

des Elements multipliciren. Letztere ist, wenn die Dichtigkeit
des Elements gleich q, und der auf seiner Länge rechtwinklige

Durchschnitt gleich e gesetzt wird, gleich qeds, und folglich P^£t/

5

der dann statt des vorigen Pds zu substituirende Ausdruck. Auf
gleiche Art hat man statt der vorigen X, Y, Z dieselben Grössen,

noch mit qe multipHcirt, zu setzen. Dabei sind q und e, als von

einem Puncte des Fadens zum anderen im Allgemeinen veränder-

liche Grössen, Functionen der von seinem Anfangspuncte bis zum
Puncte [x, y, z) gerechneten Länge s des Fadens, also auch Func-
tionen von X, y, z selbst.

Von der Ketteuliiiie.

§. 2 ST. Die bisher vorgetragene allgemeine Theorie des Gleich-

gewichtes an einem vollkommen biegsamen Faden wollen vdx jetzt

auf den einfachen Fall anwenden, ive7in sämmtliche auf die Elemenie

des Fadens icirkende Kräfte einander parallel sindj der Faden selbst

aber nur mit seinen beiden Fndpuncten befestigt^ sonst frei beiceglich

ist. Man lege zu dem Ende das Coordinatensystem so, dass die Axe
der y parallel mit den Kräften wird, so ist durchweg X = , Z= 0,

folglich f Xds = A, f Zds = C. wo A und C noch zu bestimmende
Constanten bedeuten, und man erhält nach den Formeln (4) in §. 2S0

:

dx dy dz
~Ä~ f Yds ~ 'C '

Hieraus fliesst durch nochmalige Integration

Az= Cx-\- D
,

d. h. die Fadencurve ist vi einer mit der Axe der y, also mit den

Kräften parallelen Ebene enthalten. Werde diese Ebene zu der Ebene
der X, y genommen. Weil 2: = die Gleichung der letzteren ist,

so werden damit C= und Z> = , und wir haben nur noch die

Gleichung

dx dy A r^-j A (ly

zu berücksichtigen, woraus sich, wenn Y, als Function von x und y
gegeben ist, die Gleichung für die Fadencurve, und umgekehrt, wenn
letztere gegeben ist, die Function Y finden lässt.

Mob in 8 Werke III. 27
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Die Spannung T des Fadens im P\incte [x, y) ist aus den zwei

mit den Axen der x und tj parallelen Tlieilen U = —f Xds =— A
und F'= —f Yds = — Ap zusammengesetzt (§. 2S0), mithin

ds

Die Spannung ist daher in jedem Puncte umgekehrt dem Sinus

des Winkels proportional, den die den Faden

daselbst Berührende mit der Axe der y, d. i.

mit der Richtung der Kräfte macht.

Sind demnach NK und N'K' (vergl. Fig. 79)

zwei an zwei Puncte N und N' des Fadens ge-

legte Tangenten und schneiden dieselben eine

mit den Kräften parallel gezogene Gerade IKK'
in K und K', sich selbst aber in L, so verhalten

sich die Spannungen in i\^und iV', wie die Sinus

von IK'N' und IKN, also auch wie KL und

K'L, d. h.:

Zicei einen Faden, der unter Einwirkung

paralleler Kräfte im Gleichgeicichte int, lerührende

Seiten eines Dreiecks, dessen dritte Seite mit den

Kräften parallel ist, verhalten sich wie die Span-

nungen des Fadens i?i den Berährufigspuncte?!.

Fig. 79.

§. 288. Der in der Wirklichkeit am häufigsten vorkommende

und am meisten interessirende Fall ist derjenige, wenn der Faden

überall gleiche Dicke und Dichtigkeit hat, und wenn die auf ihn

wirkende Kraft die Schwerkraft ist. Die unter diesen Umständen

vom Faden gebildete Curve heisst vorzugsweise die Ketten linie.

Da die Schwerkraft nach vcrticaler Richtung von oben nach unten

auf gleiche Massen gleiche Wirkung ausübt, so ist. wenn Avir ihre

Wirkung auf einen Fadentheil, dessen Länge glcicli I ist, oder das

Gewicht dieses Theils, g nennen, g eine coustante Grösse, und wir

haben, wenn wir die positive Richtung der Axe der g vertical, von

unten nach oben gehend, annehmen, Y= — g zu setzen. Hiermit

wird / Yds = — gs-\- B, und die obige Bedingungsgleichung geht

über in

:

-gs + B-^Ap .

Von welchem Puncto aus die Fadenlänge, nach der einen Seite

zu positiv, nach der anderen negativ, gerechnet wird, ist noch will-

kürlich. Werde hierzu derjenige Punct S (vergl. Fig. SU) genom-

men, in welchem die Tangente der Curve horizontal, also p = ist.
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Weil hiernach s und p zugleich Null werden sollen, so wird auch

die Constante ^ = 0, und die Gleichung reducirt sich auf

hs = j) ,

•wenn man noch — ^ z= h setzt.

Dies ist demnach die Gleichung der Kettenlinie, und zwar in

der mögrlich einfachsten Form. Sie besteht zwischen den von aS aus

gerechneten Bogen s und der trigo-

nometrischen Tangente p des "Winkels,

den die an die Curve gelegte Be-

rührende mit der horizontalen Axe

der X macht. Da der Gleichung zu-

folge je zAvei einander gleichen, aber

entgeorenoresetzten Werthen von s auch

gleiche und entgegengesetzte Werthe

von p zugehören, so leuchtet ein, dass

die Curve von einer durch S gelegten

Yerticale in zwei symmetrische Hälften

getheilt wird, und dass daher .S' in der-

selben Bedeutung, wie bei anderen geometrischen Curven , der

Scheitel der Kettenlinie ist.

Durch Worte ausgedrückt, würde hiernach die Gleichung hs = p
also lauten:

Jeder von dem Scheitel an gerechnete Bogen einer Kettenlinie ist

der trigonometrischen Tangente des Winkels i^oportional . xcelchen die

an den Endpunct des Bogens gelegte Berühre7ide mit der Berührenden

am Scheitel macht.

Da übrigens die Curve eines im Gleichgewichte befindlichen

Fadens der Richtung, nach welcher die Kräfte wirken, stets ihre

erhabene Seite zukehrt (vergl. §. 274, e), so ist die Kettenlinie nach

unten zu erhaben, und der Scheitel S, in welchem die Tangente

horizontal liegt, muss der tiefste Punct der Linie sein.

T, JM^ i\^

Fig. 80.

§. 2S9. Um die Kettenlinie construiren zu können, wollen wir

noch ihre Gleichung zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x und y

entwickeln. Sei deshalb der Winkel der an die Curve im Puncte

[x, y) gelegten Tangente mit der Axe der y gleich i/;, so ist

dx = ds .sin ip ,
dy = ds .cos xp

, p = cotg ip .

Die Differentialgleichung hds = dp der vorigen Gleichung:

As = p, wird damit :

27*
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hdx hdy dxp

sin xp cos \p sin xp"-

folglich

-
^

dip , , c/sin V;
}i dx = ^-^ ,

h dy =
sin i/^

' *^ sm ip'

woraus durch Integration

hx = — log tang \ip + c, hy= ^^- + c

fliesst. Die Werthe der Constanten c und c hängen von der Wahl

des Anfangspunctes der Coordinaten ab. Man bestimme diesen, der

Einfachheit willen, so, dass c und v Null werden, dass also für

ip = 90°, d. h. für den Scheitel, a: = und y = 1 : h wird, dass

folglich der Anfangspunct vertical unter dem Scheitel und von

ihm um einen Abstand 0S= 1 :h entfernt liegt. Hiermit werden

die vorigen zwei Gleichungen.

hx = — log tang "1 ip oder tang ^ ip =^ e~^^^
,

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet, und

hy = \ -.sin ip= .|
(cotg ^ ip + tang .i- ip)

,

mithin, wenn man ip eliminirt:

/>y=^ (e^^+ e-^'A
,

oder in noch einfacherer Form:

/ly = cos [hx y — l) .

Dies ist demnach die gesuchte Gleichung der Kettenlinie zwi-

schen X und y. Die Linie 1 : I>, — denn h ist von der Dimension

— 1 — , drückt den Parameter der Curve aus. Die jetzige Axe

der X, also die Horizontale, welche um einen dem Parameter gleichen

Abstand unter dem Scheitel liegt, wollen wir die Directrix der

Kettenlinie nennen.

§. 290. Zusätze, a] Da sich in der erhaltenen Gleichung

der Werth von y nicht ändert, wenn man den von x in den ent-

o-po-eno'esetzten verwandelt, so bestätigt sich damit die obige Benier-

kung (§. 2S8). dass durch die Axe der y die Curve symmetrisch ge-

theilt wird.

h) Die Kettenlinie ist eine rectificirbare Curve. Denn man hat

für den vom Scheitel anfangenden Bogen s:

Jis = p = cotg i/> = i (cotg l p — tang | xp)
,

also ,

hs
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oder

lis = — y — 1 . sin [hx] — 1 ) .

So wie dalier, wenn man den Parameter zur Linieneinheit nimmt,

die Ordinate y der Cosinus der imaginär genommenen Abscisse ist,

so ist von derselben imaginären Grösse der Bogen s der imaginär

und negativ genommene Sinus*).

Aus den durch x ausgedrückten Wertlien von y und s folgt

ferner

:

//(y + 6)=:e^^ ,
h{y-s) = e-^'=

,

und hieraus

:

^r if-
- s'-) = 1 ,

d. h.

Das Quadrat eines vom Scheitel an gerechneten Bogens einer

Kettenlinie ist dem Quadrate der Entfernung des Endpunctes des

Bogens von der Directrix, vermindert um das Quadrat des Parameters,

gleich.

c) Die Differentiation der letzterhaltenen Gleichung gibt:

ydy = sds

und weil

hsdx = dy (§. 288) ,

so ist auch
hydx = ds

und
hfydx = s .

d. h.

Das Flächenstück, icelches to7i einem Bogen einer Kettenlinie, den

von den Endpuncten des Bogens auf die Directrix gefällten Perpen-

dikeln und dem dazwischen enthaltenen Theile der Directrix begrenzt

wird, ist dem Producte aus dem Bogen in den Parameter gleich, und

daher dem Bogen selbst proportional.

*) Diese Bemerkung führt zu einer unzähligen Menge von Relationen bei

der Kettenlinie; denn jede goniometrische Formel lässt sich damit in eine solche

umwandeln. So folgt z. B. aus den Formeln, welche den Sinus und Cosinus des

Unterschiedes zweier Bögen durch die Sinus und Cosinus der Bögen selbst aus-

drücken, der Satz

:

Ist O (vergl. Fig. 80; der unter dem Scheitel S liegende Punct der Directrix,

3/i und iN^'i zwei beliebige andere Puncte der Directrix und Pj ein dritter Punct

derselben, welcher so liegt, dass F^ = M^K^; sind ferner M, N, P die über

M^, K^, Pi befindlichen Puncte der Kettenlinie, so ist:

SO. SP = SN . 31M, — SM. NK^
,

S O . PP^ = 3/3/1 • ^^^\ — S3I . SN .

Ebenso entspricht der goniometrischen Formel : cos a- -\- sin a- = 1 , die

Gleichung: 3131^-— S3I'^ = SO-, u. s. w.
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§. 291. Die Spannung T der Kettenlinie im Puncte [x^ y)

ist = — ^ >T+? {§• 287). Nach §. 288 ist aber A = — g:h, und

p = hs =: cotg ip (§. 289), folglich

Im Scheitel ist 5 = 0, und daher die Spannung daselbst = g -.h.

Bezeichnen wir sie mit r, so "vvird

T-- = r^ 4- ^'^* •

Die Spannung ist demnach im Scheitel am kleinsten , und der

Unterschied der Quadrate der Spannungen im Scheitel und ifi irgend

einem anderen Puncte der Kettenlinie ist dem Quadrate des Gewichtes

des ztcischeti beiden Puncten begriffenen Theiles der Kette gleich.

Die Richtigkeit dieser Gleichung erhellt auch schon daraus, dass

alle Kräfte, welche auf einen vom Scheitel S (vergl. Fig. SO auf p. 419)

anfangenden Theil SM der Kettenlinie wirken, auch dann noch sich

das Gleichgewicht halten, wenn sie parallel mit ihren Richtungen an

einen und denselben Punct getragen werden. Diese Kräfte sind die

Spannungen r und T in S und M und die Resultante gs aller Wir-

Ivungen der SchAverkraft auf den zwischen S und M enthaltenen

Theil des Fadens. Die Richtungen von t und gs schneiden sich

aber rechtwinklig; folglich etc.

Die andere Gleichung fiir die Spannung, T = gy, gibt zu er-

kennen, dass die Spannung i7i irgend einem Puncte M der Ketten-

linie dem Gewichte eines Theiles des Fadens gleich ist, welcher den

Abstand des Punctes M von der Directrix zur Länge hat. Das Gleich-

gewicht des die Kettenlinie bildende?! Fadens icird daher nicht unter-

brochen^ wenn man letzteren in M über eine unendlich kleine daselbst

angebrachte Rolle führt und bis zu der Directrix frei herabhängen

liisst.

Ist folglich, — so können wir umgekehrt schliessen, — ein über

zwei imendlich kleine Rollen gelegter und mit beideti Fndeti frei her-

abhängender Faden im Gleichgewichte, so liegen die beiden Enden in

eitler Horizontalen, nämlich in der Directrix der vom mittleren Theile

des Fadens ztvischen den Rollen gebildeten Kettenlinie.

§. 292. Zusätze, a) Eine unmittelbare Folgerung aus letz-

terem Satze ist, dass, wemi man einen in sich zurücklaifenden Faden

über zwei unendlich Meine Rollen A und B (vergl. Fig. 81) hängt,

die zwei Kettenlinien ASB und AS'B, welche er somit bildet, eine

gemeinschaftliche Directrix haben. Denn lässt man von einer der

beiden Rollen, A, einen Faden frei herabhängen, von solcher Länge



§. 29: Sechstes Kapitel. Vom Gleichge^vichte an Ketten etc. 423

Fig. 81.

AS']

AC, dass sein Gewicht der Spannung im Puncte A des in sich zu-

rücklaufenden Fadens gleich ist, so wird, weil A als gemeinschaft-

licher Punct der beiden Kettenlinien zu betrachten ist, die durch C
gelegte Horizontale CD sowohl der einen,

als der anderen Kettenlinie, als Directrix zu-

gehören.

b) Sei D der Fusspunct des von der

anderen Rolle B auf die gemeinschaftliche

Directrix gefällten Perpendikels, und S, S'

die Scheitel der beiden Kettenlinien, so ist

CA*' — AS'' = DB'- — SB^

gleich dem Quadrate des Parameters der

Kettenlinie ASB (§. 290, h), und ebenso

CA^ — AS"- = DB^ — S'B'-
;

folglich

{SB + AS) {SB — AS) = {S'B -f AS') {S'B

Legt man nun durch die tiefere der beiden Pollen , welche A
sei, eine Horizontale, die den Kettenlinien ASB und AS'B in U
und V begegne, so ist der Bogen AS^=SU und AS' = S'U'.

Hiermit wird die letzterhaltene Gleichung:

ASB . ÜB = AS'B . U'B
,

d. h.

Wird ein in sich selbst zurücklaufender Faden über zwei unend-

lich kleine Bollen gehängt^ so verhalten sich die zicei von ihm gebil-

deten Kettenlinien ihrer Länge nach umgekehrt^ loie die Theile der-

selben^ icelche oberhalb der durch die tiefere der beiden Bollen gezogenen

Horizontale liegen.

c) So wie im Puncte (a:, y) der Kettenlinie die Spannung
T = gy ist, so ist sie in irgend einem anderen Puncte {x'

^
y') der

Linie, gleich gy', und daher, wenn letztere Spannung T' genannt

wird:

T'-T = g{y' -y) ,

eine Gleichung, welche auch unmittelbar durch Integration der

Gleichung (8) in §. 2S3 hervorgeht, wenn man darin, wie es hier

der Fall ist, X^O, y= — </, Z=0 setzt. Sie drückt den Satz

aus, dass der Unterschied zwischen den Spannungen in zwei Puncten

des die Kettenlinie bildenden Fadens dem Gewichte eines Theiles

desselben Fadens gleich ist, dessen Länge die Höhe des einen Punctes

über den anderen misst.
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Dieser Satz lässt sich übrigens auch ohne Anwendung der bisher

vorgetragenen Theorie durch folgende einfache Betrachtung darthun. —
Seien M und N [vergl. Fig. SO auf p. 419) zwei Puncte einer Ketten-

linie, M der tiefere, N der höhere, und L ein dritter Punct, welcher

mit 3/ in einer Verticalen und mit N in einer Horizontalen liegt.

Man befestige in Jl/, N und L di-ei unendHch kleine Rollen und

lege von L bis N einen geraden horizontalen Steg. Man führe hier-

auf den über N hinausgehenden Theil des Fadens über die Rolle N
und den Steg NL bis L, und den über M hinaus sich erstreckenden

Theil des Fadens unter der Rolle M weg in verticaler Richtung

gleichfalls bis L und verknüpfe ihn über der in L angebrachten

Rolle mit dem ersten Theile, so dass man einen über drei Rollen

o-elefften, in sich zurücklaufenden Faden erhält. Ist nun dieser

Faden, sich selbst überlassen, in Ruhe, — denn eine continuirliche

BeAvegung desselben anzunehmen, streitet gegen die Unmöglichkeit

einer solchen, — so wird jeder seiner drei Theile noch die vorige

Form haben. Vom Theile LN ist dieses für sich klar. Wäre femer

der frei von L bis M herabgehende Theil nicht geradlinig, sondern

gekrümmt, so müsste, weil L und M in einer Verticalen liegen, ein

Theil von LM seine hohle Seite nach unten zu kehren, welches

wegen der nach unten zu gerichteten Schwerkraft nicht möglich ist.

Der frei von M bis N sich erstreckende Theil wird daher noch die

anfangliche Länge und damit auch die anfängliche Gestalt haben.

Denn es darf wohl als Grundsatz zugestanden werden, dass es für

einen schweren Faden von gegebener Länge, der mit seinen Enden

in zwei Puncten aufgehängt wird, nur eine einzige Form gibt, unter

welcher er im Gleichgemchte ist.

Da also der Fadentheil MN noch die anfängliche Form hat,

so sind auch seine Spannungen in M und iV, welche T und T'

heissen, dieselben geblieben. Nach §. 270 ist nun ctie Spannung in

jedem Puncte von LN, also auch in L, eben so gross, als in N
selbst, folglich gleich T' . Denn die auf den Theil NL wirkende

Schwerkraft wird von dem horizontalen Stege, auf welchem er liegt,

aufgehoben und kann daher auf die Spannung keinen Einiluss äus-

sern. Von der anderen Seite würde die Spannung in iy, so wie in

jedem anderen Puncte von ML, eben so gross, als in M, mithin

srleich T sein, wenn der Fadentheil ML keine Schwere hätte. Weil

aber die Schwerkraft auf ihn gleichfalls einwirkt, so ist die Span-

nung in L der um das Gewicht von ML vermehrten Spannung in

M gleich, also T' = T -\- g . ML, wie zu erweisen war.

d) Ist, wie in §. 291, t die Spannung im Scheitel S, T die Span-

nung in irgend einem anderen Puncte M , und sind in Bezug auf
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eine beliebige unterhalb ^S" in der Ebene der Kettenlinie gezogene

Horizontale , als Axe der x
, die Ordinaten von S und M gleich f

und y, so ist T— t^ = 9 [y
—

f)- Es ist ferner, wenn der Bogen

SM= s gesetzt wird: T* = r^-^y^s'. Die Elimination von T aus

diesen zwei Gleichungen gibt

:

\j-\-y{!/-f)]'=T'--{-y'-6'- ,

oder einfacher, Avenn man die horizontale Abscissenlinie so legt, dass

yf=r wird

:

f-=r + ^'

.

Da nun, wie soeben und in §. 291 gezeigt worden, die zwei

Gleichungen für T sich geradezu aus der Natur der Kettenlinie,

ohne Anwendung der Rechnung des Unendlichen, herleiten lassen,

so sind wir damit eben so einfach zu der ZAvischen y und s bestehenden

Gleichung der Kettenlinie selbst gelaugt. Dass dabei/" der im Obigen

durch 1 : h ausgedrückte Parameter ist, bedarf keiner Erinnerung.

e) Auch die Fundamentalgleichung hs =2^ (§• -^S) kann auf

ganz elementare Weise hergeleitet werden. Da nämlich die Span-

nung T. welche mit der Axe der y den Winkel iL' macht, die Re-

sultante der Spannung t und der Kraft gs ist, wenn letztere beide

nach den positiven Richtungen der Axen der x und der y wirkend

angenommen werden, so hat man

T sin ip = T
, T cos ip = gs

,

f<^l§li^'^ gs , . s

'

cot il) = ^—
, Ci. i. j) = ^ = hs .

/) Nach der Gleichung (12j in §. 2S3, und weil P = — g,

f/) = — ip und T sin ip = x ist, hat man

:

rp rp9 rji»

P sin (p gx hx-

Die Kettenlinie besitzt daher noch die merhimrdige Eigenschaft,

dass in Jedem ihrer Puncte der KrümmungshaJhmesser dem Quadrate

der Spannung proportional ist.

Im Scheitel, ico T = x ist, tcird r = 1 : h, d. h. der Krüfnmungs-

halbmesser im Scheitel ist dem Parameter gleich.

§. 293. Aufgabe. Ein gleichförmig schwerer Faden von ge-

gebener Länge l icird mit seinen Enden an zwei gegebenen unbeweg-

lichen Puncten 31 und N (vergl. Fig. 80 auf p. 419) befestigt. Die

Elemente der von ihm gebildeten Kettenlinie zu bestimmen.

A u f1 ö s u n g. Die Linie ist in der durch M und i\" zu legenden

Verticalebene enthalten. In Bezug auf ein rechtwinkliges Coor-

dinatensystem in dieser Ebene, von welchem die Directrix der Ket-
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tenlinie die Abscissenlinie, und der Punct der Directrix, welcher

vertical unter dem Scheitel S liegt, der Anfangspunct der Abscissen

ist, in Bezug auf dieses System seien x, y die Coordinaten von M,

und X -\- a, y -\-h die Coordinaten von N; sei ferner der Parameter

der Kettenlinie gleich \ : h, und der Bogen SM =^ s, also der Bogen

SN= s -{- l, wo die Bögen s und / positiv zu nehmen sind, wenn

es ihre Projectionen auf die Axe der x sind. Alsdann ist nach

§. 290, b, für den Punct 3f:

- ^hx

-hx

und ebenso für den Punct N
|/^,(y4-5 4_s + /) = e^^''+"'

Durch die gegebene gegenseitige Lage von 31 und N sind nun

a und b gegeben; es sind nämlich die Coordinaten von N in Bezug

atif ein System, dessen Anfangspunct 31, und dessen Abscissenlinie

die durch 31 gelegte Horizontale in der durch 3IN gelegten Verti-

calebene ist. In Beziehung auf dasselbe System sind — x und — y
die Coordinaten von O, also — x und — ^ + (1 : ^0 ^i^ Coordinaten

des Scheitels. Indem wir daher aus den vier Gleichungen [a) und {b)

den Bogen s eliminiren und die drei Unbekannten /i, x, y durch die

Gegebenen /, a, b ausdrücken, Avird sich die Grösse und Lage der

Kettenlinie bestimmen lassen, und damit unsere Aufgabe gelöst sein.

Die hierzu nöthige Rechnung ist folgende.

Durch Subtraction der Gleichungen [a] von [b) folgt:

-1)
,

««-1)
,

(e) ah = z

Um hiernach die Unbekannte z aus der durch /, a, b gegebenen

Grösse c zu finden, muss man entweder versuchsweise verfahren,

oder eine Tafel construiren, welche für jeden Werth von c den zu-

gehörigen für z gibt.

Hat man somit die transcendente Gleichung if) aufgelöst, so

macht die Bestimmung der Gesuchten h ,
x und y keine Schwierig-

(A
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keit mehr. Denn It findet sich alsdann aus (e), x aus einer der

Gleichungen (c)
,

und y aus der Gleichung 2^t/=e^ + e
'''^

(§. 289), welche durch Addition der Gleichungen (a) hervorgeht.

§. 294. Zusätze, a) Die Entwickelung der transcendenten

Function von z in eine Reihe gibt:

^1.2. 3. 2* ^1.2. 3. 4. 5. 2*^

Zufolge der Gleichung [f] niuss daher <?^ 1 , und mithin, -wegen

[d). /*>a* + ^* sein, was auch schon daraus fliesst, dass l^a* + 6-

die Sehne des Bogens l ist.

h) Setzt man 3 = und a = 1, so wird nach [d) und [e] l=^c

und h = z. Die nach [f] zu construirende Tafel gibt daher zunächst

und unmittelbar den Parameter 1 : z einer Kettenlinie, deren Länge

gleich c ist, und deren Aufhängepuncte, wegen 5 = 0, in einer Ho-
rizontalen sind und in einem Abstände a = 1 von einander liegen.

Die Bestimmung des Parameters einer in irgend zwei Puncten auf-

gehängten Kette wird folglich immer auf den einfachen Fall zurück-

gebracht, wenn die Gerade durch die zwei Aufhängepuncte eine

Horizontale ist.

c) Ueberhaupt ersieht man aus den Gleichungen [d], (e) und

{/), dass der gesuchte Parameter 1 : h bloss von a und >/* — b- ab-

hängig ist, und dass mithin die durch l, a, b bestimmte Ketten-

linie denselben Parameter, als eine andere hat, deren Aufhängepuncte

in einer Horizontalen um einen Abstand

gleich a von einander entfernt liegen,

und deren Länge gleich ] P — b- ist.

Werden daher mehrere gleichförmig

schwere Fäden in einem Puncte P (vergl.

Fig. S2) befestigt und von da geradlinig

bis zu Puncten ... N,, N, N', N" ...,

die in einer Verticalen liegen, fortgeführt,

und wird hierauf der Punct P in einer

horizontalen Ebene näher an diese Ver-

ticale, etwa bis M, gerückt, so haben die

Kettenlinien, zu welchen sich nunmehr

die Fäden krümmen, einander gleiche

Parameter und sind daher, in unend-

licher Ausdehnung gedacht, einander

gleich und ähnlich. Denn schneidet

die Horizontalebene, in welcher P und M liegen

Fig. S-2.

die Yerticale in
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N, so ist für die verschiedenen Kettenlinien a = MN und /-— h' =
P2^r^ _ jsr^ri ^ pjsfi ^ PN' ^ — NN'^ = ...

Von allen diesen Kettenlinien liegen übrigens die Scheitel

o-leichfalls in einer Kettenlinie, welche M zum Scheitel und den-

selben Parameter, wie die vorigen, aber eine umgekehrte Lage hat,

so dass M die höchste Stelle einnimmt. Hiervon kann man sich

durch eine sehr einfache, von der Natur der Kettenlinie ganz unab-

hängige, Betrachtung überzeugen. Wird nämlich der Bogen S,TM
einer Kettenlinie, von welcher S, der Scheitel ist, in seiner Ebene

um den Mittelpunct seiner Sehne S,M halb herumgedreht, bis er in

die Lage MSS, kommt, so vertauschen S, und M ihre Stellen, und

der Scheitel ist nunmehr in M. Beschreibt man folglich in der

Ebene einer Kettenlinie S, TM mit demselben Parameter eine zweite,

welche die umgekehrte Lage der ersteren und irgend einen Punct M
der ersteren zum Scheitel hat, so geht diese zweite durch den

Scheitel ^S", der ersteren.

§. 295. Bei der im Obigen entwickelten allgemeinen Theorie

des GleichgcAvichtes eines Fadens wurde in §. 2S4 noch der Fall in

Betracht gezogen, wenn der Faden nicht vollkommen frei beweglich

ist, sondern auf einer unbeweglichen Fläche liegt. Um von den für

diesen Fall entwickelten Formeln die Anwendung an einem leichten

Beispiele zu zeigen, wollen wir einen gleichförmig schweren Faden

auf einer gegen den Horizont geneigten Ebene liegend annehmen.

Einfacherer Rechnung willen lasse man diese Ebene die Ebene der x, y

sein. Die Axe der x sei darin horizontal, also die Ebene der y, z

vertical, und der Winkel einer Verticalen mit der Fadenebene gleich

dem Winkel der Verticalen mit der Axe der y. Heisse a dieser

Winkel, wenn die verticale Richtung nach oben zu positiv genom-

men wird, und bezeichne — g, wie im Vorigen, die Schwerkraft.

Die Schwerkraft, nach den Axen der x, y, z zerlegt, gibt hier-

nach die drei Kräfte : X = , Y= — ^ cos a , Z = — y sin a. Nun

ist die Gleichung der Ebene der x^ y, also der Fadenebene: s = 0,

mithin (§. 284) F= z und w = 0, v = 0, ic = l. Mit diesen Wer-

then für X, Y, Z, u, v. w werden die dortigen Gleichungen:

— g sin a . ds -{- Reis = .

Die zwei ersteren derselben sind einerlei mit denen, welche man
findet, wenn der Faden nicht auf einer Fläche liegt, sondern frei

ist, und die Axe der y eine verticale Lage hat, nur dass die Con-
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stante g hier noch von dem Factor cos « begleitet ist. Von dem
Werthe dieser Constanten ist aber nach §. 293 die Curvenform eines

in zwei Puncten frei aufgehängten Fadens unabhängig, und wir

schliessen daher:

Wird ein auf einer schiefen Ebene liegender gleichförmig schwerer

Faden mit seinen Enden an zwei Funden der Ebene befestigt^ so ist

die von ihm auf der Ebene gebildete Curve dieselbe Kettenlinie, welche

er annimmt, icenn die Ebene durch Drehung um eine in ihr enthaltene

Horizontale in eine verticcde Lage gebracht, und damit ihre Einwirkung

aif den Faden aufgehoben wird.

Durch Drehung der Ebene um eine in ihr gezogene horizontale

Axe wird also die Fadencurve nicht geändert, was auch schon daraus

einleuchtet, dass in jedem Augenblicke der Drehung auf gleiche

Elemente ds des Fadens gleiche und auf der Drehungsaxe normale

Kräfte — g cos u . ds in der Ebene wirken. Aus demselben Grunde
erhellt, dass bei jeder durch die Drehung hervorgebrachten Neigung
der Ebene die (bei der verticalen Lage durch gy bestimmten) Span-

nungen in den verschiedenen Puncten des Fadens in den nämlichen

Verhältnissen zu einander stehen, dass aber die Spannung in einem
und demselben Puncte von einer Neigung zur anderen dem Sinus

der Neigung gegen den Horizont, ^90° — a) ,
proportional ist, und

daher bei horizontaler Lage ganz verschwindet.

Endlich bemerke man noch, dass zufolge der dritten Gleichung

die schiefe Ebene von jedem Curvenelemente ds einen auf ihr nor-

malen Druck gleich dem Gewichte gds des Elementes, multiplicirt

in den Cosinus der Neigung, erleidet.

Siebentes Kapitel.

Analogie zwischen dem Gleichgewichte an einem

Faden nnd der Bewe2:nn2: eines Pnnctes.

§.296. Es dürfte gewiss schon von Manchem bemerkt worden
sein, dass zwischen dem Gleichgewichte an einem Faden
und der Bewegung eines materiellen Punctes in mehrfacher

Beziehung Aehnlichkeit stattfindet; dass z. B. ebenso, wie ein Fa-
den

,
auf den nur an seinen Enden Kräfte wirken , sich geradlinig
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ausdehnt, auch ein Fun et, auf den nur ein anfänglicher Stoss wirkt,

geradlinig fortgeht; dass auf gleiche Art, wie ein über eine krumme
Fläche gespannter Faden die kürzeste Linie bildet, die sich auf der

Fläche von einem Puncto zum anderen ziehen lässt, auch ein auf

einer Fläche durch einen Stoss in Bewegung gesetzter Punct die

kürzeste Linie bei seiner Bewegung wählt, und dass, "vvie dort die

Spannung, so hier die Geschwindigkeit von einem Puncte zum an-

deren constant ist; u. s. w. Gleichwohl erinnere ich mich nicht,

eine Vergleichung dieser Theorien des Gleichgewichtes und der

Bewegung irgendwo angestellt gefunden zu haben. Da indessen

eine solche Vergleichung nicht nur an sich interessant ist, sondern

auch die eine Theorie durch die andere, und namentlich die des

Gleichgewichtes durch die der Bewegung, mir Gewinn zu ziehen

scheint, so will ich in diesem Kapitel den zwischen beiden Theorien

obwaltenden Zusammenhang näher entwickeln und zeigen, wie jeder

Satz der einen seinen entsprechenden in der anderen hat.

Fig. 83

A,, A, A
,

§. 297. Seien A,A, AA', A'A", ... (vergl. Fig. 83) mehrere

auf einander folgende Elemente eines Fadens, an welchem Kräfte

sich das Gleichgewicht halten. Die

den Kräfte seien resp. P,.A,A,
P.AA', P'. A'A", ...(§. 280). Wegen
der unendlichen Kleinheit der Ele-

mente kann man sich diese Kräfte

an beliebigen Puncten derselben an-

gebracht vorstellen. Seien daher resp.

die Angriffspuncte der Kräfte und A,B,, AB, AB',
... ihre Richtungen. Endlich seien T,, T, T' , ... die Spannungen

der Elemente A,A, AA', A'A", ....

Hiernach sind am Puncte A die Kräfte T,, P.AA' und T nach

den Richtungen AA,, AB und AA' im Gleichgewichte, folglich die

ersten zwei Kräfte nach den Richtungen A,A, BA gleichwirkend mit

der dritten nach der Richtung AA'. Bewegt sich daher ein als materiel-

ler Punct zu denkender Körper nach der Richtung A,A, und erhält er

in A einen Stoss, welcher ihm nach der Richtung BA eine Ge-

schwindigkeit ertheilt, die sich zu seiner Geschwindigkeit in A,A,

wie T, zu P.AA' verhält, so wird er nach AA' mit einer der

Spannung T proportionalen Geschwindigkeit fortgehen. Auf gleiche

Art wird ihn ein neuer Stoss, den er in A' empfängt, und der ihm

nach der Richtung B'A' eine Geschwindigkeit beibringt, die in dem-

selben Verhältnisse, wie vorhin, mit P'. A'A' proportional ist, sich
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nach A'Ä' mit einer der Spannung T' proportionalen Geschwindig-

keit zu bewegen nöthigen u. s. w. , so dass der Punct, wenn immer

neue Stösse nach demselben Gesetze, wie die vorigen, auf ihn ein-

wirken, ein Fadenelement nach dem anderen mit einer der Spannung

überall proportionalen Gesch^vindigkeit beschreiben wird.

In welchen Verhältnissen die Längen der Elemente zu einander

stehen sollen, hängt von unserer Willkür ab und hat auf das End-

resultat keinen Einlluss, Zur Vereinfachung der Betrachtung wollen

wir jedes Element der in ihm herrschenden Spannung, also auch der

Geschwindigkeit, mit welcher es von dem Puncto beschrieben wird,

proportional setzen. Alsdann sind die Zeitelemente, in denen sie

beschrieben werden, einander gleich, gleich dt., und die Stösse,

welche jetzt proportional mit P.T, P' .T' , ... werden, folgen in

gleichen Zeitintervallen, gleich dt^ auf einander, und lassen sich da-

her als die Wirkungen einer beschleunigenden, mit P . T proportio-

nalen, Kraft ansehen.

Es ist aber, wenn Q diese beschleunigende Kraft in A genannt

wird, Qdt die von ihr in dem ersten Zeitelemente ihrer Wirkung

erzeugte Geschwindigkeit, und diese verhält sich nach dem Obigen

zu der Geschwindigkeit des Körpers in A,A, welche v heisse, wie

P .AA' = Pds zu T, oder T. Man hat daher:

Qdt Pds

, ., as
also, weil -r.^^ ^ ist.

und

Q =^
^.P=c.T,
V

wonach aus der Kraft am Faden und seiner Spannung und aus der

Geschwindigkeit des in der Fadencurve sich bewegenden Körpers

die den letzteren beschleunigende Kraft gefunden werden kann.

Da nun, wenn die anfängliche Richtung und Geschwindigkeit

der Bewegung eines Körpers und die beschleunigende Kraft gegeben

sind, seine fernere Bahn und seine Geschwindigkeit in derselben

vollkommen bestimmt sind, so schliessen wir:

Sind Kräfte, welche auf einen Faden seiner ganzen Länge nach

wirken, im Gleichgeicichte, so wird ein Körper, der sich in der Faden-

curve zu bewegen anfängt, darin fortgehen, und seine Geschwindigkeit

wird an jeder Stelle der Spannung daselbst proportional sein , wenn

uuf ihn nach einer der Kraft am Faden entgegengesetzten Richtung



432 Lehrbuch der Statik. Zweiter Theil. §. 298.

eine beschlemiigende Kraft lüirkt^ die^ durch die Geschwindigkeit divi-

dirtj sich zur Kraft am Faden, wie die Geschwindigkeit zur Spannung

verhält.

Zusatz. Letztere Proportion lässt sich aucli also ausdrücken:

Es muss sich die beschleunigende Kraft zum Quadrate der Geschwin-

digkeit^ loie die Kraft am Faden zur Spannung verhalteii. Je grösser

also die Geschwindigkeit sein soll, desto grösser, und zwar im dop-

pelten Verhältnisse grösser, muss die beschleunigende Kraft sein, —
so wie überhaupt der Satz gilt: dass, wenn ein Körper h sich in der-

selben Curve, wie ein anderer a, bewegt, seine Geschwindigkeit aber

in jedem Puncte das m-fache der Geschwindigkeit ist, welche a da-

selbst hat, die beschleunigende Kraft, welche h treibt, das mw-fache

der auf a wirkenden Kraft ist.

§. 298. Aus jedem Gleichgewichte zwischen Kräften, welche

auf einen Faden wirken, lässt sich daher auf die Bewegung eines

Körpers ein Schluss machen, indem man für die Curve des Fadens

die Bahn des Körpers, für die Spannung des ersteren die Geschwin-

digkeit des letzteren und für die Kraft am ersteren die den letzteren

beschleunigende Kraft, dividirt durch die Geschwindigkeit, setzt.

Das einfachste hierher gehörige Beispiel ist ein Faden, auf den

nur an seinen Enden sich das Gleichgewicht haltende Kräfte wirken.

So wie ein solcher die Gestalt einer geraden Linie annimmt, und

seine Spannung in jedem Puncte von gleicher Grösse ist, so geht

auch ein Körper, durch einen momentanen Stoss getrieben, in ge-

rader Linie und mit constanter Geschwindigkeit fort.

So wie ferner ein Faden in jeder beliebigen Curvenform im

Gleichgewichte ist und überall dieselbe Spannung T hat , wenn auf

jeden seiner Puncte in der Richtung des Krümmungshalbmessers r

von der hohlen nach der erhabenen Seite der Curve eine Kraft

P=T.r wirkt (§. 279), so bewegt sich auch ein Körper in irgend

einer gegebenen Curve mit constanter Geschwindigkeit r, wenn ihn

in der Richtung des Krümmungshalbmessers r von der erhabenen

nach der hohlen Seite eine beschleunigende Kraft Q treibt, von der

Grösse, dass Q : v = c : r, also Q = v- : r ist.

Ein merkwürdiges Beispiel gewährt noch die vorzugsweise so

genannte Kettenlinie. Da bei dieser die auf die einzelnen Puncte

wirkenden Kräfte von gleicher Grösse und einander parallel sind,

so wird sich ein Körper in einer Kettenlinie bewegen, wenn die be-

schleunigende Kraft Q sich parallel bleibt, und Q:v constant, also

Q proportional mit v ist. Hieraus und aus den übrigen beim Gleich-

gewichte einer Kette vorkommenden Umständen folgern wir:
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Wird ein Körper von einer vertical nach ohen gerichteten und

seiner Jedesfnaligen Geschirnndigkeit proportioncden heschleunigenden

Kraft getrieben, so heschreiht er eine verticale Kettenlinie, deren Schei-

tel ihr tiefster Punct ist. Dctbei ist die Geschwindigkeit des Korpers

der Spannung der Kette, also der Secante des Winkels proportional,

den eine die Curie Berührende mit dem Horizonte macht (§. 2S7).

Weil übrigens im Scheitel T = g . h ist (§. 291), wo g die jetzt

constante Kraft P ausdrückt, so ist im Scheitel der durch Bewegung
erzeugten Kettenlinie : v = Q : f Ji , folglich v-:Q = l:h, d. h. das

Quadrat der Geschicindigkeit im Scheitel, dividirt durch die beschleu-

nigende Kraft daselbst, gibt den Parameter der Ketteiüinie.

Sehr leicht kann man sich von diesen Resultaten auch durch

unmittelbare Rechnung überzeugen. Man hat nämlich für die vor-

ausgesetzte Kraft, wenn man ihre Richtung mit der Axe der y pa-

rallel annimmt, die Grundgleichungen:

cV-x d-ii ads

rfF = "' d¥ = " =^'
folofKch, Avenn man intesrrirt

:

'o

dx ^ dy
, T 1 -i

bds
-- = h , -f- = as -\- c ,

und daher v = ——
,

dt dt dx

woraus die Proportionalität der Geschwindigkeit mit der Secante der

Neigung der Berührenden fliesst. Setzt man ferner c = 0, rechnet

also den Bogen s von dem Puncte an, in w^elchem dg = 0, mithin

die Berührende horizontal ist, so kommt:

dy as

dx b

Dieses ist aber die Differentialgleichung einer Kettenlinie, deren

Parameter gleich b : a, und deren Scheitel ihr tiefster Punct ist

(§. 28S). Weil daselbst dy = 0, und daher ds = dx , also c = b, so

ds . .

ist im Scheitel Q = a ^- = ab, mithin y-
: Q = b : a, also gleich dem

dt

Parameter, — gleichfalls übereinstimmend mit dem Obigen.

§. 299. Auf eben die Art, wie man vom Gleichgewichte eines

Fadens zur Bewegung eines Körpers übergehen kann, lässt sich auch

immer aus irgend einer krummlinigen Bewegung eines Körpers auf

das Gleichgewicht eines ebenso gekrümmten Fadens schliessen. Denn
so wie in §. 297 aus dem Gleichgewichte der auf den Punct A (vergl.

Fig. 83 auf p. 430) nach den Richtungen AA„ AB und AA' wirkenden

Kräfte T,, P . AA' imd T gefolgert wurde, dass ein Körper, dei' sich

nach A,A mit einer Geschwindigkeit v,^cT, bewegt, und dem in

Mötius Werke m. 28
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A nach der Richtung BA eine Geschwindigkeit Qdt ^^^ cP . AA'
luitgetheilt wird, nach A A' mit einer Geschwindigkeit v = cT fort-

o-eht, wo c eine Constante und dt das Zeitelement bezeichnet, in

welchem der Körper das Raumelement AA' {= vdt) zurücklegt: so

kann auch umgekehrt daraus, Jdass v die Resultante der Geschwin-

digkeiten V, und Qdt ist, auf das Gleichgewicht zwischen T,, P . AA'
und T geschlossen Averden. So wie ferner die Bewegung eines Kör-

pers durch ihre anfängliche Richtung und Geschwindigkeit und

durch die beschleunigende Kraft vollkommen bestimmt ist, so ist es

auch die Gestalt eines Fadens und die Spannung in jedem Puncte

desselben, w^enn für eines seiner Elemente die Lage und die Span-

nung desselben, für alle aber die auf sie wirkenden Kräfte gegeben

sind. Hiernach lässt sich der in §. 297 erhaltene Satz folgender-

sestalt umkehren:

Bewegt sich ein Körper, durch, eine beschleunigende Kraft getrieben^

so ist ein Faden in der vom Körper beschriebenen Curve im Gleich-

geicichte und seine Spannung an jeder Stelle der Geschicindigheit des

Körpers proportional . icemi ein Eletnent des Fadens mit einem Ele-

mente der Bah7i des Körpers zusa^nmenfällt, wenn die Kraft am Faden

überall die entgegengesetzte Richtung der bescldeunigenden Kraft hat.

und loenn [PT: Q = T- : t'-, d. h.) das Product aus der Kraft am
Faden in die Spannung zu der beschlemiigenden Kraft in einem con-

sianten Verhältnisse steht, loelches dem Doppelten des constanten Ver-

hältnisses der Spannung zur Geschioindigkeit gleich ist.

So wissen Avir z. B., dass ein Körper unter Einwirkung der con-

stanten und vertical nach unten gerichteten Schwerkraft eine Parabel

beschreibt, deren Scheitel ihr oberster Punct ist, dass die Geschwin-

digkeit in jedem Puncte der Parabel der Secante des Winkels pro-

portional ist, den die daselbst an sie gezogene Berührende mit dem
Horizonte macht, und dass das Quadrat der Geschwindigkeit im
Scheitel, dividirt durch die Schwerkraft, dem halben Parameter der

Parabel gleich ist.

Mithin icird auch ein Faden in der Gestalt einer verticalen Pa-
rabel, deren Scheitel ihr oberster Punct ist^ im Gleichgewichte sein,

icenn aif jeden sei?ier Puticte eine vertical nach oben gerichtete, der

Spannung umgeJcehrt proportionale, Kraft tcirkt. Dabei tcird die

Spannung jedes Fle?nents proportio?ial der Secante des Winkels des

Elements mit dem Horizonte sein, und die Spannung im Scheitel, divi-

dirt durch die Kraft im Scheitel. {T : P = v- : Q), tcird den halhen

Parameter geben.

Wollen wir uns von diesen Resultaten unmittelbar überzeugen,

so dürfen wir nur zu den Formeln in §. 287
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/ Ych = a'^ und T=— A^
a X clx

zurückgellen, welche sich auf das Gleichgewicht eines Fadens be-

ziehen, auf dessen Puncte mit der Axe der y parallele Kräfte Y
Avirken. Hiervon drückt schon die zweite Gleichung das Gesetz der

Spannung aus. Da ferner nach der jetzigen Hypothese Y umge-
kehrt proportional mit T sein soll, so kommt, wenn wir demgemäss

Y= a : T setzen

:

dxi „ds tt P 1
«'^

und nach nochmaliger Integration.

A^-ij = C 4- ABx — ^ax'-
,

oder

A- 1/ = — -kax- .

wenn wir den Punct der Curve , in welchem d)j : dx = ist, zum
Anfangspuncte der Coordinaten nehmen. Dieses ist aber die Gleichung

für eine Parabel, welche einen Parameter gleich 2A- : a und eine

mit der Axe der i/ parallele Axe hat, und deren Schenkel nach der

negativen Seite der Axe der y gerichtet sind, wenn a positiv, d. h.

wenn die Kräfte nach der positiven Seite derselben Axe gerichtet

sind.

Weil endlich im Scheitel ds = dx, und folglich daselbst die

Spannung T = — A und die beschleunigende Kraft Y= — a : A
ist, so findet sich der halbe Parameter gleich A: {a : A). d. i. gleich

der Spannung im Scheitel, dividirt durch die beschleunigende Kraft

daselbst, wie vorhin.

§. 300. AVenn in dem Bisherigen die auf das Element des

Fadens ds wirkende Kraft gleich Pds gesetzt wurde, und wenn, wie

es gewöhnlich ist, unter P die Gesanimt^^irkung auf eine Masse

gleich 1 verstanden wird (§. 2S6), so hat man sich die Masse des

Fadens seiner Länge nach gleichförmig vertheilt zu denken, so dass

Theile von gleicher Länge auch der Masse nach einander gleich

sind. Ist aber die Masse ungleichförmig vertheilt, so ist, bei gleicher

Bedeutung von P, die auf das Element ds wirkende Kraft gleich

Pgeds zu setzen, wo Qeds die Masse des Elements ausdrückt

(ebendas.).

Mit Anwendung eines solchen Fadens von ungleichförmig ver-

theilter Masse lässt sich der in §. 299 von der Bewegung auf das

Gleichgewicht gemachte Schluss auf eine etwas andere Weise bilden.

28*
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Denn weil jetzt Pqtds mit Qdt in constantem Verhältnisse sein

muss '§. 299), so können wir geradezu P mit Q proportional setzen,

wenn wir noch q^ds mit dt, d. h. die Masse des Fadenelements

mit dem Zeitelemente, also überhaupt die Masse jedes Theiles des

Fadens mit der Zeit, in Avelcher dieser Theil vom Köi*per beschrieben

worden, proportional annehmen, und wir erhalten damit den Satz:

Aus Jeder Beicegung eines durch eine hesclüeunigende Kraft ge-

triebenen Körpers kann man ein Gleichgewicht an einem Faden ableiten,

indem man die tom Körper beschriebe7ie Carte die Fadencwve sein

lässt, die Masse jedes Fadetitheils der Zeit, in toelcher er vom Körper

durchlaufen wird, proportional annimmt und auf jeden Punct des

Fadens eine der deti Körper daselbst beschleunigeyiden Kraft propor-

tionale Kraft nach entgegengesetzter Richtung xrirken lässt. Dabei ist

die Spannung des Fadens in constaritem Verhältnisse mit der Geschwin-

digkeit des Körpers.

Wenn daher ein in zicei Puncten aufgehängter Faden die Gest(dt

einer verticalen mit ihrem Scheitel nach unten gekehrten Parabel hat,

züid, (weil bei der parabolischen AYurfbewegung die Zeiten sich wie

die horizontalen Projectionen der durchlaufenen Bögen verhalten),

wemi das Gereicht jedes Fadentheiles in constantem Verhältnisse zur

horizontalen Projection des Theiles steht, so ist der Fadeti unter der

Finxcirktmg der Schxcerkraft im Gleichgewichte.

Zu noch einem Beispiele mögen uns die um die Sonne laufen-

den Planeten dienen. Jeder Planet bewegt sich in einer Ellipse, in

deren einem Brennpuncte sich die Sonne befindet; und diese Be-

Avegung geht dergestalt vor sich, dass die von der Sonne bis zum
Planeten gezogene gerade Linie in gleichen Zeiten gleiche Flächen der

Ellipse überstreicht. Hieraus folgerte Newton, dass die Sonne den

Planet mit einer dem Quadrate der Entfernung umgekehrt propor-

tionalen Kraft anzieht, und wir können daher schliessen

:

Hat ein in sich zurücklaufender Faden eine elliptische Form, und

ist die Masse jedes seiner Theile der Fläche proportional, welche ton

dem Theile und den ton seinen Fndpuncten nach dem einen Bretm-

puticte der Ellipse gezogenen Geraden begrenzt wird, und wirkt ab-

xcärts ton demselben Brennpuncte auf jeden Punct des Fadens eine

Kraft, die sich umgekehrt wie das Quadrat der Entfernung des Faden-

punctes vom Brennpuncte terhält , so herrscht Gleichgewicht. Dabei

ist die Spannung des Fadens in jedem Puncte umgekehrt dem Perpen-

dikel proportiona] , welches auf eine die Ellipse in dem Puncte Be-

rührende ton dem Brennpuncte gefällt icird.
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§. 301. Untersuchen wir zuletzt noch den Fall, wenn der im
Gleichgewichte befindliche Faden und der sich bewegende Körper
nicht Tollkonimen frei, sondern auf einer gegebenen Flache
beweglich sind. Ist ein Faden auf einer unbeweglichen Fläche zu

verharren genöthigt, und ist er dabei unter dem Einflüsse der Kräfte

P im Gleichgewichte, so kann man ihn auch als einen frei beweg-
lichen ansehen, auf welchen überall noch eine dem Drucke der

Fläche gleiche Kraft i2, normal auf der Fläche, wirkt. Dieses Gleich-

gewicht zwischen allen P und R kann aber dynamisch durch eine

in der Fadencurve frei vor sich gehende Bewegung dargestellt werden,

welche eine mit der Spannung T des Fadens proportionale Geschwin-

digkeit f hat und durch zwei beschleunigende mit PT und RT
proportionale Kräfte — Pf- : T und — Rv"^ : T erzeugt wird. Setzen

Avir nun bei dieser Bewegung die unbewegliche Fläche wieder hinzu,

so wird damit einerseits die Bewegung nicht gehindert, Aveil die

Fläche die Curve des Fadens enthält, und mit dieser die Bahn
des Körpers identisch ist. Andererseits aber können wir die auf der

Fläche normale Kraft — Rv'- : T weglassen, und es leuchtet somit

ein. dass der Satz in §. 297 auch dann noch vollkommene Anwen-
dung erleidet, wenn die Beweglichkeit des Fadens und die des Kör-

pers auf eine unbewegliche Fläche beschränkt sind.

Mittelst derselben Schlüsse, nur in umgekehrter Folge geordnet,

erhellt, dass unter der Beschränkung der Beweglichkeit durch eine

Fläche auch die Sätze in §. 299 und §. 300, wo von der Bewegung
auf das Gleichgewicht geschlossen wird, noch ihre Richtigkeit haben.

Nur ist hinsichtlich dieses Falles sowohl, als des vorigen, noch zu

bemerken, dass ebenso, wie die Kraft am Faden die entgegengesetzte

Richtung der den Körper beschleunigenden Kraft haben muss, auch

der Druck der Fläche auf den Faden und der auf den sich be-

wegenden Körper einander entgegengesetzt sein, und folglich Faden

und Körper auf entgegengesetzten Seiten der Fläche sich befinden

müssen.

So Avie daher z. B. ein über eine erhabene Fläche gespannter

Faden, auf welchen keine anderen Kräfte, als die einander gleichen

Spannungen an seinen Enden wirken, auch in jedem anderen Puncte

eine diesen Spannungen gleiche Spannung hat und auf solche Weise

liegt, dass er selbst, oder doch genugsam kleine Theile desselben,

die kürzesten Linien sind, die sich zwischen ihren Endpuncten auf

der Fläche ziehen lassen (§. 272), so geht auch auf einer hohlen

Fläche ein durch keine beschleunigende Kräfte, sondern bloss durch

einen anfänglichen Stoss in Bewegung gesetzter Körper mit constanter

Geschwindiofkeit und auf dem kürzesten Wege fort.
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Sei, um auch ein Beispiel für den umgekehrten Fall zu geben,

der Weg bekannt, den ein durch die Schwerkraft getriebener Körper

auf der oberen Seite einer krummen Fläche durchläuft. Seine an-

fängliche Geschwindigkeit sei gleich Null, wonach seine Geschwin-

digkeit in jedem anderen Puncte der Quadratwurzel aus dem durch-

laufenen, in verticaler Richtung geschätzten Wege proportional ist.

Dreht man nun die Fläche um eine horizontale Axe halb herum und
legt auf der jetzt nach oben zu gewendeten Seite über die Bahn des

Körpers einen gleichförmig dicken Faden, dessen Dichtigkeit in jedem

Puncte sich umgekehrt Avie die Quadratwurzel aus dem Abstände

des Punctes von einer durch den Anfangspunct der Bewegung ge-

legten horizontalen Ebene verhält*), so wird der Faden, nachdem
zuvor sein oberster Punct festgemacht worden, unter Einwirkung der

Schwerkraft im Gleichgewichte sein, und seine Spannung wird sich

überall umgekehrt wie seine Dichtigkeit verhalten.

§. 302. Der Zusammenhang zwischen dem Gleichgewichte

eines Fadens und der Bewegung eines Körpers, dessen Grund wir

im Vorigen durch geometrische Betrachtungen uns verdeutlichten,

kann auch sehr einfach mit Hülfe der Analysis dargestellt werden.

Die Gleichungen für das Gleichgewicht eines Fadens, wenn auf

jedes Element ds desselben die Kraft Pds oder {Xds , Yds , Zds)

wirkt, und T die Spannung des Elements ist, sind nach §. 2S0:

fXds+ T^^=0
,

fYds-i-T'^=0, ...

Dagegen sind die Gleichungen für die BeAvegung eines Körpers, auf

welchen die beschleunigende Kraft Q oder (X', Y', Z') wirkt:

^=X, ... oder -£=fX'dt, ...

d. i.

~fX'dt-\-v'^^^ =0,...
,

wenn v die Geschwindigkeit, gleich ds : df , bezeichnet.

So wie daher beim Gleichgewichte eines Fadens die stets nach

der Tangente der Fadencurve gerichtete Spannung, wenn man sie

nach den drei Coordinatenaxen zerlegt, durch die Integrale —f Xds,
—f Yds, — f Zds ausgedrückt wird, so führt bei der Bewegung eines

*) Denn weil bei dieser Vergleichung dt proportional mit qecIs gesetzt wird
i§. 300', und weil der Faden gleichförmig dick, also £ constant sein soll, so wird

p oder die Dichtigkeit proportional mit dt : ds, d. i. umgekehrt proportional mit

der Geschwindigkeit.
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Körpers die Zerlegung der GescliAvindigkeit, welche ihrer Natur nach

die tangentiale Richtung der vom Körper beschriebenen Curve hat,

zu den drei Integralen: / X'f?^, .... Ist folglich die Fadencurve

einerlei mit der vom Körper beschriebenen, so ist für einen und

denselben Punct der Curve und bei gehöriger Bestimmung der durch

die Integration hinzukommenden Constanten:

fXds _ fYds _ fZds _ T
fX'dt " fY'dt ~ fZ'dt ~ V

Setzen wir daher noch für jeden Punct die Geschwindigkeit auf

der einen der Spannung auf der anderen Seite proportional , also

V = cT^ so wird auch

fX'dt = — cfXds, ...
,

folglich

X'dt^= — cXds, ...
,

d. i.

X' = — cXv, ... .

Die Richtungen von (X, Y, Z) und (X\ Y', Z'), d. i. von P und Q,

fallen mithin in dieselbe Gerade, und es ist Q = — cPv, also Q : y

mit P, und Pv oder PT mit Q proportional. Endlich erhält man
durch EKmination von c aus den Gleichungen v = cT und Q =— cPv
die Proportion:

Q:v' = — P:T .

Ebenso lässt sich analytisch auch der Fall behandeln, wenn die

Beweglichkeit des Fadens und die des Körpers auf eine Fläche be-

schränkt sind, was ich aber weiter zu erörtern für überflüssig halte,

da der hier zu nehmende Gang dem vorigen ganz ähnlich ist.

§. 303. In Bezug auf die Bewegung eines Systems von Kör-

pern gibt es in der Dynamik einige Sätze, die unmittelbar aus den

allgemeinen Gleichungen der Bewegung folgen und unter den Namen
des Princips der Flächen, des Princips der lebendigen

Kräfte und des Princips der kleinsten "Wirkung bekannt

sind. Diese Sätze können, wenn es sich um eines Körpers Be-

wegung handelt, folgendergestalt ausgesprochen werden:

I. Ist die einen Körper beschleunigende Kraft nach einem unbe-

iceglichen Puncte oder Centrum gerichtet, so betcegt sich der Korper

in einer das Centrum enthaltenden Ebene ^ und die vom Centrum bis
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zum Körper gezogene Gerade heschreiht der Zeit proportionale Flächen^

oder, v:as auf dasselbe hinauskommt : die GescJnvindigkeit verhält sich

i?i jedem Puncte der Bahn umgehehrt wie das Perpendikel^ icelclies

vom Gentrum auf die durcJi den Punct an die Bahn gelegte Tangente

gefällt wird.

n. Ist (X, y, Z] die beschleunigende Kraft im Puncte [x, y. 2), U7id

Xdx -\- Ydy -{- Zdz^ d. h. das Product aus dem Kiemente der Bahn

in die nach der RicJitung des Elements geschätzte beschleunigende Kraft^

ein vollständiges Differential, so kann mit Hülfe des Integrals davon,

und wenn man zwei Puncte der Bahn kennt, die Differenz der Qua-

drate der Geschivindigkeiten i?i diesen Puncten, ohne loeitere Kennt-

niss der Bahn selbst, angegebeti werden.

III. Unter derselben Bedingung, dass Xdx + Ydy + Zdz ein voll-

ständiges Differential ist, ist das Integral des Productes aus dem Quadrate

der Geschwindigkeit in das Differential der Zeit, oder., vms dasselbe

ausdrückt, das Integral des Productes aus der Geschwindigkeit in das

Differential des Weges, für den tcirklich vom Körper beschriebenen

Weg ein Minimum.

Letztere zwei Sätze gelten übrigens auch dann, wenn die Be-

wegung des Körpers auf eine unbeAvegliche Fläche beschränkt ist.

Zufolge des Zusammenhanges, den wir jetzt zwischen der Be-

wegung eines Körpers und dem Gleichgewichte eines Fadens kennen

gelernt haben, müssen nvm analoge Sätze aus den allgemeinen Glei-

chungen für das Fadengleichgewicht hergeleitet werden können.

8. 304. Die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht

eines frei beweglichen Fadens sind nach (2*) in §. 2S2

Xds -\- Tdl -f- |(/r = ,

Yds-^Tdr^^r^dT ^ ,

Zds^Td'C-^LdT=i\
,

wo I, Vi, L die ebendaselbst angegebene Bedeutung haben.

Lassen wir nun zuerst die Kräfte (X. Y, Z) nach einem und

demselben Puncte 0, etwa nach dem Anfangspuncte der Coordinaten,

gerichtet sein und setzen daher X : Y : Z = x : y : z , mithin

yZ—zY= , zX— xZ = , x Y—yX = .

so kommt, wenn wir in diesen drei Gleichungen für X. I', Z ihre

Werthe aus den vorhergehenden substituiren

:

T{:yd^-zdr;)+{y^-zr)dT=0
,

d. i., weil Zdy = r^dz:

d[T{y^-zry=0 .
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folglich

T[y'C.— ZI]) = einer Constante a .

und ebenso

T{z^-x:) = b, T{xr]-y-i) = c .

folglich

ax -\- hrj -[- cz = i)
,

d. h. der Faden ist in einer durch den Punct gehenden Ebene
enthalten. Da ferner durch

^{ydz— zdyY + {zdx— xdzf -\- {xdy— ydx)-

= V{yL — z^-r + {zB— xCr + {xr,—y§r- .ds

das Doppelte der Dreiecksfläche ausgedrückt Avird, welche zur

Spitze und das Curvenelement ds zur Basis hat, so kommt, vreiui

man diese Dreiecksfläche gleich ^qds setzt, wo. daher q das von
auf die Verlängerung von ds gefällte Perpendikel bezeichnet:

Tq = l'«- + <^- + c- .

Dies gibt folgendes, dem Satze I entsprechende Theorem:

Wird ein Faden durch Centralkräfte im Gleichgewichte erhalten,

so liegt er in einer durch das Centrum gehenden Elene, und seine

Spannung verhält sich in Jedem Puncte umgekehrt wie das Perpen-
dikel^ das vom Centrum auf die durch den Punct an den Fade7i ge-

legte Tangente gefüllt wird.

Zusatz. Die Spannung im Puncte M des Fadens ist daher

auch umgekehrt proportional mit OM . sin
(f,

wo
(f

den Winkel von
OM mit der Berührenden an 31 bezeichnet.

Ist das Centrum O unendlich entfernt, so werden die Kräfte

einander parallel. OM ist alsdann von einem Puncte des Fadens
zum anderen als constant zu betrachten, und daher die Spannuno-

bloss proportional mit 1 : sin (p. Hiermit kommen wir zu den schon

in §. 2S7 für den Fall paralleler Kräfte erwiesenen Sätzen zurück:

dass der Faden in einer Ebene enthalten ist, und dass die Spannung
jedes seiner Elemente umgekehrt dem Sinus des Winkels proportional

ist, den das Element mit den Kräften bildet.

§. 305. Was noch die Uebertragung der zwei anderen dyna-

mischen Sätze auf das Fadengleichgewicht anlangt, so haben wir

bereits in §. 2S3, a gefunden, dass

Xdx+ Ydy + Zdz + f/ T = .

Ist daher 2idx -\- Ydy -\- Zdz das vollständige Differen-
tial einer Function 7^ von x, y, z, und sind V^ und J^^ dieselben

Functionen der Coordinaten x^, y^, c,, und ä*.,
, 3/.,, z^_ irgend zweier
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Puncte J/, und ]\L^ der Fadenciirve, T, und T^_ die Spannungen da-

selbst, so kommt, -wenn man von 3/j bis Ji, integrirt:

Man kann daher ^ loenn man die Function V und ton irgend zicei

Funden der Fadencurve die Coordinate?i kennte die Differenz zicischen

den daselbst herrschenden Spannungen hestimmen.

Dies ist demnach der entsprechende Satz von II. Ein dazu

gehöriges Beispiel gibt uns die Kettenlinie, bei Avelcher die Diffe-

renz der Spannungen der Differenz der verticalcn Coordinaten pro-

portional ist (§. 292, c).

Man ziehe jetzt von M^ bis M„ eine beliebige Curve l und be-

stimme für jeden Punct [x^ y, z) derselben den "SVerth von V nach

der nämlichen Gleichung

(a) F-F,+ T-T, =0,
nach welcher beim Faden selbst aus der Spannung T, in 3/, die

jedes anderen seiner Puncte gefunden werden kann. Mit diesen

Werthen von T, welche in M^ und il/j, so wie in jedem anderen

Puncte, den die Curve / mit der des Fadens zufällig gemein hat,

für beide Curven gleich gross sein werden, berechne man für die

Curve l von J/, bis M^ das Integral y Tc/6, so wird dieses, wenn
die Curve die des im Gleichgewichte befindlichen Fadens selbst ist,

seinen grössten oder kleinsten Werth haben.

Der Beweis hiervon ist ebenso, wie der des entsprechenden

Satzes III, durch Variationsrechnung zu führen. Man lässt nämlich

die Avillkürlich von J/j bis J/^ gezogene Curve /, ohne dass diese

zwei Puncte ihre Grenzen zu sein aufhören, sich um ein unendlich

Weniges ändern und zeigt nun, dass die dadurch entstehende Aen-

derung öfTds des Integrals dann gleich Null ist, wenn diese Curv^e

mit der des Fadens zusammenfällt. Die Rechnung steht also. —
Zuerst ist:

[h] d/Tds=/ö. Tds
,

und
ö. Tds = 6T.ds+ Tods .

Wegen («) aber hat man

:

,,p .,^ f^^" ^ ^^^' A- ^^^^
X1= — Ol = z— ox i— du r— z ,

dx dg ^ dz
und weil

— =x — = r — = z,
dx ^ ' dy 'dz
ÖT= — Xöx — Yög — Zöz .
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Ferner ist

lind daher
d6- = dx' + dt/- + dz"^

,

dsöds = dxödx + dijödy -\- dzdd-^

dds = iddx + r^ödy + Zödz {§. 282) ,

dds = 'idds -\- i]ddy -\- 'Zdöz .

Hiermit "uird

(c) d . Tds = — Xdsdx — ... -^ T'idöx+ ... .

Ist nun die zu variirende Curve die Fadencurvc, so ist

Xds = — d{TB) , ...

und daher in diesem Falle

{d] Ö . Tds = d{TB)dx + . .. + T^dÖx + . . . = d{T^öx) + . . . .

Hieraus folgt nach {b) durch Integration

:

d/Tds = T'iöx + Ti]dy + Tlöz + Const.
,

und wenn man das Integral von il/, bis M^ erstreckt und die Werthe
von Ti", Tr^j Tl in 37, und M, resp. durch A^, B^, C\ und ^,,

^2) C'2 bezeichnet:

d/Tdx = AJx,_ — A^ öx, + ^^(^y, — B,dy, + 6U~., — C\öz^ .

Dieses Aggregat ist aber gleich Null , "sveil die Puncte M^ und

J/, unveränderlich sein sollen und daher öx^^, J.r, , Jy^, ... gleich

Null sind. Mithin ist das Integral f Td s ^ icenn die Grenzen des-

selben zicei bestimmte Puncte der Fadencurve sind, und \cenn die Curve.,

auf tcelche es bezogen v:irdy die Fadencurve seihst ist, ei?i 3faxifnnm

oder Minimum.

§. 306. Ebenso, wie das Princip der lebendigen Kräfte und

das Princip der kleinsten Wirkung nicht bloss für einen sich frei

bewegenden Körper gelten, sondern auch dann noch AuAvendung

leiden, wenn die Bewegung des Körpers auf eine gegebene
Fläche beschränkt ist, so behalten die in §. 305 bewiesenen,

jenen Principien analogen Sätze auch dann noch ihre Gültigkeit,

wenn der Faden über eine Fläche gespannt ist.

Für den ersten derselben geht dieses unmittelbar daraus hervor,

dass die Gleichung

Xdx -f Ydy + Zdz -\- dT=0
,

aus welcher gefolgert wurde, nach §. 285 auch bei einem auf einer

Fläche beweglichen Faden stattfindet.

Rücksichtlich des zweiten, das Maximum und Minimum von

f Tds betreffenden Satzes ist zu bemerken, dass bei seiner Anwen-

dung auf einen über eine Fläche gespannten Faden die von einem
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Puncte A der Fadencurve bis zu einem anderen B derselben beliebig

zu ziehenden Curven nur solche sein dürfen, die in der Fläche selbst

enthalten sind. -Ist nun, wie in §. 2S4, F=0 die Gleichung der

Fläche, sind u, v, w die partiellen DifFerentialquotienten von F nach

rr, y, 2, dividirt durch die Quadratwurzel aus der Summe ihrer Quadrate,

und bezeichnet 11 den Druck der Fläche auf den Faden, so hat man

gegenwärtig in der Gleichung (c) des §. 305, wenn die zu vari-

irende Curve die Fadencurve selbst sein soll, — Ruds — d[T^) für

Xds, u. s. w. zu setzen (§. 2S4). Hierdurch kommen in der Glei-

chung [d] rechter Hand noch die Glieder Rds [ubx -^^ töy \ v:6z)

hinzu, die sich aber gegenseitig aufheben, weil die Variation in der

Fläche selbst geschehen soll, und folglich

u6x -f- vby -\- v:bz =
ist (§. 2S5). Die Gleichung {d) bleibt daher unverändert, und es

wird mithin auch im jetzigen Falle

ÖfTds = ;

d. h. unter allen AVerthen, die das Integral / Tds für die verschie-

denen auf der Fläche von A bis B zu ziehenden Curven erhält, ist

der für die Fadencurve selbst der grösste oder kleinste.

Specielle Folgerungen aus diesen Sätzen sind, dass, wenn auf

den über die Fläche gelegten Faden keine anderen Kräfte, als die

Spannungen an beiden Enden wirken, die Spannung überall gleich

sross und die Fadencurve die kürzeste Linie ist, die von dem einen

Ende zum anderen auf der Fläche gezogen werden kann. Denn als-

dann sind X, Y, Z Null, folglich T constant. Hiermit aber wird

das Integral / Tds der Länge der von einem zum anderen Ende ge-

zogenen Curve selbst proportional.

§. 307. Es dürfte nicht überflüssig sein, uns noch den Satz,

welcher den grössten oder kleinsten "SYerth des Integrals

von Tds betrifft, an einem Bcisjiiele deutlich zu machen. "Wir

wählen hierzu die Kettenlinie , die uns bereits in §. 305 zur Erläu-

terung des Gesetzes von den Differenzen der Spannungen diente.

Beziehen Avir eine in zAvei Puncten A und B aufgehängte

schwere Kette auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Axe

der y vertical nach oben gerichtet ist, und dessen horizontale Ebene

der X, z die Directrix der von der Kette gebildeten Linie enthält,

so ist in jedem Puncte [x, y, z) dieser Linie die Spannung T mit y.

also Tds mit yds proportional. Sind folglich eine Jiorizontale Ebene,

ah Ebene der x, z, und zicei darüber liegende Puncte A nnd B ge-

geben, so ist es unter allen von A bis B zu ziehenden Curven die Ket-
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tenlinie, clerefi Directrix in die Ebene fallt , für icelche das Integral

f]fds. von A bis B genommen^ cl. h. das Product aus der Länge

[fds] der Curve in den Abstand V^-^.— ) ihres Schwerpunctes von der

Ebene, seinen grössten oder kleinsteti WertJi hat.

Dasselbe ergibt sich auch, wie gehörig, durch Variation des In-

tegrals von yds. Es ist nämlich

ö ftjds =zf dsöy -\-fy[^ddx + r;ddy + 'Zdöz]

= fdsdy + y{^dx + ijy + ':öz)

-f[d(y^)dx + d{yr^)öy-{-d{y;)öz] .

Soll mithin das Integral /"yr/s ein Maximum oder ein Minimum sein,

so hat man nach den bekannten Regeln

(1) diy$)=^0, diyr^—ds = 0, d'iy^) =
zu setzen. Hieraus fliesst durch Integration:

(2) ydx ^= ads
,

ydy = {ö + s) ds , ydz = cds
,

folglich

adz = cdx
,

welches, von Neuem integrirt,

(3) az = ex -\- c'

gibt. Addirt man ferner die Quadrate der drei Gleichungen (2), so

kommt die endliche Gleichung

f- = er + {b + sf + c%
oder einfacher, wenn man a° + b- + c-=f- setzt und den Bogen s

von dem Puncto an rechnet, in welchem die Tangente horizontal,

also dy : ds = ist:

(4) y"-=.f^- + s^^ .

Man multiplicire noch die drei Gleichungen (1) resp. mit S, >;, C und addire

sie, so findet sich, weil |-^ -}- r^- -}-
^'- == 1 und ^dS -\- r^dr^ -{- ul'C= ist:

dy = /; ds .

d. i. eine identische Gleichung. Von den drei Gleichungen (1) ist

daher jede eine Folge der beiden übrigen , und es können mithin

irgend ZAvei von einander unabhängige aus (1) fliessende Gleichun-

gen die Stelle dieser drei vertreten und als das Resultat der Rech-
nung angesehen werden. Man wähle nun (3) und (4) zu solchen

zwei Gleichungen. Die erstere derselben gibt zu erkennen, dass die

gesuchte Curve in einer auf der Ebene der x, z normalen, also in

einer verticalen. Ebene enthalten sein muss. Hiermit in Verbindung
zeigt die letztere Gleichung (4) an, dass die Curve eine Kettenlinie

ist, deren Directrix in der horizontalen Ebene der .r, z liegt (§. 290, b).
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Man gewahrt leicht, wie aiis der hiermit bewiesenen Eigenschaft

der Kettenlinie der bekannte Satz, dass der Schwerpunct einer mit

ihren Endpuncten befestigten Kette am tiefsten liegt, Avenn sie, frei

hängend, im Gleichgewichte ist, als specielle Folgerung hergeleitet

w^erden kann. Denn für dieselbe Curve, für welche unter allen von

A bis B gezogenen Curven das Integral f yds ein Maximum oder

Minimum ist, muss auch unter allen Curven von A bis B, welche

mit ihr gleiche Länge gleich l haben, dasselbe Integral, folglich auch

fyds.lj ein Maximum oder Minimum sein; d. h. für eine mit ihren

Enden in A und B aufgehängte scliAvere Kette ist unter allen Linien

von A bis B, welche mit der Kette gleiche Länge haben, die Höhe
des Schwerpunctes über der horizontalen Ebene, w'elche die Directrix

der Kette enthält, mithin auch die Höhe über irgend einer anderen

horizontalen Ebene, ein Maximum oder Minimum. Die Höhe des

Schwerpunctes der Kettenlinie über einer horizontalen Ebene kann

aber nur ein Minimum sein. Denn wird ein auch noch so kleiner

Theil der Kettenlinie um die Gerade, welche seine Endpuncte ver-

bindet ,
um etwas gedreht , so steigt ersichtlich sein Schwerpunct,

folglich auch der Schwerpunct der ganzen Linie, während die Länge

der Linie unverändert bleibt.

Leiter allen Curven von (jleicher Länge , die von einem gegebenen

Puncte zu einem anderen gegebenen gezogen icerden ^ ist demnach die

Kettenlinie diejenige^ deren Schwerpunct am tiefsten liegt.

Bei dieser Gelegenheit mag noch eine möglichst einfache Her-
leitung der Ausdrücke für die Coordinaten des Schwerpunctes der

Kettenlinie eine Stelle finden.

Bezeichnet f den Parameter der Linie, und wird der Bogen s

vom Scheitel an gerechnet, so ist nach §. 290, b und c\

y- — f- = s^ und sd.v =fdy ,

folglich

ydy = sds
,

yd.v ^ fds ,

sydy = 6- ds = [y- —f-)ds = y'ds —fydx ,

sdy = yds —fdx und d[sy) = lyds —fdx .

Heissen daher x^ und y^ die Coordinaten des Schwerpunctes

von s, so ist (§. 111), wenn wir bei den Integrationen die Constanteu

für einen vom Scheitel anfangenden Bogen ä bestimmen

:

sx^ =fxds = sx —fsdx = sx —fy -}-/-
,

«^1 =fy(^s = \{sy+fx) .

Hiermit kann aber nach §. 111 auch jedes anderen Bogeus
Schwerpunct ohne Mühe gefunden werden.
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§, 308. Die Lösung der Aufgabe, von einem gegebenen

Puncte (vergl. Fig. S4) bis zu einem anderen gegebenen B eine Curve

zu ziehen, für welche in Bezug auf eine gegebene, mit A und B in

einer Ebene liegende Gerade CD, als Axe der x. das Integral /"y«:/«

ein Maximum oder Mini-

mum ist, kommt nach §. 307

auf die Construction einer

Kettenlinie liinaus , welche

durch A und B geht und

CD zur Directrix hat. Am
leichtesten lässt sich diese

Construction in dem beson-

deren Falle ausführen, wenn c F D
A und ^ gleichweit von CD Fig. S4.

entfernt sind.

Man denke sich zu dem Ende die Kettenlinie in ihrer natür-

lichen Lage, also die Ebene AB CD vertical, und die Gerade CD,
so wie auch AB, horizontal, und letztere Gerade oberhalb der er-

steren. Durch den Mittelpunct E der AB lege man eine Yerticale,

welche CD in F treffe und den Scheitel der zu construirenden Ket-

tenlinie enthalten wird.

Man beschreibe nun mit einem Parameter von beliebiger Grösse

und zu einer willkürlich gezogenen Horizontalen OX, als Directrix,

eine Kettenlinie >S'i\". Es sei S der Scheitel derselben, und O der unter

S liegende Punct der Directrix, also OS der Parameter. Von O
ziehe man eine Tangente an die Kettenlinie, und i\^ sei der Berüh-

rungspunct. Man ziehe ferner FA und lege durch O auf derselben

Seite von OS, auf welcher i\^ liegt, eine Gerade OP, welche mit

OS einen Winkel gleich BFA mache.

Ist nun erstens dieser Winkel kleiner als SON, so wird OP
die Kettenlinie in zwei Puncten schneiden , von denen der eine 3I^

zwischen >S' und N, der andere M^ ausserhalb SN auf der Seite von

JV liegt. Man trage alsdann von F nach E zu eine Linie FS\ , die

sich zu FA, wie OS zu 021^ , verhält, und ziehe von S^ bis A eine

dem Bogen Sßl^ ähnliche Curve. Hiernach sind die mit Bögen be-

grenzten Winkel S03I^ und S^FA einander ähnliche Figuren, und
weil S3f^ der Bogen einer Kettenlinie ist, welche S zum Scheitel

vmd OS zum Parameter hat, so Avird auch SiA der Bogen einer

Kettenlinie, S^ der Scheitel derselben und FS^ ihr Parameter sein.

Dass dieser Bogen, über S^ hinaus verlängert, durch B gehen wird,

ist von selbst klar. Auf gleiche Weise erhellt, dass, wenn man auf

FE von F nach .S'.> die vierte Pro])ortionallinie zu 031^, OS und
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FA trägt, auch die durch S^, als Scheitel, und mit FS^, als Para-

meter, zu beschreibende Kettenlinie den Puncten A und B begegnen

wird. Es gibt demnach im gegenAvärtigen Falle ZAvei Kettenlinien;

welche durch A und B gehen und CD zur Directrix haben.

Ist zweitens der Winkel BFA dem SON gleich, so fällt die

Gerade OP mit der Tangente, also die Puncto M^ und J/, mit N,

zusammen, und es gibt nur eine die Bedingung der Aufgabe er-

füllende Kettenlinie , deren Parameter die vierte Proportionale zu

ON, OS und FA ist.

Findet sich aber drittens BFA grösser als SON, so wird die

Kettenlinie ;S'iV von OP in keinem Puncte getroffen, und die Lösung

der Aufgabe ist unmöglich.

Die Richtigkeit dieser Schlüsse beruht darauf, dass die Ketten-

linie zu den Curven gehört, Avelche nur einen Parameter haben,

und dass daher alle Kettenlinien einander ähnlich sind. Eben des-

Avegen muss auch der Winkel S N, auf welchen es hier besonders

ankommt, einen für alle Kettenlinien constanten Werth haben. Um
ihn numerisch zu bestimmen, erinnere man sich, dass p oder die

trigonometrische Tangente des Winkels, den eine an den Endpunct

[x^ y) des Bogens s gelegte Berührende mit der Axe der x macht,

gleich hs ist (§. 288). Geht diese Berührende zugleich durch den

Anfangspunct der Coordinaten , wie ON, so ist auch p = y : x^

und man hat daher für den Punct N die Gleichung: y = hxs, oder,

wenn man y und s durch x ausdrückt (§. 2S9 und §. 290, h):

und wenn man /ix = u setzt:

[u + ]) e
—

» = (?^— l)e"
,

oder
log (w + J) — log [u — \) = 'lu .

Hieraus aber findet sich ti = 1.19960,

tang XOX= hs = ^—^^ = 1,5088 = tang 56° 28'
,

also SON= 33'^ 32'. Man kann daher durch A und B entweder zwei,

oder nur eine, oder keine Kettenlinie legen, welche CD zur Direc-

trix hat, jcnachdem der AVinkel BFA kleiner, gleich oder grösser

33" 32', oder, was dasselbe ausdrückt, jcnachdem FB , d. i. der Ab-
stand der Horizontalen AB von der Directrix, grösser, gleich oder

kleiner 0,7544 AB (= | . 1 ,5088 ^^) ist.

§. 309. Ohne die Untersuchung auf den Fall auszudehnen,

wenn die zwei Puncte A und B, durch welche die Kettenlinie ge-
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führt werden soll, nicht in einer Horizontalen Kegen, wollen wir

nur noch die Maxima und Minima näher betrachten, welche die

so eben construirten zwei Kettenlinien unter der einfachen Annahme
darstellen, dass alle von A bis B zu ziehenden Curven gleichfalls

Kettenlinien in ihrer natürlichen Lage sind, d. h. Kettenlinien, deren

Scheitel sämmtlich in der Verticalen EF und in deren Verlängerung

über F hinaus liegen.

Tritt nun, dieses vorausgesetzt, der erste jener drei Fälle ein,

und können daher von A bis B zwei verschiedene Kettenlinien

AS^B und AS.^B gezogen werden, welche CD zur Directrix haben,

so wird unter allen von A bis B möglichen Kettenlinien die eine

jener beiden es sein, für welche das Integral y 2/ f/s ein Maximum,
und die andere, für welche es ein Minimum ist, indem sonst, wenn
für jede von beiden Linien das Integral ein Maximum (Minimum)

wäre, zwischen S^ und S^ noch der Scheitel einer dritten Ketteu-

linie liegen müsste, für welche das Integral einen kleinsten (grössten)

Werth hätte, also einer dritten, deren Directrix gleichfalls CD wäre

;

diese dritte ist aber nicht möglich, weil die Gerade OP die Ketten-

linie SN in nicht mehr als zwei Puncten schneiden kann.

Es ist ferner leicht einzusehen, dass jenes Integral, oder das

ihm gleiche Product aus der Länge der Kettenlinie in den Abstand

ihres Schwerpunctes von CD
,
für die tiefer hängende Kettenlinie

AS^B ein Maximum, und mithin für die höhere AS'^B ein Mini-

mum ist. Denn je tiefer der Scheitel einer von A bis B gehenden
Kettenlinie liegt, desto tiefer, und dieses ohne angebbare Grenze,

liegt offenbar auch der Schwerpunct derselben. Bei einem genug-

sam tief unter CD liegenden Scheitel *S' wird daher der Schwerpunct

in CD selbst fallen, und mithin jenes Product gleich Null sein. Lässt

man nun diese Kettenlinie in Gedanken immer kürzer werden , so

steigen ihr Scheitel /S und ihr Schwerpunct, letzterer von CD an,

in die Höhe; das Product muss folglich positiv werden, also Avach-

sen, und," wenn S bis ^S'^ gekommen ist, seinen grössten Werth er-

reichen. — Steigt S noch höher, so nimmt das Product wieder ab,

Avird, wenn S mit S\ zusammenfällt, ein Minimum, und wächst da-

her von Neuem, wenn S von S^ bis E zu steigen fortfährt.

Fallen S^ und S^ zusammen, und gibt es mithin nur eine durch

A und B zu legende Kettenlinie, welche von CD um ihren Para-

meter absteht, so folgt auf die Zunahme des Productes, wenn der

Scheitel S von F bis S.-. rückt, unmittelbar die weitere Zunahme
bei der Bewegung des Scheitels von S^ bis F, und das Maximum
und Minimum fallen daher weg.

Mob ins Werke III. 29
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Auf gleiche Art endlich Avächst das Product fortwährend, wenn
A und B der CD so nahe liegen, dass auch jene eine Kettenlinie

nicht mehr construirt werden kann.

Achtes Kapitel.

Vom Gleichgewichte an elastischen Fäden.

S. 310. Wie gleich am Anfange dieses Werkes erinnert worden,

gibt es in der Natur keinen Körper, dessen Theilchen vollkommen fest

mit einander verbunden wären. Vielmehr ist jeder Körper, den vnx fest

nennen, zugleich elastisch, d. h. er besitzt die Eigenschaft, dass,

wenn Kräfte auf ihn einmrken, seine Gestalt in etwas verändert

wird, eben dadurch aber neue Kräfte erzeugt werden, welche die

anfängliche Lage der Theilchen gegen einander zurückzuführen stre-

ben, und dieses mit desto grösserer Intensität, je mehr die gegen-

seitigen Entfernungen der Theilchen geändert worden sind. Uebri-

gens halten diese neu entstehenden Kräfte einander das Gleichge-

mcht, indem sonst, wenn die Theilchen des Körpers in ihrer neuen

Lage durch unelastische Bänder mit einander verbunden und die

äusseren Kräfte entfernt würden, die damit nicht aufgehobenen

elastischen Kräfte den Körper in eine continuirliche Bewegung

setzen würden, welches nicht möglich ist. Eine unmittelbare Folge

hiervon ist, dass die Bedingungen für das Gleichgewicht zwischen

den äusseren Kräften bei elastischen Körpern dieselben, als wie bei

unelastischen Körpern sind.

Bei einem Systeme von nur zwei Puncten wird demnach die

Elasticität darin bestehen, dass, wenn die gegenseitige Entfernung

der Puncte durch Einwirkung äusserer Kräfte vergrössert oder ver-

ringert wird, zwei auf sie gleich Pressungen wirkende, und daher

einander gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte erzeugt werden.

Avelche sie im ersteren Falle gegen einander treiben, im letzteren

von einander zu entfernen streben. Und wenn Kräfte, welche auf

die beiden Puncte wirken, im Gleichgewichte sind, so muss an jedem
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Puncte besonders zwischen den an ihn angebrachten Kräften und
der ihn treibenden elastischen Kraft Gleichgewicht herrschen.

Eine elastische Linie. Fläche oder Körper kann man sich

als ein Aggregat von physischen einander unendlich nahe liegenden

Puncten vorstellen, von denen jeder mit jedem der übrigen, oder

doch mit allen um ihn herum bis auf eine gewisse Entfernung lie-

genden, auf die eben besagte Weise elastisch verbunden ist. Wirken
nun auf ein solches System äussere Kräfte, und sind diese, nachdem
sich die ursprünglichen Entfernungen der Puncte vo"n einander dem
Gesetze der Elasticität gemäss geändert haben, im Gleichgemchte,

so müssen ebenso, wie bei dem vorigen Systeme von nur zwei

Puncten. an jedem Puncte besonders die äusseren Kräfte den ela-

stischen das GleichgeAvicht halten.

§. 311. Von der Function, welche die elastische Kraft
von einer Aenderung x des Abstandes zweier elastisch verbun-

dener Puncte ist, lässt sich im Allgemeinen nur soviel bestim-

men, dass sie für .^ = ebenfalls Null sein und mit x gleichzeitig

das Zeichen wechseln muss. Die einfachste Hypothese, die w^ir hin-

sichtlich dieser Function machen können, ist daher, dass Avir sie der

Aenderung x einfach proportional setzen. Auch stimmt diese An-
nahme, so lange x nur klein ist, sehr wohl mit der Erfahrung über-

ein. Wie übrigens diese Function von der anfänglichen Entfernung

der beiden Puncte selbst mit abhängt, lassen wir unentschieden.

Seien nun A und B die beiden Puncte: auf A wirke die Kraft P,

auf B die Kraft Q, und halte die eine der anderen das Gleichge-

wicht, Die Entfernung AB erhalte' dadurch das Increment x. und
die damit erzeugten auf A und B in AB wirkenden elastischen

Kräfte seien resp. ex und — ex. wobei, wenn die Richtung von A
nach B fär die positive genommen wird, e eine positive constante

Grösse ist. Alsdann müssen an A die Kräfte P und e.r, und an B
die Kräfte Q und — ex einander das Gleichgewicht halten. Die

Kräfte P und Q müssen folglich ebenso , als wenn die gegenseitige

Entfernung der Puncte unveränderlich wäre, einander gleich und
direct entgegengesetzt sein. Das Increment x aber findet sich

gleich — P . e ^= Q : e, ist also desto grösser, je grösser die Kräfte P
und Q sind, und ist entweder ein wirkliches Increment, oder eine

Verkürzung der Linie AB, jenachdem P negativ oder positiv ist, d. h.

jenachdem die Kräfte P und Q die Puncte A und B von einander

zu entfernen, oder einander zu nähern streben.

Seien ferner A, B, C drei in einer Geraden, B zwischen A
und C, liegende Puncte, von denen je zwei elastisch mit einander

29*
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verbunden sind. Auf sie wirken nach Richtungen, die mit derselben

Geraden zusammenfallen, die sich das Gleichgewicht haltenden

Kräfte P, Q, R. Die dadurch bewii-kten Incremente der Abstände

AB^ BC und AC seien x, y und z =z x -{- y, weil die Puncte

in der anfänglichen Geraden bleiben. Die diesen Incrementen pro-

portionalen elastischen Kräfte setze man gleich. J'x, gy ^ hz, so dass

auf A und B nach der Richtung AB die Kräfte fx und — fx
wirken, u. s. w. Hiernach hat man für das GleichgeAvicht an A^

B und C resp. die Gleichungen:

P+fx + 1iz = (i , Q—fx-\- gy = {) , R — gy — hz=Q,
oder, weil z = x -{- y ist:

P-^[f+J>)^+^ = , Q—fx+gy = , R—hx— [g+h)y=i)

.

Hieraus folgt zuerst die schon bekannte Bedingungsgleichung

für das Gleichgewicht des ganzen Systems

:

P+ Q+P = ,

und sodann die Werthe der Incremente

:

_ Qh — Pg _ Rf— Qh
""" f9-^9h\hf ' y-

fg + gh + hf
'

und
,

Rf—Pg
z = x + y = ^ ^

fg + gh + hf
•

Indem man also nächst den Kräften P, Q, R noch die Grössen

/, g, /i, welche die Stärke der Elasticität für die Linien AB, B C,

A C ausdrücken, als gegeben voraussetzt, kann man die Aenderungen

X, y, z dieser Linien und damit zugleich die Pressungen /'a:. gy, hz

derselben einzeln berechnen.

Man bemerke hierbei, dass diese drei Pressungen unbestimmt

geblieben sein würden, wenn man die Puncte A^ B, C fest, nicht

elastisch mit einander verbunden, angenommen hätte, indem zur Be-

stimmung der gegenseitigen Lage dreier Puncte A, B, C in einer

Geraden schon zwei Abstände, Avie AB und BC^ hinreichen, der

dritte AC aber überflüssig ist.

Auf ähnliche Weise verhält es sich auch bei jedem anderen

Systeme mit einander verbundener Puncte, wenn die Anzahl der

Verbindungslinien mehr als hinreichend ist, um die gegenseitige

Lage der Puncte zu bestimmen. So lange man diese Linien von

unveränderlicher Länge annimmt, bleiben ihre Pressungen zum Theil

unbestimmt; sie lassen sich aber insgesammt einzeln angeben, wenn
man die Linien elastisch veränderlich setzt.

So hat man für das Gleichgewicht zwischen Kräften, welche an

ii in einer Geraden lieoende und elastisch mit einander verbundene
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Puncte angebracht sind, und deren Richtungen in dieselbe Gerade

fallen, n Gleichungen, für jeden der n Puncte nämlich eine. Aus

diesen n Gleichungen wird sich zuerst die Bedingung des Gleich-

gewichtes herleiten lassen , welche ausdrückt , dass die Summe der

angebrachten Kräfte Null ist. Die n — 1 übrigen davon unabhän-

gigen Gleichungen enthalten nächst jenen äusseren Kräften noch

die elastischen Kräfte und damit die den letzteren proportionalen

Aenderungen der Entfernungen der Puncte. Da nun bei einem

Systeme von n Puncten in einer Geraden aus n — 1 solchen Aende-

rungen, welche von einander unabhängig sind, alle übrigen gefunden

werden können, so wird man mittelst jener n — 1 Gleichungen alle

in dem Systeme vorkommenden Aenderungen, und damit die elasti-

schen Kräfte selbst oder die Pressungen berechnen können.

Sind die n Puncte und die auf sie wirkenden äusseren Kräfte

in einer und derselben Ebene begriffen, so hat man für das Gleich-

gewicht jedes Punctes zwei Gleichungen, also zusammen In Glei-

chungen. Hieraus müssen sich nach Elimination der elastischen

Kräfte die drei bekannten Gleichungen für das Gleichgewicht eines

Systems von Puncten in einer Ebene ergeben. Es bleiben daher

In — 3 davon unabhängige Gleichungen übrig, welche die elastischen

Kräfte, d. i. den Abstandsänderungen der Puncte proportionale Grössen

enthalten. Mithin lassen sich auch hier alle diese Aenderungen und
damit die elastischen Kräfte oder Pressungen bestimmen, da bei einem

Systeme von n Puncten in einer Ebene die Anzahl der von einander

unabhängigen Entfernungen, also auch ihrer Aenderungen, aus denen

sich alle übrigen herleiten lassen, gleichfalls gleich 2 ;^ — 3 ist.

Bei einem Systeme von Kräften, welche auf n Puncte im Räume
wirken, hat man zunächst drei Gleichungen für das Gleichgewicht

jedes Punctes, also im Ganzen 3w Gleichungen, und nach Absonde-

rung der sechs Bedingungen für das Gleichgewicht des ganzen

Systemes noch 3w— 6 Gleichungen. Ebenso gross aber ist bei n

Puncten im Räume die Anzahl der von einander unabhänffig'en

Aenderungen der Entfernungen; folglich u. s. w.

§. 312. Kehren wir jetzt zu dem in §.311 näher betrachteten

Systeme von drei elastisch mit einander verbundenen
Puncten A^ B, C zurück und setzen, dass bloss A mit B und B
mit C, nicht aber auch A mit C, elastisch verbunden seien, und dass

nur auf A und C die Kräfte P und R wirken. Die drei Gleichungen

für das Gleichgewicht werden damit:

pjrfx=i), —fx-{-gy = , R — gy = {)
,
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woraus, ebenso wie in §. 269, zu schliessen, dass, wenn auch die

drei Puncte in einer Geraden zu liegen ursprünglich nicht genöthigt

sind, sie doch beim Gleichgewichte der auf A und C wirkenden

Kräfte P und R in einer solchen liegen, und dass alsdann diese zwei

Kräfte einander gleich und direct entgegengesetzt sein müssen. Die

Incremente der Entfernungen AB und BC sind resp. x == — Pf
und 2/ = — P 9-

TiVL einem ganz analogen Resultate gelangt man bei einer Reihe

von vier oder mehreren Puncten A, B, C, Z>, ..., von denen

jeder mit dem nächstfolgenden elastisch verbunden ist, so dass, wenn
AB, BC, CD, ... sich resp. um x, y, z, ..., ändern, die elastischen

Kräfte y^;, gy, hz, ... erzeugt werden. Sollen nämlich zwei auf den

ersten und letzten Punct der Reihe wirkende Kräfte P und Q im

Gleichgewichte sein, so müssen sämmtliche Puncte in einer Geraden

liegen und die zwei Kräfte einander gleich und direct entgegenge-

setzt sein. Die Incremente der einzelnen Abstände aber werden

:

_ _P __ P __ P^- ^. , y- g .
--

;^,
•••

,

folglich die Längenzunahme der ganzen Reihe

\f 9
^\^

Nehmen wir sämmtliche Abstände AB, B C, CD, ... gleich gross

an und setzen auch alle die constanten f, g, h, ... einander gleich, so

ist, wenn w die Zahl der Abstände, und daher ?i . AB die anfängliche

Länge der Reihe ausdrückt, das Wachsthum ihrer Länge gleich— »P'f
= nQ:g, also der anfänglichen Länge und den äusseren Kräften,

welche am Anfang und Ende angebracht sind, proportional.

(jleicligeAviclit an einem elastisch delmbaren Faden.

§. 313. Je kleiner man bei der eben betrachteten Reihe elastisch

verbundener Puncte die einander gleichen Abstände derselben werden

lässt, desto mehr nähert man sich dem Begriffe eines gleichförmig
dichten und seiner Länge nach gleichförmig elastischen

Fadens. Wenn demnach ein solcher Faden eine Länge gleich 1

hat, und von zwei an seinen Enden angebrachten Kräften, deren

jede gleich 1, um eine Länge gleich E ausgedehnt wird, so wird,

zufolge des vorhin von der Reihe Erwiesenen, ein Faden von der-

selben physischen Beschaffenheit und von einer Länge gleich a durch
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zwei ihn spannende Kräfte, deren jede gleich P ist, eine Längen-

zunahme gleich aPE erhalten, und man ersieht zugleich, dass, indem

auf diese Weise die anfängliche Länge des Fadens a sich in

a (l + PE) verwandelt, seine anfängliche Dichtigkeit sich im Ver-

hältniss 1 + PE : 1 vermindern muss.

Mit Hülfe dieser Principien können Avir jetzt leicht das Gleich-

gewicht eines elastisch dehnbaren Fadens in Untersuchung nehmen,

wenn nicht bloss an seinem Anfang und Ende, sondern auch in

allen seinen übrigen Puncten [z, y. z) äussere Kräfte (X, Y. Z)

thätig sind. Ist nämlich beim Zustande des Gleichgewichts o die

Dichtigkeit des Fadenelements ds^ mithin qds seine Masse, und be-

zeichnet T die Spannung des Elements, so hat man für das Gleich-

gewicht desselben, mag es elastisch sein, oder nicht, die drei Glei-

chungen (§. 2S0 und §. 286)

:

Xqds + d (t^) = , Yqds + ,/ (r g) = .

Unter der Voraussetzung nun, dass der Faden vor Einwirkung

der Kräfte eine gleichförmige Dichtigkeit gleich 1 gehabt habe und

seiner Länge nach eine gleichförmige durch E bestimmte Elasticität

besitze, ist die nachherige Dichtigkeit des Elements ds gleich

l : (1 -f- ET), und die drei Gleichungen für das Gleichgewicht

werden damit:

Xds + (1 -I- ET) fZ|r^j = ,

Yds H- (1 + ET) d /r^j = ,

Zds-\- (1 + ET)dlT^\ = ,

aus denen, wenn X, Y. Z als Functionen von x, y, z gegeben sind,

durch Elimination von T und durch Integration die zwei Gleichungen

für die Fadencurve gefunden werden können.

Ist ferner da die ursprüngliche Länge des Elements ds, so hat

man
, ds
^' = V+ET^

woraus sich mit Hülfe des aus den vorigen Gleichungen sich er-

gebenden Werthes von T die durch die Kräfte bewirkte Ausdehnung
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s — (7 des ganzen Fadens oder irgend eines Theiles desselben be-

rechnen lässt.

Man kann in dieser Hinsicht bemerken, dass, wenn man vorige

drei Gleichungen resp. mit -j-, -~-
, -j~ multiplicirt und hierauf" ^ ds ds ds ^

addirt, die Gleichung

Xdx 4- Ydy + Zdz + (1 + ET) dT =
hervorgeht (§. 283, a). Hierin T und dT durch das Verhältniss

ds : da und dessen Differential ausgedrückt, kommt

Xdx + Ydy + Z^^ + 2^ ^(^) = ,

eine Formel, wodurch sich die Ausdehnung des Fadens unmittelbar

bestimmen lässt.

§. 314. Lassen wir, um die Theorie des §.313 durch ein

Beispiel zu erläutern, die Schwerkraft
ff

es sein, welche auf den

Faden wirkt, so ist der Faden, wie im Früheren die unelastische

Kettenlinie, in einer verticalen Ebene enthalten, und es sind, wenn
diese zur Ebene der x, y genommen "^^'ird, bloss die zwei ersten der

drei Hauptgleichungen zu berücksichtigen. Hierin werden, wenn
man die Axe der y vertical, nach oben zu positiv, sein lässt: X =
und y = — g, itnd die zwei Gleichungen selbst reduciren sich da-

mit auf:

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, wie in §. 287:

und die zweite wird damit, wenn man noch, Avie in §. 289, den von

der Tangente der Curve mit der Axe der y gebildeten Winkel gleich

ip setzt:

/, AE\
, ,qds = \\ -\ -. \d . A cotg \i) .^

\ sm xpj ° ^

Hieraus folgt weiter:

gdx = gds . sin ifj = (sin ifj -f- AE) d . A cotg i//
,

gdy = gds . cos ip = (cos ip -\- AE cotg xp) d . A cotg ip ,

und wenn man integrirt und Ah für g schreibt:

hx = — log tang \ ip -\- AE . cotg ip ,

1
// V = —. \- ^ AE . cotg ijj^ .

^ sm ip^ ^ * ^
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Die Constanten sind bei diesen zwei Integrationen Null gesetzt

worden, wodurch es geschieht, dass hier ebenso, wie bei der unelasti-

schen Kettenlinie, für ip = 90°, d. i. für den tiefsten Punct oder

den Scheitel der Curve, x = und hy = 1 wird.

Die Elimination von ip aus den zuletzt erhaltenen zwei Gleichungen

gibt die Gleichung der Curve zwischen x und y. Wir wollen aber

diese Elimination nur für den Fall ausführen, wenn die Elasticität

des Fadens so gering und damit E so klein ist, dass die zweite und
die höheren Potenzen von E vernachlässigt werden können. Werde
nun

{a) AE . cotg ip ^= — i
, ^ AE . cotg \p^ = — k

gesetzt, wo daher i und k kleine Grössen von derselben Ordnung,

wie _£", sind. Hiermit werden jene zAvei Gleichungen:

1
[b] hx -{- i = — log tang \ ip , hy -\- k

woraus, wie in §. 2S9

:

2[hy + k) = 6^^+ '
-I- e-^*-^

— '

,

also

sin \p

folgt. Fern
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gens seiner Länge und dem Abstände seines Schiverpunctes von der

Directrix proportional.

§. 315. In dem besonderen Falle, wenn von dem elastisch

dehnbaren Faden nur das eine Ende B befestigt ist, das andere

A aber frei herabhängt, und daher der Faden selbst eine Verticale

bildet, ist die Spannung in jedem Puncte P des Fadens dem Ge-

Avichte des unter P befindlichen Theiles AP gleich. Setzen wir

daher AP gleich s, und die ursprüngliche Länge von AP gleich a,

so haben wir T = go und

ds = (1 + ET) da = (1 + Ego) da
,

und wenn wir von A bis P integriren

:

s = a^\Ega''
,

wo ff und s auch die ursprüngliche und nachherige Länge des gan-

zen Fadens AB bedeuten können.

Ist an dem herabhängenden Ende A ein Gewicht befestigt,

dessen Masse gleich J/, so ist T = g {M -\- a)
,
und es findet sich

damit auf gleiche Weise

s = o -\- Ega (3/*+ \a).

Hierauf gründet sich eine von John Herschel*) vorge-

schlagene Methode, um das Verhältniss, in welchem die Schwer-

kraft auf der Oberfläche der Erde vom Aequator nach den Polen

zunimmt, statt durch die bisherigen Pendelbeobachtungen, auf sta-

tischem Wege mit Hülfe eines ausdehnbaren Fadens oder einer seine

Stelle vertretenden schraubenförmig gewundenen Feder zu messen.

Durch kleine versuchsweise zu bestimmende Zusätze oder Vermin-

derungen der Masse 3/, welche an dem Faden, dessen ursprüng-

liche Länge gleich a ist, angehängt wird, sucht man es nämlich zu

bewirken, dass bei der von einem Orte zum anderen sich nicht

ganz gleich bleibenden ScliAverkraft, der Faden doch immer zu der-

selben Länge s ausgedehnt wird. Da nun alsdann in dem obigen

Ausdrucke für s, nächst a und E^ noch s constant ist, so ergibt sich

von einem Orte der Erde zum anderen die Sch^verkraft g umge-

kehrt der jedesmal angehängten Masse, vermehrt um die halbe Masse

des Fadens, proportional.

*) A Treatise on Astronomy, Chap. III, Art. 189.
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GleicligeAviclit an einem elastisch biegsamen Faden.

§. 316. Die Kraft der Elasticität kann sich an einem Faden
ausserdem, dass sie die Ausdelmung desselben zu verhindern strebt,

auch dadurch äussern, dass sie der Biegung des Fadens, d. i. den

Kräften, welche seine ursprüngliche Krümmung zu ändern suchen,

sich widersetzt. Um auch diese Aeusserung der Elasticität zu unter-

suchen und dabei auf das Einfachste zu Werke zu gehen , wollen

wir die erstere Art von Elasticität jetzt unwirksam sein lassen, also

die Elemente des Fadens von unveränderlicher Länge setzen und für

die anfängliche Form des Fadens eine Gerade annehmen.

Sind demnach AB und BC (vergl. Fig. S5) zwei nächstfolgende

Elemente des Fadens, so sollen sich, sobald BC nicht mehr die ge-

radlinige Fortsetzung von AB ist, sondern mit AB einen "Winkel

macht, elastische Kräfte erzeugen,

welche die anfängliche geradlinige

Lage %vieder herzustellen streben. , , ^„----^ ^,

Diese elastischen Kräfte werden j^. ^ ^^^T
ohne Wirkung sein, sobald man a. fr\;7^
irgend zwei Puncte D und E des

. . Kg. 85.

einen und anderen Schenkels in

ihrer jetzigen Lage durch eine Linie

jDjE" von unveränderlicher Länge mit einander verbindet; sie werden

daher mit den Spannungen dieser Linie in D und E das Gleich-

gewicht halten und folglich als zwei einander gleiche Kräfte anzu-

sehen sein, welche auf zwei beliebige Puncte D und E der Schenkel

nach direct entgegengesetzten Richtungen wirken.

Die Elasticität des Winkels ABC wird hiernach gegeben sein,

wenn man für irgend zwei Puncte seiner Schenkel die gemein-

schaftliche Grösse dieser zwei einander direct entgegengesetzten

Kräfte kennt, und es muss sich daraus die gemeinschaftliche Grösse

an irgend zwei anderen Puncten der Schenkel nach direct entgegen-

gesetzten Richtungen anzubringenden mit der Elasticität gleichwir-

kenden Kräfte bestimmen lassen.

In der That, sollen zwei an den Puncten D und E der Schenkel

eines beliebig veränderlichen und frei beweglichen Winkels ABC
nach direct entgegengesetzten Richtungen angebrachte einander

gleiche Kräfte Bd und Ee mit zwei anderen an den Puncten F und

G der Schenkel angebrachten Kräften Ff und Gg gleiche Wirkung
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haben, also mit fF und g G im. Gleichgewichte sein, so müssen auch

letztere einander gleich und direct entgegengesetzt sein, indem sonst,

wenn die gegenseitige Entfernung der Puncte D und E unverän-

derlich gemacht und damit die Wirkung der Kräfte Dd und Ee
aufgehoben würde, das GleichgcAvicht nicht bestehen könnte. Es

müssen ferner die Kräfte Dd und fF in Bezug auf den Punct B
einander gleiche und entgegengesetzte Momente haben, damit sie,

wenn der Punct B unbeweglich gemacht wird, den Schenkel AB
nicht zu drehen vermögen. Dasselbe gilt von den Kräften Ee und

g G am anderen Schenkel B C.

Und umgekehrt: Sind Dd und Ee sowohl, als fF und gG^
einander gleich und direct entgegengesetzt, und haben Dd und /"i^,

folglich auch Ee und gG^ in Bezug auf B einander gleiche und
entgegengesetzte Momente, so herrscht Gleichgewicht. Denn wegen

der gleichen Momente haben Dd und fF sowohl, als Ee und gG,
eine durch B gehende Resultante. Beide Resultanten aber sind ein-

ander gleich und entgegengesetzt, weil in derselben Beziehung Dd
und fF zu E e und g G stehen.

Kanu demnach die Elasticität des Winkels ABC durch die

Kräfte Dd und Ee dargestellt werden, so kann sie es auch durch

die Kräfte Ff und Gg , wenn anders das Moment jeder der letzteren

Kräfte dem Moment jeder der ersteren in Bezug auf die Spitze B
des Winkels gleich ist. Die Elasticität des Winkels ABC ist folg-

lich durch dieses Moment vollkommen gegeben, indem damit für je

ZAvei beliebig in den Schenkeln angenommene Puncte D und E die

daselbst anzubringenden mit der Elasticität gleichwirkenden Kräfte

gefunden werden können. Man hat nämlich, wenn u das Moment
der am Schenkel BC anzubringenden Kraft, also — u das Moment
der Kraft am Schenkel AB, bezeichnet:

,„ „ BEe ^^ u.DE udD = Ee = ^ ^ ^ • DE =BDE 2BDE DB. sin EDB
Uebrigens müssen die zwei Kräfte so gerichtet sein, dass, wenn

ihre Angriffspuncte beide in die Schenkel des Winkels selbst, oder

beide in ihre Verlängerungen über die Spitze hinaus fallen, sie die

Puncte von einander zu entfernen streben, dagegen die Puncte ein-

ander zu nähern suchen, wenn der eine in den einen Schenkel und
der andere in die Verlängerung des anderen Schenkels über die

Spitze fällt.

§. 317. Durch die angestellten Betrachtungen sind wir in den
Stand gesetzt, aus den im Früheren entwickelten Gleichungen für
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Fig. S6.

das Gleichgewicht zwischen Kräften an einem vollkommen bieg-

samen Faden die Gleichungen für das Gleichgewicht an
einem elastisch biegsamen Fa-

den herzuleiten. Ist nämlich ein

solcher, der ursprünglich geradlinig

war, durch äussere Kräfte zu der Curve

A... IKLMN (vergl. Fig. 86), ge-

bogen worden, so können wir uns

das Streben je zweier nächstfolgenden

Elemente desselben, wie IK und KL^ sich geradlinig neben einander

zu legen, durch zwei einander gleiche Kräfte hervorgebracht denken,

welche auf zwei beliebige Puncte der Elemente selbst, etwa auf / und
Z/, nach den direct entgegengesetzten Richtungen i/und IL wirken.

Indem wir daher solche Paare von Kräften für die Elasticität der

von je zwei nächstfolgenden Elementen gebildeten Winkel substituiren,

haben Avir es wiederum mit einem vollkommen biegsamen Faden zu
thun, auf dessen Elemente ausser den äusseren Kräften noch andere

durch die Elasticität bestimmte Kräfte, gleich den äusseren, wirken
und wir können nun die im Obigen für das Gleichgewicht zwischen

bloss äusseren Kräften erhaltenen Gleichungen auch auf den gegen-
wärtigen Fall anwenden.

Am Geeignetsten hierzu sind die in §. 281, h gegebenen Momen-
tengleichungen. Sind nämlich, wie wir für's erste annehmen wollen,

der Faden und die auf ihn wirkenden äusseren Kräfte in einer und
derselben Ebene enthalten , so hat man nur auszudrücken , dass das

Moment aller auf den Faden von seinem Anfange A bis zu irgend

einem anderen Puncte M desselben wirkenden Kräfte in Bezug auf

letzteren Punct Null ist. Es ist aber dieses Moment, wenn zur Ebene
des Fadens die der x, y genommen wird, wenn auf jedes seiner

Elemente ds die äussere Kraft {Xds, Yds) Avirkt, und wenn x, y
die Coordinaten von 31 sind,

=fdyfXds—fdxfYds .

Mit diesem Momente ist daher jetzt das auf M bezogene Mo-
ment aller von A bis M für die Elasticität substituirten Kräfte zu

einer Summe zu vereinigen und diese Summe gleich Null setzen.

Das Moment der letzteren Kräfte reducirt sich aber auf das Moment
der Kraft allein, welche auf das letzte Element LM wdrkt und mit

einer ihr gleichen und direct entgegengesetzten Kraft an dem nicht

mehr zum Bogen AM gehörigen Elemente MN die Stelle der Ela-

sticität des Winkels LMN vertritt. Denn alle übrigen von A bis M
für die Elasticität zu substituirenden Kräfte sind paarweise einander
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gleich und direct entgegengesetzt, und es ist folglich ihr Moment in

Bezug auf J/, oder auf irgend einen anderen Punct der Ebene,

o^leich Null. Setzen wir daher noch von den zwei die Elasticität

des Winkels LMN darstellenden Kräften das auf M bezogene Mo-

ment der auf den Schenkel MN wirkenden gleich w, also das Mo-

ment der auf LM wirkenden gleich — u, so ist

{A) fdyfXds—fdxfYds = u

die verlangte Gleichung des Gleichgewichtes.

8. 318. Zusätze, a) Werden für die zwei elastischen Kräfte

am Winkel LMN die Puncte L und N zu Angriffspuncten genom-

men, so sind resp. ISL und LN die Richtungen dieser Kräfte. Das

Moment u hat folglich einerlei Zeichen mit der Dreiecksfläche MLN,
also auch mit dem unendlich kleinen Winkel MNXM, um welchen

das Element MN gedreht werden muss, bis es in die Richtung des

Elementes LM fällt, also das entgegengesetzte Zeichen des Winkels

LM^3IN oder dip, wenn ip den Winkel von L3I mit der Axe der .r,

und folglich ip + dip den Winkel von MN mit derselben Axe be-

zeichnet. Das Moment u ist daher positiv oder negativ, jenachdem

dieser Winkel ip ab- oder zunimmt.

b) Unter derselben Annahme, dass L und N die AngrifFspuncte

der zwei elastischen Kräfte des Winkels LMN sind, ist die gemein-

schaftliche Intensität dieser Kräfte gleich « : Z3/. sin iVZ^f (§. 316),

also unendlich gross von der zweiten Ordnung, weil u nach der letz-

ten Gleichung in §. 317 eine endliche Grösse ist.

Will man die Elasticität des Winkels durch endliche Kräfte

darstellen, so nehme man zum Angriff'e der auf ZiJ/ wirkenden Kraft

einen Punct /, der in der geradlinigen Verlängerung von LM in

endlicher Entfernung von M liegt, lege durch / unter einem end-

lichen Winkel mit LM eine Gerade, welche die Verlängerung von

MN in n treffe, und lasse 7i den Angriffspunct der Kraft an MN
sein. Die beiden Kräfte haben alsdann die Richtungen In und ?^/,

und ihre gemeinschafthche Grösse ist gleich u : Ml . sin 311 fi, also

endlich.

c) Wird von dem im Gleichgewichte befindlichen elastischen

Faden AMO ein Theil 310 getrennt, und soll der übrig bleibende

Theil A3I im Gleichgewichte verharren, so ist es hier nicht, vde

beim vollkommen biegsamen Faden, hinreichend, den Endpunct 31

dieses Theiles unbeweglich zu machen. Denn auf den Theil A31
wirkt der Theil 310 nicht allein durch die in 31 ausgeübte Pres-

sung, sondern auch durch die eine der zwei elastischen Kräfte des

Winkels LMN, welche irgendwo in L3I, etwa in L. nur nicht in
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M selbst, ihren Angriffspunct hat. Soll daher der Theil AM nach
"Wegnahme des Theiles MO im Gleichgewichte noch bleiben, so

müssen entweder zwei, die Stelle jener Pressung und dieser elastischen

Kraft vertretende Kräfte hinzugefügt werden, oder man muss die

Angriffspuncte M und L dieser zwei Kräfte, und somit das Element
LM selbst, unbeweglich machen.

d) Die zwei an dem Elemente LM hinzuzufügenden Kräfte

lassen sich im Allgemeinen zu einer einzigen Kraft zusammensetzen,

und es reicht dann zur Erhaltung des Gleichgewichtes hin , diese

eine Kraft, welche R heisse, an irgend einem Puncte ihrer Richtung,

der aber mit dem Elemente LM fest verbunden sein muss, anzu-

bringen, oder einen solchen Punct unbeweglich zu machen. Da das

Gleichgewicht noch am Fadentheile AM fortdauern muss, wenn
derselbe steif angenommen wird, so muss die Kraft R mit den äus-

seren Kräften an AM ebenso, wie an einem festen Körper, im
Gleichgewichte sein. Der Ausdruck von R ist daher (— f Xds,
—/ Yds)

,
und das Moment von R in Bezug auf M, gleich — u,

da das Moment der äusseren Kräfte in Bezug auf denselben Punct

gleich u war. Hiermit ist die Grösse und Richtung von R voll-

kommen bestimmt.

e) Man denke sich die Kraft R in demjenigen Puncte m ihrer

Richtung angebracht, in Avelchem sie die Verlängerung des Elementes

L3I, d. i. die in M an die Curve gelegte Tangente, schneidet, und

zerlege sie hier in zwei Kräfte T und V, von denen T in die Rich-

tung der Tangente fällt, und V mit dieser Richtung 90° macht. Sei

zu dem Ende noch der "Winkel von R mit der Axe der x gleich
(f,

und der "Winkel des Elementes ds mit derselben Axe gleich ip, so

hat man

R cos q) =—/ Xds , R sin (p = —/ Yds ,

ds cos ip = dx , ds sin ip = dy

,

und daher

:

T=R cos (y _ V;)
= - ^/ Xds - g/ Yds

,

V=R sin [cp — ip) = — 'l^-f Yds -}- ^/ Xds = ^ •^ ^ ds-^ ds^ ds

Nun ist in Bezug auf den Punct M das Moment von T gleich

Null und das Moment von V gleich 31m . V, folglich auch das

Moment der Resultante R von T und V gleich Mm . V. Das Mo-
ment von R ist aber nach d) gleich — tt, folglich ist

ti ds [fdyfXds—fdxf Yds) iidsMm = V dyfXds — dxf Yd

s

d

u
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wodurch der Punct m in der Richtung von B bestimmt ist. —
Statt das Element LM unbeweglich anzunehmen, reicht es daher

auch hin, den in der geradlinigen Verlängerung von LM liegenden

Punct m unbeweglich sein zu lassen.

/) Ist der Faden nicht elastisch, so genügt zur Erhaltung des

Gleicho-ewichtes des in M unterbrochenen Theils AM eine auf M
nach der Richtung der Tangente wirkende Kraft, welche im Obigen

die Spannung des Fadens genannt wurde. Bei dem elastischen Fa-

den aber ist zur Bewahrung des Gleichgewichtes die Ki-aft T, deren

Richtung in die Tangente fällt, und für deren Angriffspunct M
selbst genommen werden kann, noch nicht hinreichend, sondern es

muss noch die auf der Tangente in m normale Kraft V hinzugefügt

Averden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es muss das Element

LM durch irgend welche Mittel, — etwa durch zwei unbewegliche

Puncte, an denen es verschiebbar ist, — nur in sich selbst beweglich

o-emacht werden. Wollen wir daher auf analoge Weise, wie beim

vollkommen biegsamen Faden, auch bei dem elastischen von der

Spannung sprechen, so haben wir sie als die Kraft zu defi-

niren, die, wenn der Faden irgendwo unterbrochen und das letzte

Element daselbst bloss in der Richtung der Tangente beweglich ge-

macht wird, zur Erhaltung des Gleichgewichtes nach derselben

Richtung am letzten Puncte angebracht werden muss.

Die Kraft T ist daher die Spannung der elastischen Linie, und

zwar eine A^irkliche Spannung, wie bei vollkommen biegsamen Fä-

den, oder eine Pressung, jenachdem sich T positiv oder negativ findet.

Uebrigens ergibt sich derselbe Ausdruck, den vdx jetzt für die

Spannung am elastischen Faden gefunden haben, auch für die Span-

nung am vollkommen biegsamen Faden, wenn man die für letzteren

geltenden Gleichungen

/ X^s -H T| = , und / Yds -f Tij = (§. 280) ,

wo 'S =^ dx: ds und r^ = dy : ds , resp. mit 'i, und i] multiplicirt und

hierauf addirt.

§.319. In der am Ende des §.317 erhaltenen Gleichung [A)

für das Gleichgewicht des elastischen Fadens ist noch der von einem

Puncte des Fadens zum anderen veränderliche Werth des Moments
u zu bestimmen übrig. In dieser Hinsicht erwäge man zuerst, dass

unter der Voraussetzung eines gleichförmig elastischen Fadens, und

wenn man alle Elemente des Fadens von gleicher Länge annimmt,

die Veränderlichkeit des Momentes u von einem Puncte M des Fa-

dens zum anderen bloss von der Veränderlichkeit des Winkels f/if»,

um welchen das Element MN von der Richtung des vorhergehenden
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Xilf abgelenkt worden, abhängig sein kann. Von dieser Abhängig-

keit ist aber im Allgemeinen gewiss, dass mit der Zunahme des

Winkels clip auch das Moment u wachsen muss. Lässt man näm-
lich von den zwei Elementen L3I und MN das eine LM unheweg-
lieh werden und normal auf das andere MN in einem bestimmten

Puncto N' eine Kraft p wirken, welche dieses Element in der ge-

neigten Lage, die es gegen das erstere haben soll, zu erhalten im
Stande ist , so muss die Kraft p , folglich auch ihr auf M bezogenes

Moment, d. i. MN' .p, um so grösser sein, je grösser die Neigung
dip von MN gegen L3I ist.

Am Einfachsten ist es nun, und stimmt auch sehr wohl mit der

Erfahi-ung überein,' die Kraft p bei unverändertem Angriffspuncte N',

und somit ihr Moment, welches nach §. 31 G mit dem Momente u

der Elasticität des Winkels LMN einerlei ist, dem Winkel d\p pro-

portional anzunehmen. Hiernach, und Aveil u zufolge der Gleichung

[A) eine endliche Grösse ist, die mit — cliii einerlei Zeichen hat

(§. 318, «), und weil ds constant angenommen Avorden, haben wir

edib
" = -~7r

zu setzen, wo e eine positive von der Elasticität des Fadens abhän-

gende constante Grösse bedeutet, und wobei die Unveränderlichkeit

von ds nicht mehr in Betracht kommt, da es sich nunmehr bloss

um das Verhältniss von dip zu ds handelt.

Noch andere Ausdrücke für u sind

:

2ez/ e dyd^x — dxd-t/
u = j^ = — = e -^ _ 1 .

«5* r ds-^

Hierin bezeichnet z/ das Elementardreieck LMN= -], ds'-dip

und r den Krümmungshalbmesser in 31 (§. 273), der positiv oder

negativ zu rechnen ist, jenachdem der Winkel ip ab- oder zunimmt.
Der vierte Ausdruck für u ergibt sich unmittelbar aus dem ersten

durch DifFerentation der Gleichung tang \p = dy : dx.

Wird der vierte Ausdruck für u in der Gleichung [A) substituirt,

so kommt:

[B] fdyfX ds —f dxf Yds = e
"^t/'^'^ —J^'^'l/

als die Differentialgleichung für das Gleichgewicht am elastisch bieg-

samen Faden in einer Ebene; sie drückt aus, dass das auf irgend

icelchen Punct des Fadejis hezogene Moment aller äusseren auf den

Faden von seinem Anfange bis zu diesem Puncte xcirkenden Kr'dfte

der Krümmung des Fadens in demselben Puncte proportional ist.

Mit Hülfe dieser Gleichung lässt sich, wenn X und Y sregebene

Möbius Werke III. 30
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Functionen von x und y sind, und daher auf jeden Punct des Fa-

dens eine Kraft wirkt, deren Grösse und Richtung von dem Orte

des Punctes in der Ebene auf gegebene Weise abhängt, die Glei-

chung für die Fadencurve herleiten. Bei den deshalb nöthigen In-

tegrationen kommen fünf willkürliche Constanten hinzu, nämlich

drei von der rechten Seite der Gleichung, wie beim vollkommen

biegsamen Faden (§. 281. d), und zwei von der linken Seite, weil

diese noch Differentiale der zweiten Ordnung enthält. Von diesen

fünf Constanten lassen sich, Avie beim nicht elastischen Faden in

§. 281, drei dadurch bestimmen, dass der Faden durch zwei gegebene

Puncte gehen, und dass der dazwischen enthaltene Theil des Fadens

von gegebener Länge sein soll; die vierte und fünfte Constante

können durch gegebene Richtungen der Elemente des Fadens in den

beiden Puncten bestimmt werden.

Bei einem elastisch biegsamen Faden in einer Ebene, an welchem

in der Ebene wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten sollen,

können daher zwei Puncte, durch welche der Faden gehen soll, die

Richtungen der Tangenten des Fadens in diesen Puncten und die

Länge des Fadens von dem einen Puncte zum anderen nach Belieben

ofenommen werden. Sind aber diese Stücke bestimmt, so ist damit

auch die Gestalt des Fadens beim Gleichgewichte vollkommen

bestimmt.

§. 320. Die §.319 erhaltene Gleichung [B) wollen wir jetzt

auf den einfachst möglichen Fall anwenden, wenn nicht auf die

einzelnen Elemente des Fadens Kräfte wirken, sondern bloss der

Anfangs- und Endpunct des Fadens gegebene Oerter einnehmen und

der Faden daselbst gegebene Linien zu berühren genöthigt ist, oder,

was auf dasselbe hinauskommt: wenn das erste und letzte Element

des Fadens in gegebenen Lagen befestigt sind. Die unter dieser

Bedingung von einem elastisch biegsamen, gleichförmig elastischen

und ursprünglich geradlinigen Faden gebildete Curve wird vorzugs-

weise die elastische Linie genannt.

Statt das eine oder das andere der beiden Grenzelemente unbe-

weglich anzunehmen, kann man auf zwei Puncte des Elementes selbst

zwei Kräfte wirken lassen, oder auch eine einzige Kraft, als die Re-

sultante jener, an einem mit dem Elemente fest verbundenen Puncte

anbrüigen (§. 318, d). Zufolge des §. 319 ist alsdann auszudrücken,

dass das Moment der zwei Kräfte am ersten Elemente, also auch

das Moment ihrer Resultante, wenn es auf den Punct [x, y) der

Curve bezogen wird, dem Krümmungshalbmesser an diesem Puncte

umgekehrt proportional ist.
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Ist demnach [A, B) die Resultante der auf das erste Element

^virkenden Kräfte und [a, h) ein Punct der Resultante, der mit dem
Elemente in fester Verbindung- stellt, so hat man für die elastische

Linie die Gleichung

B{a-x)-A{h-y) = ^ ,

eine Gleichung, die auch unmittelbar aus der allgemeinen Gleichung

[B] hätte hergeleitet werden können, wenn man X = 0, y=: 0, die

hiernach constanten Grössen y X f/« ./" Yf/s resp. gleich A, B und

die nach der letzten Integration links noch hinzuzufügende Constante

gleich Ba — Ah gesetzt hätte.

Die Kraft [A^ B), welche auf einen mit dem ersten Elemente

verbundenen Punct Avirkt, und die Resultante der das letzte Element

afficirenden Kräfte müssen, weil sie die einzigen auf den Faden wir-

kenden äusseren Kräfte sind, einander gleich und direct entgegen-

gesetzt sein. Die Gerade, in welcher ihre Richtungen gemeinschaft-

lich enthalten sind, heisse die Axe der elastischen Linie. Lassen

Avir mit dieser Axe die Axe der x zusammenfallen, so Averden B = 0,

b = i), und die Gleichung geAvinnt die höchst einfache Gestalt:

Ay = — •

Die elastische Litiie besitzt hiernach die charakteristische Eigen-

schaft, dass ihre Krümmung in jedem ihrer Pimcte dem Abstände des

Pmictes voti der Axe proportional ist.

An gleichweit von der Axe abstehenden Puncten ist daher auch

die Krümmung gleich gross, und an ungleich entfernten verschieden

:

an dem entfernteren grösser und an dem näheren geringer. An den
Stellen, avo die Curve von der einen auf die andere Seite der Axe
sich Avendet, geht die Krümmung durch Null aus dem Positiven ins

Negative, oder umgekehrt, über, d. h. die CurA^e hat an jeder SteUe,

Avo sie die Axe schneidet, einen Wendepunct. Auch kann sie nirgend-

Avo anders einen solchen haben, da nur für y = der Krümmungs-
halbmesser ; unendlich gross werden kann.

Endlich erhellt, dass Avenn der erste oder letzte Punct des Fadens

in die Axe fällt, die mit dem Elemente daselbst in Verbinduno- zu

setzende Kraft A an ihm selbst, nicht erst an einem anderen mit

ihm verbundenen Puncte, angebracht Averden kann. So ist z. B. bei

einem durch eine Sehne gespannten elastischen Bogen die Sehne
selbst die Axe, und die Spannung- der Sehne gleich der mit A be-

zeichneten Kraft. Die Krümmung des Bogens ist daher an seinen

beiden Enden Null und in dem von der Sehne entferntesten Puncte

30*
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am stärksten. Ebenso ist bei einem elastischen Stabe, dessen erstes

Element in irgend einer Lage unbeweglich gemacht wird, und an

dessen letztes Element ein Faden mit einem angehängten Gewichte

befestisrt wird, die verticale Linie des Fadens die Axe der von dem
Stabe gebildeten elastischen Curve.

§. 321. Um aus der Gleichung der Curve zwischen y und r

eine Gleichung z^vischen x und y herzuleiten, führe man zunächst

statt ;• den Winkel ip ein, den das Element ds mit der Axe macht,

und es wird (§. 319):

Av = — =—^-^^ r ds

Die Differentiation dieser Gleichung gibt:

Ady = A sin ipds = — ed \—j—] '

Multiplicirt man hierein -^ und integrirt dann, so kommt:

A^osxP+C = \e\^^^=A^
2£

Die Constante C kann man unter anderen durch die grösste

Abweichung der Curve von der Axe, d. i. durch den grössten Werth

von y, welcher h heisse, bestimmen. Er findet statt für xp = 0, oder

für \p = 180°, jenachdem man die Axe der .r, d. i. die Axe der elasti-

schen Linie, nach der einen oder nach der anderen Seite zu positiv

sein lässt. Man wähle diejenige Richtung dieser Axe zur positiven,

bei welcher für den grössten Werth von y. ip gleich Null wird, und

man hat:

A+C=^^h'-,
folglich

2£ (1 — cos ip) = A [h- —y-)
,

woraus zugleich ersichtlich, dass die Richtung der auf den Anfang

der Curve in der Axe wirkenden Kraft A mit der für die Axe fest-

gesetzten positiven Richtung übereinstimmt; denn e sowohl, als

h^ — y^, ist positiv.

Setzt man nun noch

^^{h^-y') = z'-
,

so wird

dx . ,—— r= cos Ip = ] 2* .

und
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dx
dy

cos ipcos ip

sin \p
~~

Vi — cosj/^ VT+cös^

d:
1

dy

Weil z eine bekannte Function von y ist, so sind in dieser

Gleichung die Veränderlichen getrennt, und die dadurch mögliche

Integration gibt die verlangte Gleichung zwischen x und y. Indessen

hängt diese Integration von der Rectification der Kegelschnitte ab

und ist daher durch einen geschlossenen Ausdruck nicht ausführbar.

Was noch die Spannung der elastischen Linie anlangt, so ist

hier Avegen f Xds = A und / Yds = B = :

'^^ = — A cos ip (§. 318, e) .T== — A
ds

Die Spannung in irgend einem Puncte der elastischen Linie ist

demnach dem Cosinus des Winkels proportional, den die Berührende

daselbst mit der Axe macht, und ist eine Pressung oder eine wirkliche

Spannung, jenachdem dx positiv oder negativ) ist, d. h. jenachdem,

wenn man in der Curve vom Anfange zum Ende fortgeht, die Rich-

tung dieses Weges, wenn sie nach der Richtung der am Anfange

ivirkende7i Kraft A geschätzt wird^ mit dieser Richtung, als dm' posi-

tiven Richtung der Axe der x, übereinstimmt, oder ihr entgegengesetzt ist.

In dem von der Axe entferntesten Puncte, wo dx = ds, ist daher

die Spannung stets eine Pressung und hat unter allen Pressungen

und eigentlichen Spannungen den absolut grössten Werth gleich A.

Bei der elastischen Linie PRSTQ (vergl. Fig. 87, a und b) z. B., auf

deren Anfangspunct P und Endpunct Q gleiche und entgegengesetzte

Kräfte nach den Richtungen 3fP und NQ wirken, wo daher PQ
die Axe und 3fP die positive Richtung derselben ist, und wo die

in R und T an die Curve gelegten Tangenten die Axe rechtwinklig

treffen, nimmt x von P bis R ab, von R bis T zu und von T bis Q
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wieder ab. Mithin findet von P bis R und von T bis Q wirkliche

Spannung, von R bis T aber Pressung statt. In R und T, wo
dx = 0, geht die eine in die andere durch Null über.

Bei der weniger gekrümmten Linie PSQ (vergl. Fig. 8S) nimmt x

von P bis Q fortwährend zu, und es^ ~^^.,^^^ herrscht folglich hier überall Pres-

M f
" ""^

'n sung. In beiderlei Curven aber be-
^'s- 88- zeichnet S den von der Axe entlegen-

sten Punct, wo die Pressunsr am stärksten ist.

§. 322. Entwickelt man in der in §. 321 erhaltenen Differen-

tialgleichung den Coefficienten von cly in eine nach wachsenden Po-
tenzen von X fortlaufende Reihe, so wird diese, wenn die Curve nur
wenig von ihrer Axe abweicht, wenn also h, und folglich auch z

nur klein ist, schnell convergiren. Für eine sehr geringe Abweichung
kann es hinreichen, nur das erste Glied dieser Reihe beizubehalten:

man hat alsdann:

dx =:
dy _ l/ € dy-VV2.Z ' ^ y/i^ — r

und wenn man integrirt:

y = /> sin (Y -- rj
,

wo die neue Constante unter der Voraussetzung, dass y mit .r zu-

gleich verscliAvinden soll, weggelassen ist. Die hierdurch ausgedrückte

Linie läuft wellenförmig über und unter der Axe hin (vergl. Fig. 89)

und schneidet sie in Puncten F, H, K, M, deren jeder von dem nächst-

folgenden um ein Intervall gleich ttYs-.A entfernt ist, wo /r gleich

der halben Peripherie eines Kreises ist, dessen Halbmesser gleich 1.

Mitten zwischen je zwei solchen Puncten ist die Abweichung der

Curve von der Axe am grössten, nämlich gleich /^

Setzt man den Bogen FGH der Curve, der zwischen zwei

nächstfolgende Durchschnitte derselben mit der Axe fällt, gleich /,

so ist l grösser als der davon überspannte Theil nV 6 : A der Axe,

mithin

:
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Da nun, Avenn der Bogen FGH für sich im Gleichgewichte

sein soll, die zwei einander gleichen und direct entgegengesetzten

Kräfte A unmittelbar an dem Anfangs- und Endpuncte des Bogens

angebracht werden müssen, so ziehen wir hieraus den merkwürdigen

Schluss

:

Soll eine elastische Gerade durch zwei an ihren Enden angebrachte

einander gleiche und enigegemcirkende Kräfte zu einem Bogen ge-

krümmt icerden, so muss die gemeinschaftliche Intensität der Kräfte

ein geicisses Minimum üherschreiten. Dieses Minimum von Intensität,

welches man auch die elastische Kraft der Geraden nennt, ist

im directen Verhältnisse des Coefßcienten der Elasticität e und im
umgehehrten quadratischen Verhältnisse der Länge l der Geraden.

So ist z. B. die geringste Kraft, Avelche zur Krümmung einer

zwei- oder dreimal so langen Geraden erfordert wird, nur der vierte

oder neunte Theil der geringsten Kraft, welche zur Krümmung der

Geraden von einfacher Länge nöthig ist.

Verlängert man die elastische Linie FGH über H hinaus, bis

sie der Axe Aveiterhin in K^ 31, ... begegnet , so sind nicht nur die

Geraden FH, HK, KM, ... unter sich, sondern auch die Bögen
FGH, HIK, ... unter sich gleich, und man kann die der A gleiche

und entgegengesetzte Kraft , statt in H, auch in K, oder in M, . .

.

anbringen. Es wird folglich auch die geringste Kraft, um eine Gerade

gleich 21, oder 3 7, ... oder il = k zu einem doppelten Bogen, wie

FK, oder zu einem dreifachen, wie FM, ..., oder zu einem ^fachen

zu krümmen, ebenso gross sein müssen, als die geringste Kraft, welche

nöthig ist, um eine Gerade =l = k:i in einen einfachen Bogen
FGH zu verwandeln; die Kraft wird folglich proportional mit i- : k^

sein müssen, d. h. direct proportional dem Quadrate der Zahl der

Bögen, in welche die Gerade sich theilen soll, und umgekehrt pro-

portional dem Quadrate der Länge der Geraden.

§. 323. Unter den mannigfachen Formen, welche die elastische

Linie haben kann*, ist auch die Kr eis form enthalten. Denn stellt

man sich vor, dass eine geschlossene Kreislinie gleichförmig elastisch

wird, und sich in eine Gerade auszudehnen strebt, so ist bei der

überall gleichen Krümmung des Kreises kein Grund vorhanden,

*) Euler zählt neun Species dieser Formen. Siehe dessen Methodus inve-

niendi lineas curvas etc. Additam. I., de curvis elasticis.
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warum irgend ein Theil desselben seine Krümmung, falls er sie

ändert, mehr oder "weniger, als ein anderer Theil ändern sollte.

Durch eine gleichförmige Aenderung der Krümmung würde aber der

Kreis selbst entweder grösser oder kleiner, welches nicht sein kann,

da die Linie von unveränderlicher Länge sein soll. Mithin bleibt

der Kreis unverändert.

Als Axe der elastischen Kreislinie ist ei?ie in der Kreisebene un-

endlich entfernte Gerade anzunehmen. Denn nur bei dieser Annahme
kann die Entfernung jedes Punctes der Kreislinie von der Axe als

proportional der von einem Puncto zum anderen constanten Krüm-
mung des Kreises angesehen werden.

Soll daher ein Theil des elastischen Kreises, getrennt von dem
übrigen, seine Kreisbogenform unverändert behalten, so hat man
entweder das erste und letzte Element des Bogens unbeweglich zu

machen, oder, wenn man das eine dieser Elemente, oder auch beide,

beweglich bleiben lässt, an einem unendlich entfernten Puncto, der

mit dem beweglichen Elemente in fester Verbindung steht, eine

Kraft anzubringen, deren Moment in Bezug auf den beweglich ge-

lasseneu Endpunct dem endlichen Momente der Elasticität gleich ist,

also eine unendlich kleine Kraft, indem sonst, wäre die Kraft end-

lich, ihr Moment unendlich gross sein würde. Wir wissen aber aus

§. 26, 5, dass eine unendlich kleine auf einen unendlich entfernten

Punct wirkende Kraft die Wirkung eines Kräftepaares hat. Mithin

hat man an zwei Puncten, die mit dem beweglichen Endelemente

des Bogens in fester Verbindung stehen, zwei einander gleiche, pa-

rallele und entgegengesetzte Kräfte anzubringen, deren Moment,

welches rücksichtlich aller Puncto der Ebene gleiche Grösse hat

{§. 31), dem Momente der Elasticität gleich ist.

Kann umgekehrt das freie Ende der elastischen Linie nur durch

ein Kräftepaar im Gleichgewichte erhalten werden, so ist die Linie

ein Kreisbogen. Denn da in jedem Puncto M der elastischen Linie

das auf ihn bezogene Moment der mit dem freien Endelemente in

Verbindung gebrachten Kräfte der Krümmung in J/ proportional ist,

und da ein Paar, rücksichtlich aller Puncte seiner Ebene, gleich

grosse Momente hat, so muss unter der gemachten Voraussetzung

die Krümmung von einem Puncte der Curve zum anderen constant,

und folglich die Curve ein Kreis sein.

Da übrigens ein Kräftepaar in seiner Ebene willkürlich verlegt

werden kann (§. 17), so erhellt noch, indem man die Richtungen der

Kräfte jenes Paares normal der Tangente am Ende des Bogens sein

lässt, dass hei einem elastischen Kreise oder Kreisbogen die Spannung
Null ist.
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§. 324. Wir gehen jetzt zum Gleichgewichte eines elastisch

biegsamen Fadens im Räume über. — Für das Gleichgewicht

eines vollkommen biegsamen Fadens, wenn auf jedes Element ds

desselben eine Kraft Xds, Yds, Zds wirkt, hat man nach §. 281, h,

die drei Gleichungen

:

/ dzf Yds —/ dijfZds = ,

fdxfZds —fdzf Xds = .

fdyfXds —fdxf Yds = ,

von denen jede eine Folge der beiden übrigen ist, und von denen

die letzte z. B. ausdrückt, dass, wenn man die Fadencurve und die

auf sie wirkenden Kräfte auf die Ebene der .r, y projicirt , in Be-

zug auf die Projection [x, y] des Punctes [x, t/, z) das Moment aller

projicirten Kräfte, welche vom Anfangspuncte der Curve bis zum
Puncte {x, y, z) auf sie wirken. Null ist.

Ist der Faden nicht vollkommen biegsam, sondern stellt sich der

Biegung die Elasticität als Hinderniss entgegen, so können wir nach

der A'^orstellungsweise in §. 317 an je zwei nächstfolgenden Elementen

der Curve, wie LM und MN (vergl. Fig. S6 auf p. 461), zwei einander

gleiche und direct entgegengesetzte Kräfte hinzugefügt denken,

welche die Biegung LMN aufzuheben streben, und von welchen

die auf MIS wirkende in Bezug auf M ein Moment

w = — 2« . LMN. L3P (§. 319)

hat, Avo £ wiederum den constanten Coefficienten der Elasticität aus-

drückt
;
das Moment der auf LM wirkenden Kraft ist in Bezug auf

denselben Punct 31 gleich — u. Je zwei auf diese Art zusammen-

gehörige Kräfte sind nun auch in jeder Projection einander gleich

und direct entgegengesetzt. Ist daher A der Anfangspunct des Fa-

dens, M der Punct {x. y, 2), und sind A\ L\ M' . K' die Projec-

tionen von A, L, M, N auf eine der drei Coordinatenebenen , so

reducirt sich ebenso, M'ie in §. 317, das auf 31' bezogene Moment
aller in der Projection von A' bis 31' wirkenden elastischen Kräfte

auf das Moment der auf das Element L' 31' vom Elemente 31'
N'

her wirkenden Kraft allein, und dieses Moment, es sei gleich — u'

,

ist, wenn wir für die Coordinatenebene successive die der yz, der

zx und der xy wählen, der ersten, zweiten und dritten obiger Glei-

chungen linker Hand noch hinzuzusetzen.

Ist aber 2^ ii'gend eine Kraft in der Ebene LMN.^ und j^' die

Projection dieser Kraft auf die Ebene L' 31' N' , so verhält sich da<;

Moment von /> in Bezug auf 31 zum Momente von j^' in Bezug auf

31'
. wie das durch p und 31 bestimmte Dreieck zu dem durch li
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und M' bestimmten, also auch wie LMN zu L'M'JS', da jedes

Dreieck der einen Ebene zu seiner Projection auf die andere in

einem und demselben Verhältnisse steht. Es verhält sich daher auch

u : u' =^ LMN . L' M' N', und es ist mithin

u' = — 1'c.L'M'N'.LM^ .

Setzen wir folglich die Projectionen der Dreiecksfläche LMN
auf die Ebenen der yz^ zx und xy resp. gleich ^,, z/» und z/3,

so sind

2tz/, ^«z/^ 2£z/3

die in den drei Gleichungen links noch hinzuzufügenden Grössen.

Da endlich nach §.319

2^/3 = dxd'^y — dyd^x ,

und ebenso

2z/^ = dyd^z — dzd'^y
,

2^/2 = dzd^x — dxd-z

ist, so werden die Gleichungen für das GleichgeAvicht an einem

elastisch biegsamen Faden im Räume, wenn auf jedes Element ds

desselben eine Kraft [Kds, Yds, Zds) wirkt:

dzd^y — dyd'z

ds^

dxd^z — dzd^x

fdzf Yds —fdyfZds = €

fdxfZds—fdzfXds = i:

^^3

fdyfXds -fdxf Yds = e
^h d^ ^ -dx d:^

y

drei Gleichungen , deren jede , Avie bei denen für die unelastische

Linie, aus den beiden übrigen folgen muss. Dies bestätigt sich auch

sogleich, wenn man die Gleichungen differentiirt , sie hierauf resp.

mit dx, dy , dz multiplicirt und endlich addirt: denn man gelangt

damit zu der identischen Gleichung: = 0.

§. 325. Zusätze, a) Da jede der drei eben aufgestellten

Gleichvingen eine Folge der beiden übrigen ist, so reichen schon

ZAvei derselben, die man beliebig Avählen kann, hin, um, wenn X, Y, Z
als Functionen von .r, y, z gegeben sind, die Gestalt des Fadens

beim GleichgcAvichte zu bestimmen. Bei der hierzu nöthigen Rech-

nung führen die in den zwei gewählten Gleichungen linker Hand
befindlichen Integralausdrücke zu fünf Constanten , wie schon in

§. 28 J , d bei der nicht elastischen Linie bemerkt worden. Hierzu

kommen, Avegen der rechter Hand in den zwei Gleichungen stehen-
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den Differentialen der zweiten Ordnung noch vier Constanten, so dass

die zwei Gleichungen, vollständig integrirt, neun Co ns tauten in

sich fassen.

Um diese Constanten zu bestimmen, kann man, Avie a. a. ().,

die Werthe von fünf derselben dadurch festsetzen, dass man die

Coordiuaten des Anfangs- und Endpimctes des Fadens und seine

Länge gegeben sein lässt. Und da die Bedingung, dass eine durch

ihre zwei Gleichungen ausgedrückte Curve im Räume in einem ihrer

Puncte eine durch ihn gehende gegebene Gerade zur Tangente hat,

von der Erfüllung ZAveier Gleichungen zwischen den Coordinaten des

Punctes und den die Richtung der Geraden bestimmenden Winkeln
abhängt, so kann man zur Bestimmung der vier übrigen Constanten

die Richtungen der Tangenten im Anfangs- und Endpuncte des

Fadens gegeben annehmen.

Derselbe Satz, den Avir in §. 319 für die elastische Curve in einer

Ebene aufgestellt haben, gilt daher auch für diese Curve im Räume.

Wenn nämlich ZAvei Puncte eines elastisch biegsamen Fadens ge-

gebene Oerter einnehmen und seine Elemente daselbst gegebene

Richtungen haben, und wenn überdies auf alle Elemente des Fa-

dens Kräfte Avirken, deren Intensitäten und Richtungen gegebene

Functionen ihrer Angriifspuncte sind, so ist damit die Form des

Fadens vollkommen bestimmt.

h) Wird der elastische Faden im Räume in irgend einem Puncte

M unterbrochen, so kann das GleichgcAA^cht, ebenso AA-ie in §. 318, c

entAveder dadurch, dass man das letzte noch übrige Element LM
unbeAveglich macht, oder dadurch, dass man an ihm gcAAdsse Kräfte

anbringt, gesichert Averden. Das Moment dieser Kräfte in Bezug auf

LM als Axe ist daher Null, mithin muss auch das auf iJI/ bezogene

Moment aller auf den Faden bis 31 Avirkenden äusseren Kräfte , da

sie den an LM anzubringenden Kräften das Gleichgewicht halten,

Null sein. — Dasselbe erhellt auch mittelst der drei Hauptgleichun-

gen. Denn die in ihnen linker Hand stehenden Momente der Pro-

jectionen der äusseren Kräfte in Bezug auf die Projectionen \on M
kann man zugleich als die Momente dieser Kräfte selbst in Bezug

auf drei durch 3/ mit den Axen der x, y, z gelegte Parallelen be-

trachten (§. 2S1, h). Mit diesen Parallelen macht das letzte Element

dX- clv dz
Z3/ Winkel, deren Cosinus gleich -r- , ^, y- sind. Multiplicirt

et S et S Cv ö

man mit diesen Cosinus die drei Momente und addirt sie hierauf,

so erhält man das Moment der äusseren Kräfte in Bezug auf LM
(§. 90). Letzteres Moment reducirt sich aber auf Null, AA'enn man
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für die drei ersteren ihre in den Gleichungen rechter Hand stehen-

den Werthe setzt.

c) Die an dem letzten Elemente L3I oder ds anzubringenden

Kräfte lassen sich bei dem elastisch biegsamen Faden im Räume im

Allgemeinen nicht auf eine einzige Kraft zurückführen. Zerlegt man
jede derselben in zwei Kräfte, von denen die eine auf ds normal ist

und die andere mit ds zusammenfällt, so ist zufolge des in §. 318,/"

von der Spannung gegebenen Begriffes die Summe der mit ds zu-

sammenfallenden Kräfte die Spannung des Elementes ds. Da nun,

bei dieser Zusammensetzung der Kräfte zur Spannung, ihre Angriffs-

puncte nicht in Betracht kommen und da die an ds anzubringenden

Kräfte mit den auf den Faden von seinem Anfange bis zum Elemente

ds wirkenden äusseren Kräften im Gleichgewichte sind, so wird man
die Spannung auch erhalten, wenn man letztere Kräfte parallel mit

einer, ihrer ursprünglichen Richtung entgegengesetzten Richtung an

einen und denselben Punct trägt und hierauf ihre Resultante, welche

{

—

f Xds, —f Yds, —f Zds) ist, auf die Richtung des Elementes

ds projicirt, d. i. mit dem Cosinus des Winkels multiplicirt, den die

Richtung der Resultante mit dem Elemente ds bildet. Auf diese

Weise findet sich die Spannung

T^ — 'J^fXds — '^fYds — '^fZds
,ds ^ ds ^ ds'^

und ist wie in §. 318, y eine wirkliche Spannung oder Pressung,

jenachdem sich für T ein positiver oder negativer Werth ergibt.

Man nimmt übrigens leicht wahr, dass dieselben Betrachtungen,

welche uns jetzt zu dem Ausdrucke für T bei dem elastischen Fa-

den leiteten, zu dem nämlichen Ausdrucke für T auch bei dem
nicht elastischen Faden führen, und dass auch in der That dieser

Ausdruck durch Verbindung der Gleichungen (1) und (2) in §. 280

hervorgeht.

§. 326. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen über den

elastisch biegsamen Faden im Räume wollen wir noch den speciel-

len Fall näher untersuchen, wenn auf den Faden keine äusseren
Kräfte wirken, sondern bloss das erste und letzte Element des-

selben an gegebenen Oertern und in gegebenen Richtungen be-
festigt sind.

Wii-d die UnbeAveglichkeit des einen der beiden äussersten Ele-

mente aufgehoben, und soll dabei die Gestalt des Fadens unverän-

dert bleiben, so müssen an Puncten dieses Elementes, oder auch an

Puncten, die mit ihm fest verbunden sind. Kräfte von gewisser
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Richtung und Intensität angebracht werden. Ebenso kann auch die

Unbeweglichkeit des anderen Grenzelementes durch Kräfte ersetzt

werden, und letztere Kräfte müssen den ersteren ebenso, wie an

einem festen Körper, das Gleichgewicht halten.

Die auf solche Weise an dem beweglich gemachten ersten

Elemente anzubringenden Kräfte wollen A^^^, wie dies im Allgemeinen

immer möglich ist, auf eine einfache Kraft A und ein Paar redu-

ciren, und zwar so, dass die einfache Kraft auf der Ebene des

Paares normal steht. Werde nun die Richtung von A zur Axe der

X, und folglich die Ebene des Paares, oder eine mit ihr parallele,

zur Ebene der y, z genommen. Alsdann ist, wenn das Moment des

Paares in Bezug auf einen Punct seiner Ebene gleich m gesetzt

wird, sein Moment auch rücksichtlich der Axe der x, so wie jeder

damit parallelen Axe, gleich m\ rücksichtlich der Axe der y aber,

oder der Axe der z, oder irgend einer damit parallelen Axe ist es

gleich Null. Ferner sind von der Kraft A in Bezug auf drei durch

den Punct (ä-, y, z) der Curve mit den Axen der x, y, z parallel ge-

legte Axen die Momente resp. gleich 0, — Az, -^ Ay*). In Be-

zug auf diese drei Axen sind daher die Momente aller auf das erste

Element des Fadens wirkenden Kräfte resp. gleich

w, — Az , -h Ay;

und da bis zum Puncte {x, y, z) ausser ihnen keine anderen Kräfte

auf den Faden wirken sollen, so haben wir diese drei Momente in

den drei Hauptgleichungen für die Integralausdrücke linker Hand
zu substituiren , und wir erhalten damit, wenn wir noch, grösserer

Einfachheit willen, dx constant setzen, die drei Gleichungen:

f dz f/' y — dy d- z

j
ds^

M)

oder auch

. dxd^z ^ dxd^yAz = e , Ay = — e , /ds^ '' ds^

Avo J^, z/.^, z/3 die Projectionen des Elementardreiecks LMN auf

die drei coordinirten Ebenen sind (§. 324). Es ist aber, wenn wir

*) Ueberhaupt nämlich sind in Beziehung auf dieselben drei Axen die Mo-
mente einer Kraft 'A, B, C], deren Angriffspunct a, b, c) ist:

C{h — y)—B[c— z), A[c— z) — C'a— x),

B[a— x) — A{h— y)
:§§. 65 und 60).
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dieses Dreieck LMN gleich J setzen, und wenn r den Krümmungs-

halbmesser der Curve in J/ bedeutet: r =— ds^-.lJ (§.319), und

Avir können daher letztere drei Gleichungen auch also schreiben:

Aus ihnen lassen sich nachstehende merkwürdige Eigenschaften

der elastischen Linie im Räume (vergl. §. 320) herleiten. —
Die jetzige Axe der x oder diejenige Gerade, welche rücksichtlich

der auf das erste Element der Curve wirkenden Kräfte die Haupt-

linie des Systems ist (§. 82), heisse vorzugsAveise die Axe der Curve.

Nur ist J ^ die Projection des Dreiecks J auf die Ebene der y, z,

folglich J^^ : J gleich dem Cosinus des Winkels, den die Ebene des

Dreiecks J mit der Ebene der y, ;:: macht, gleich sin /, Avenn / der

Winkel der Ebene von J^ d. i. der Krümmungsebene, mit der Axe

der Curve bedeutet. Statt der ersten der Gleichungen [B] können

Avir daher auch schreiben:

[d] m = — sin / .

r

Ferner ist zu Folge der Eigenschaft rechtAvinkliger Projectionen:

z/j -|- J\ -f- J\ = ^'^ und daher, Avenn man die Quadrate der drei

Gleichungen (B) addirt:

{b) nr + A^- [if- + z^) =
woraus in Verbindung mit [a)

r

€
(c) A Vy^ -{-z- = — cos ;f

und

{d) A Vy^ -\- z^ = m cotg x

folgt.

Die erste {a) dieser Gleichungen lehrt nun, dass die Krümmung

der elastische?! Linie umgekehrt dem Sinus des Winkels p7'oportional

ist, deti die Krümmungsebene mit der Axe der Linie bildet.

Die ZAveite Gleichung (b) ist die Gleichung Ay = e : r für die

elastische Linie in einer Ebene (§. 320) analog und drückt aus, dass

die Krümmutig in jedem Puncte proportional der Hypotenuse eines

rechttdnkligen Dreiecks ist, dessen ei?ie Kathete von cotistanter Länge

[= m : A) , und dessen andere Kathete dem Abstände des Punctes

von der Axe gleich ist.

Auch hier also Avird, aaIc in §. 320, die Krümmung desto

scliAvächer, je näher die Curve der Axe kommt; und aacü mit wach-

sendem r nach [a) auch sin y Avächst, so nähert sich dabei die
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Krümmungsebene immer mehr der auf der Axe normalen Lage.

Begegnet die Curve irgendwo der Axe, so ist daselbst die Krüm-
mung am schwächsten (jedoch nicht Null, wie in §. 320), und die

Krümmungsebenc , folglich auch die Curve selbst, auf der Axe nor-

mal. — Parallel mit der Axe kann die Curve erst in unendlicher

Entfernung von der Axe werden. Denn wird es die Curve, so wird

auch die Krümmungsebenc mit der Axe parallel , folglich / = 0,

folglich nach {«) r = und nach {ö) if- -\- z- = oo.

Dasselbe fliesst auch unmittelbar aus der Gleichung {d), welche

zu erkennen gibt, dass der Abstcmd eines Pimctes der Curve von

der Axe der Cotangente des WinJceh der Kriimmungsehene mit der

Axe proportional ist.

Man multiplicire noch die drei Gleichungen [A) resp. mit dx,

dy, dz und addire sie, so erhält man:

(e) mdX -\- A{ydz — zdy) = .

Sind nun JP, G zwei Puncte der Curve, F' , G' ihre Projectionen

auf die Axe der .r, und F^. G^ ihre Projectionen auf die Ebene der

y, z, und ist O der Durchschnitt jener Axe mit dieser Ebene, so

kommt, wenn man die Gleichung [e] von F bis G integrirt:

m .F'G' + A. OF, G, = ,

wo OFy G^ die Fläche in der Ebene der 3/, z vorstellt, welche von

den Geraden OF^ , G^ und der Projection F^ G^ des Bogens FG
der Curve begrenzt wird. Indem wir uns daher die Curve durch

den einen Endpunct F einer sich an der Axe rechtwinklig fortbe-

wegenden und um sie sich zugleich drehenden Geraden F'F erzeugt

denken und diese Gerade den Radius Vector nennen, können wir

die erhaltene Gleichung also aussprechen:

Jeder TJieil der Axe, um ivelchen sich der Radius Vector an ihr

fortbewegt, steht zu der Fläche, icelche die Projection des Radius auf
eine die Axe rechtwinklig treffende Ebene beschreibt, in einem con-

stanten Verhältnisse, — i^i dem nämlichen, welches die Cotangente des

Winkels, den die Krümmungsebene in irgend einem Puncte mit der

Axe bildet, zu dem Abstände des Punctes von der Axe hat.

In dem besonderen Falle, wenn m = 0, und wenn daher die

auf das erste Element wirkenden Kräfte auf eine einzige Kraft A
zurückgeführt Averden können, wird zu Folge der Gleichung [e]

:

ydz — zdy = 0, und daher y = az, d. h. die Curve ist in einer die

Axe und somit die Richtung der Kraft A enthaltenden Ebene be-

griffen. Ihre Krümmung im Puncte {x, y, z) ist alsdann, wie die

Gleichung {b) lehrt, und wie wir bereits aus §. 320 wissen, propor-

tional mit Yy- -f-
;:"-, d. h. mit dem Abstände des Punctes von der Axe.
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Wenn dagegen die am ersten Elemente anzubringenden Kräfte

auf ein Paar reducirbar sind, und somit A = ist, so gehen die

Gleichungen {b) und (e) über in m = f- :
7' und mclx = oder

X = Const., d. h. die Curve liegt in einer mit der Ebene des Paares

parallelen oder zusammenfallenden Ebene, was nach §. 50 auf eines

und dasselbe hinauskommt, und die Krümmung ist unveränderlich,

die Curve selbst also ein Kreis, — übereinstimmend mit dem bereits

in §. 323 Gefundenen.

8. 327. Statt der drei Gleichungen {A) können auch die zwei

[b) und {e) als die Gleichungen der elastischen Linie im Räume an-

gesehen werden. Kennt man daher eine Linie, welche diesen zwei

Gleichungen Genüge leistet, so wird sie eine elastische sein und die

Axe der x zu ihrer Axe haben.

So wird unter anderen hierher die cylindrische Spirale

oder die Schraubenlinie gehören, und die Axe des Cylinders

Avird die Axe der Curve sein. Denn erstens ist der Abstand jedes

Punctes dieser Spirale von der Axe von gleicher Grösse, desgleichen

auch die Krümmung constant , und hiermit wird die Gleichung (b)

erfüllt. Da ferner eine cylindrische Spirale von dem Endpuncte eines

auf der Axe normal stehenden Radius beschrieben wird, wenn der-

selbe um die Axe gedreht und zugleich längs der Axe fortgerückt

wird, so dass seine Fortrückung der gleichzeitigen Drehung immer

proportional ist, so geschieht auch der durch die Gleichung (e) aus-

gedrückten Bedingung Genüge.

Ist eine Spirale ihrer Form und Grösse nach gegeben und sollen

die zu ihrer Erhaltung nöthigen Kräfte gefunden werden, oder soll

umgekehrt aus den Kräften die Form und Grösse der Spirale be-

stimmt werden, so hat man nur die Gleichungen (A) der elastischen

Linie mit denen der Spirale in Verbindung zu setzen. Sei zu dem
Ende a der Halbmesser des Cylinders der Spirale oder die Länge

des vorhin gedachten Radius Vector, und b der Weg, vim welchen

derselbe an der Axe während einer ganzen Umdrehung fortrückt.

Wird nun diese Axe zur Axe der x genommen, und geschieht bei

einem Fortrücken nach der positiven Seite dieser Axe die gleich-

zeitige Drehung in dem Sinne, nach welchem die Axe der z mit

der der y einen Winkel gleich 90°, nicht gleich 270°, macht, so

sind die Gleichungen der Spirale:

27tX . '27tX
2/ = a cos —j

—
, z = a sm —j

— •

o

Hieraus fliesst durch Differentiation



dy =
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Macht man die Breite des Paares gleich a und setzt m: a = B^

so dass -|- B und — B die Kräfte des Paares sind, so wird

— B:A= iTia : b = V dy^ + dz^ : dx .

Man kann alsdann dem Paare eine solche Lage geben, dass

seine Kräfte auf einem Radius in den zwei Endpuncten desselben

perpendicular stehen, dass also die eine Kraft + B irgend einem

Elemente der Curve und die andere — B der Axe , also auch der

Kraft A, begegnet. Zufolge der letzteren Proportion werden sich

dann — B und A zu einer mit dem Elemente parallelen Kraft zu-

sammensetzen lassen , also zu einer Kraft , deren Moment in Bezug

auf das Element Null ist. Da nun auch die dem Elemente begeg-

nende Kraft + B rücksichtlich desselben ein Moment gleich Null

hat, so erhellt auf diese Weise ganz einfach, dass, wie wir bereits

aus §. 325, b schliessen können, das Moment der Kräfte A, B, — B
in Bezug auf jedes Element der Curve gleich Null ist.

Um endlich noch der Spannung der Spirale zu gedenken, so ist

sie, weil / Xds = A, f Yds = und f Zds = sind,

ds l

also von einem Puncte der Curve zum anderen constant und wegen

des negativen Zeichens keine eigentliche Spannung, sondern eine

Pressung.

§. 328. Ehe ich die Lehre vom Gleichgewichte an einem

elastisch biegsamen Faden verlasse, will ich noch zeigen, wie die

Sätze, welche in der Dynamik das Princip der lebendigen

Kräfte und das Princip der kleinsten Wirkung heissen und

in §. 305 auf das Gleichgewicht an einem vollkommen biegsamen

Faden übergetragen wurden, mit gehöriger Modification auch auf

einen elastisch biegsamen Faden angewendet werden können,

Avobei ich mich aber, um nicht eine allzulange Rechnung herbeizu-

führen, auf den Fall beschränken werde, wenn der Faden und die

auf ihn wirkenden Kräfte in einer Ebene enthalten sind.

Für diesen Fall ist die Gleichung für das Gleichgewicht:

/ dyf Xds —fdxf Yds = ep (§. 319)
,

wo 2^ das Reciproke des Krümmungshalbmessers r bedeutet; die

Gleichung für die Spannung aber ist:

dx/ Xds -h dijf Yds = — Tds (§. 318, e) .
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Man setze

(1) dx = $ds , dy = i]ds , dj) = Qds .

wo daher

i'^ _|_ y^i ^ \ und ^d^ + ridi] = ,

so werden die beiden Gleichungen, nachdem man zuvor die erstere

differentiirt hat:

tj f Xds — ^f Yds = £Q ,

^fXds + /// Yds = —T.

[fXds^—n^Eqr]
Hieraus folgt:

XjYds =—Tri~EQ^
;

und wenn man diese zwei Gleichungen abermals differentiirt, sie dann

resp. mit ^ und *^ multiplicirt und hierauf addirt:

Xdx + Ydy = — dT -\- eq {^dij — r^d'^) .

Es ist aber, wenn ip, wie im Vorigen, den Winkel der Tangente

der Curve mit der Axe der rc bezeichnet:

(3) dx = cos ip.ds , dy = sin ip.ds
,

folglich

(3) ^ = cos ifj ,
t] = sin ip ,

und daher

ferner ist

^dr] — Yjd^ = dip
;

Hiermit wird:

Xdx + Ydy = — dT— epdp .

Ist demnach Xdx -\- Ydy das vollständige Differential
einer Function 1^ von x und y, V dieselbe Function der Co-

ordinaten des Punctes [x'
,

y') der Fadencurve, T' die Spannung und
p' das Reciproke des Krümmungshalbmessers daselbst, so kommt,
wenn man letztere Gleichung vom Puncte [x' , y') bis zum Puncte

{x, y) der Curve integrirt:

I. V— V + T—T' +^ e{p^ —p'*-) = .

Mcm kann folglich^ icenn man die Function V für irgend zwei

Puncte der Fadeticurve die Coordinaten und die Krümmungshalbmesser

und in dem einen Puncte die Spannung kennt ^ die Spannung in de7n

anderen ohne Weiteres herechnen.

Dies ist der erste der hier zu beweisenden Sätze. Um den

zweiten zu entwickeln, welcher dem Princip der kleinsten Wirkung
entspricht, denke man sich in der Ebene des Fadens von einem be-

31^
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liebio-en Puncte M^ der Ebene bis zu einem anderen beliebigen Puncte

J/, irgend eine Curve gezogen. Unter der abermaligen Voraussetzung,

dass Xdx + Ydy das Differential einer gegebenen Function V von

X und y ist, werde für jeden Punct (rr, y) dieser Curve mit Hülfe

ihres Krümmungshalbmessers \ :p in. [x, y) der Werth von T nach

der Gleichung I., in welcher man die auf den Punct [x'
,

y') dies

Fadens sich beziehenden Grössen V, T\ p als gegebene Constanten

ansehe, berechnet, und damit das Integral / Tf^5 von M^ bis M^

gebildet. Man lasse nun die Curve sich um ein unendlich Weniges

ändern und untersuche die Aenderung öfTds, welche dadurch

das Integral erfährt.

Nach I. ist

6T = — dV—epdp
= — Xöx — Ydy — epdp (vergl. §. 305)

und daher

8 {Tds) = öT.ds-{- T.öds
= — Xdsdx — Ydsdy — epdsöp

+ T^ddx+ Tr]döy (ebendaselbst) .

Hiervon das Integral von M^ bis M^ genommen, gibt, weil

/d{Tds) = öf Tds ist, die gesuchte Aenderung.

Nehmen wir jetzt an, die zu variirende Curve sei der im Gleich-

gewichte befindliche elastische Faden selbst, also 3I^ und 31^ zwei

Puncte desselben. Für den Faden haben Xds und Yds die aus

(2) durch Differentation sich ergebenden Werthe, und es wird damit

d{Tds) = d{T^ — sQt]) . dx 4- d{Tr^ + £?t) ö>

— tpdsöp + T^ddx + Tr]ddy

= d[T^öx) + d{Tt]öy) + eQ ,

wo

wo

.Q = — d{qri)öx -\- d{Q^)dy — pdsöp

= -d{Qridx)-\-d[q^dy)-\- ^ ,

'jp =: Qr^ddx — Q^ddy — pdsöp.

Nach den Formeln (3) ist aber

rjddx — §ödy = sin i// . (J(cos ip . ds) — cosip . ö (sin if) . ds)

= — ds . dip
;

folglich nach (1) und '4)

'¥== — dpöifj + difjdp = — dipöip) + ö{pdip)

= — d{pö\p) — ö{p"ds) .
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Hiermit wird, wenn man

T^— eQr^= F und Tri + «^ ^- = G
setzt :

d{Tds) = d{Fdx) + d{Gdy) — ed{pÖip) — sd{p-ds)
;

und wenn man vom Puncte M,i bis zum Puncte M^ der Fadencurve

integrirt und den Werth von

Föx -\- Gdy — epöxp

in My gleich A^ und in üi^ gleich A^ setzt

:

df{Tds + ep^ds) = A^ — A^ .

Werde nun angenommen, dass bei der Variation des Stückes

Jf, 31^ der Fadencurve die Puncte M^ und M^ ihre Oerter unver-

ändert behalten, und dass daher öx und öy für jeden der beiden

Puncte Null sind. Werde ferner gesetzt, dass die variirte Curve mit

der ursprünglichen in M^ und M^ einerlei Tangenten habe, so ist

auch dip, als die Variation des Winkels der Tangente mit der Axe

der X, an beiden Orten Null. Hiermit werden die Grössen A^ und

A^, welche von den Werthen der Variationen dx, dy und öUi in

M^ und M^ abhängen, gleichfalls Null, und die zuletzt erhaltene

Gleichung reducirt sich auf

H. Öf[Tds + ^i-ds) = ,

d. h.

Sind Kräfte {X, Y) an einem elastisch hiegsamen Faden im Gleich-

geioichte^ und ist Xdx -f- Ydy das vollständige Differential einer

Fmiction V von x und y^ so ist es unter allen Curven, ivelcJie von

einem beliebigen Puncte M, des Fadens bis zu einem beliebigen anderen

J/, desselben gezogen werden und in ili, und M^ den Faden zugleich

herühren, die zimschen M^ und M<^ enthaltene Fadencurve selbst, für
welche das von 31^ bis Jfj atisgedeh7ife Integral

/(rds + e^)

seinen grössten oder kleinsten Werth hat. Dabei ist T mit Hülfe der

Gleichung

V— F' + r— r -Hi^l^— -^) = o

zu berechnen, wo V, T' und r' die irgend einem Puncte der Faden-

curve zugehörigen Werthe der Function V. der Spamiung und des

Krümmungshalbmessers bedeuten.

§. 329. Zusätze, a) Sind X und Y Null, wirken also auf

den Faden keine Kräfte, sondern sind bloss das erste und letzte
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Element in gegebenen Lagen befestigt, so ist V constaut, also

F= F' und

T-r + \E{p'-2n = i)
,

d. h.

Bei der elastischen Linie (§. 320) ist der Unterschied der Span-

nungen in irgend zwei Puncten dem Utiterschiede der Quadrate

der jReciproken der Krümmungshalbmesser in den beiden Puncten pro-

portional.

b) Substituirt man den aus letzterer Gleichung sich ergebenden

Werth von T in dem Integrale, welches ein Maximum oder Mimi-

mum ist, so Avird dasselbe

= f[T' + \e{p^ + /'-)] ds=C.l + \e fp^ds ,

wo C gleich der constanten Grösse T' -{- \ ep'^, und / gleich der

Länge der von il/, bis 31^ gezogenen Curve. Wird folglich noch die

Bedingung hinzugefügt, dass l constant, dass also alle von iJ/, bis

M^ gezogenen Curven von gleicher Länge sein sollen, so wirdy/j-^/s

selbst ein Minimum, — nicht ein Maximum, weil hier das Integral

mit der Länge der Curve offenbar über jede Grenze hinaus wachsen

kann. — Wir gelangen hiermit zu dem merkwürdigen schon von

Daniel Bernoulli* entdeckten Satze:

Unter allen Linien vo?i gleicher Lange, icelche von einem gegebenen

Puncte zu einem anderen gegebenen gezogen loerden und in diesen

Puncten von Geraden, die ihrer Lage 7iach gegeben sind, berührt wer-

den, ist es die elastische Linie, für welche das von dem einen zum
anderen Puncte ausgedehnte Integral des durch das f^uadrat des Krüm-
mungshalbmessers dividirten Linienelements seinen kleinsten Werth hat.

r) In den bisherigen Untersuchungen über den elastisch bieg-

samen Faden ist in Uebereinstimmung mit Allen, welche über diesen

Gegenstand geschrieben haben, das Moment der Elasticität u an jeder

Stelle des Fadens der Krümmung daselbst proportional gesetzt worden,

indem dieses nicht allein die einfachste, sondern auch eine mit der

Erfahrung gut harmonirende Hypothese ist (§. 319). Ohne die Er-

fahrung näher zu befragen, kann man bloss behaupten, dass das

Moment u eine Function der Krümmung ist, und zwar eine solche,

die mit der Krümmung zugleich wächst und abnimmt und durch

*) Siehe den Eingang zu der bereits in §. 323 angeführten Euler' sehen

Abhandlung de eurvis elasticis. Euler berichtet daselbst, wie Bernoulli ihm mit-

getheilt habe, dass er die gesammte in einem elastischen Bleche lamina' ent-

haltene Kraft in dem einfachen Ausdrucke / (fZs : r-) zusammenfassen könne, und
dass dieser Ausdruck, welchen er die vis potentialis des Bleches nennt, für die

elastische Linie ein Minimum sein müsse.



§. 329. Achtes Kapitel. Vom Gleichgewichte an elastischen Fäden. 487

Null in das Entgegengesetzte übergeht. Denn unter der Annahme,

dass alle Elemente des Fadens von gleicher Länge sind, kann das

Moment u des von den Richtungen zweier nächstfolgenden Elemente

gebildeten Winkels dxp von diesem Winkel allein abhängig sein, und
da ti eine endliche Grösse, ds aber constant gesetzt worden ist, so

-muss u eine Function von d\l^ : du, d. i. von der Krümmung, sein.

Dass aber u mit der Krümmung zugleich ab- und zunehmen muss

u. s. w., folgt aus der Natur der Sache selbst.

Ich mache diese Bemerkung hier um deswillen, weil, ^^^e ich

noch hinzufügen will, die in §. 32S angestellte Rechnung auch unter

der Voraussetzung, dass das Moment « überhaupt eine Function der

Krümmung , also von ;• oder von p (= 1 : r) ist
,
geführt werden

kann.

In der That stelle P irgend eine gegebene Function von p vor,

und sei dem gemäss die allgemeinere Gleichung für das Gleichge-

mcht am elastischen Faden:

fdyfXds —fdxf Yds = P .

Alsdann werden, wenn man dP ^= Udp setzt, die Gleichungen (2):

fXds = -Ti-^nQr;
,

/Yds =-Tr,-nQ^ .

Verbindet man diese Gleichungen auf die oben angezeigte Weise

und setzt f Ilpdp = Q, und den Werth, welchen Q für x = x' und

y = y' erlangt, gleich Q\ so erhält man statt der Gleichung I. :

F— F' + r— y + Q — Q' =
,

und man kann daher auch jetzt noch die Spannung T schon durch

die Function V und durch den Krümmungshalbmesser, von welchem

Q eine gegebene Function ist, bestimmen.

Eine weitere analoge Durchführung der Rechnung gibt mit der

Bemerkung, dass 6Q = TIpöp und ÖP= Tldp ist:

'^ = — dP.öip-{- dP.dib = — d Pdip] + d Pdxp)

= — d Pdii>) — d{Ppds) ,

und man gelangt damit zu dem Integrale

f[Tds-\-Ppds) .,

welches unter den nämlichen Voraussetzungen, welche in §. 32S ge-

macht Avurden, ein Maximum oder Minimum sein muss.
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Gleicligewicht an einem elastisch drehbaren Faden.

§. 330. Eine krumme Linie im Räume können wir ihrer

Grösse und Form nach als gegeben ansehen, wenn die Längen ihrer

Elemente, die Winkel je zweier nächstfolgenden Elemente und die

Winkel, welche die Ebenen von je zwei nächstfolgenden der ersteren

Winkel mit einander machen, gegeben sind. Von diesen drei, zur

Bestimmung einer Linie von doppelter Krümmung dienenden Arten

von Grössen setzten wir in diesem Kapitel zuerst alle drei veränder-

lich und liessen durch die Veränderung der Längen der Ele-

mente elastische Kräfte entstehen (§. 313—315). Wir setzten zweitens

die Längen der Elemente constant, und nur die beiden Arten von

Winkeln veränderlich, und liessen durch die Aenderung der

Winkel der ersten Art elastische Kräfte erzeugt werden (§. 316

bis §. 329).

Auf diesem Wege fortgehend, wollen wir nun drittens und

letztens die Längen der Elemente sowohl, als die Winkel der ersten Art,

constant und nur die der zweiten Art als veränderlich annehmen

und durch ihre Veränderung elastische Kräfte hervorgehen lassen.

So wie wir aber bei der zuletzt geführten Untersuchung der Ein-

fachheit willen die Winkel der ersten Art beim anfänglichen Zu-

stande der Linie sämmtlich Null setzten und damit die Linie eine

Gerade sein liessen, so wollen wir auch jetzt; so lange auf die Linie

noch keine Kräfte wirken, die Winkel der zweiten Art Null an-

nehmen und somit eine Curve von einfacher Krümmung voraus-

setzen.

Sind demnach L, M, N, irgend vier zunächst auf einander

folgende Puncte der Curve, also LM, MN, NO drei nächstfolgende

Elemente derselben und LMN, MN O zwei nächstfolgende Winkel

der ersten Art, so sollen die ursprünglich zusammenfallenden Ebenen

derselben, wenn sie, durch äussere Kräfte genöthigt, an ihrem ge-

meinschaftlichen Elemente 3IN einen Winkel (der zweiten Art) mit

einander machen, durch elastische Kräfte zur Wiedervereinigung

getrieben werden. Entfernt man die äusseren Kräfte und soll nichts-

destoweniger der Ebenenwinkel unverändert erhalten werden, so kann

dieses dadurch geschehen, dass man irgend zwei Puncte, etwa L
und 0, der einen und anderen Ebene, von denen keiner in dem ge-

meinschaftlichen Elemente MN liegt, durch eine steife gerade Linie
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LO von unveränderlicher Länge mit einander verbindet; denn hier-

durch werden die beiden Ebenen in eine unveränderliche Lage gegen

einander gebracht. Den elastischen Kräften halten daher die Pres-

sungen der Linie L das Gleichgewicht, und man kann sich folg-

lich die elastischen Kräfte als zwei einander gleiche, nach den Rich-

tungen LO und OL avif die Ebenen L3IN und MNO wirkende,

Kräfte vorstellen, und ebenso als zwei nach L' 0' und O' L' sre-

richtete Kräfte, wenn L' und 0' irgend zwei andere Puncte in den
Ebenen LMN und 31NO sind. Heissen nun /j und — p die beiden

ersteren und p' und — p die beiden letzteren Kräfte, so müssen
nach demselben Schlüsse, wie in §. 316, wenn das Element J/A" un-
beweglich angenommen wird, die Kräfte 2^ ^^^ p\ "^'elche nach den

Richtungen LO und L' 0' auf die um 31N drehbare Ebene L3IN
wirken, gleichwirkend sein; es müssen folglich die Momente von ^;

und 2^' i^ Bezug auf 31N als Axe einander gleich sein. Die ge-

meinschaftliche Grösse dieser Momente wollen wir das Moment der

Elasticität des Ebenenwinkels L3IN^3IN0 nennen und, wenn die

Länge der Axe gleich 1 ist, mit v bezeichnen. Kennt man dieses

Moment, so kann man für jede gegebene Richtung der Kraft p oder

p die Intensität der letzteren finden. Denn das Moment einer ihrer

Grösse und Richtung nach durch L ausgedrückten Kraft in Be-

zug auf die Linie J/iV, als Axe, ist gleich dem sechsfachen der Py-
ramide MNLO (§.59), gleich L3IN0 (§.63, i:, und daher nach

§.91 das Moment einer nach LO gerichteten Kraft ^j in Bezug auf

eine Axe, welche die Richtung 31N und eine Länge gleich 1 hat:

6 . L3IN0 r^^^ LO. 31

N

'- L0.3In P^ ^'^^^''^ i' = Q.L3IN0 "-

Ebenso, wie bei dem Linienwinkel in §. 316, ist demnach auch hier

mit dem Momente der Elasticität die Wirkung derselben vollkommen

bestimmt.

Was zuletzt noch die Grösse des Moments v anlangt, so ist

wohl auch hier die naturgemässeste Hypothese, dasselbe bei einem

gleichförmig elastischen Faden , sobald die Elemente desselben ein-

ander gleich angenommen werden, dem mehrgedachten Ebenen-

winkel proportional zu setzen, also überhaupt, — mag ds constant

angenommen werden, oder nicht —

» = *âs

zu setzen, wenn dyi den unendlich kleinen Ebenenwinkel und 3^ eine

von der Elasticität des Fadens abhängige Constante bezeichnet.
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Weil endlich

%LMNO = ILMN- ^^^ • sin LMN'^MNOMN

so kann nach derselben Hypothese das Moment v auch gleich

^. 6LMNO:^L3IN^

gesetzt Averden. Dabei ist ^9^ eine positive Grösse, weil das Moment
d- mit der Pyramide LMNO einerlei Zeichen hat.

§, 331. Dieses vorausgeschickt, gehen Avir jetzt zur EntAvicke-

lung der unser Problem in Rechnung setzenden Differential-

gleichungen über. Hierbei AA'ollen AA'ir, Avie bei der vorigen Un-
tersuchung,

.
die in §. 281 , (5» aufgestellten Gleichungen für das

GleichgcAvicht eines A^oUkommen biegsamen Fadens zu Grunde
legen. Diese vollkommene Biegsamkeit Avird gegeuAvärtig durch die

zAvei Bedingungen beschränkt, dass die in §. 330 sogenannten Winkel
der ersten Art unveränderlich und dass die der ZAveiten Art elastisch

sein sollen, und AAar haben deshalb zu den in jenen Gleichungen

bereits vorkommenden Kräften noch zAA'eierlei andere Kräfte hinzu-

zufügen. Damit aber diese neuen Kräfte, gleich den bereits vor-

kommenden, den Faden selbst afiiciren und somit auf eben die Art,

Avie jene, in Rechnung genommen AA^erden können, AA'ollen AA^ir die

UnveränderKchkeit der Winkel der ersten Art ims dadurch bcAverk-

stelligt denken , dass von je drei nächstfolgenden Puncten des Fa-

dens
,

Avie L, 31, N, der erste mit dem dritten durch eine gerade

Linie LN von unveränderlicher Länge verbunden ist. Die Elasti-

cität der Winkel der ZAveiten Art oder der EbeneuAvinkel Avollen

AA'ir, den vorangegangenen Erläuterungen gemäss, als darin bestehend

uns vorstellen, dass auf den ersten und vierten von je vier nächst-

folgenden Puncten, Avie L, 31, N, O, zAvei einander gleiche und direct

entgegengesetzte Kräfte AA'irken. Die Kräfte, Avelche gegenAvärtig

am Faden sich das GleichgeAvicht halten sollen, sind demnach:

1) Die äusseren Kräfte [Xds. Yds, Zds), AA'elche auf die ein-

zelnen Elemente L 31, 31N, NO , ... AA^rken , und Avohin auch die

endlichen Kräfte gehören , die am Anfang und Ende des Fadens

thätig sind;

2) die Pressungen, Avelche von den steifen Geraden LN, 310, ...

auf die sie begrenzenden Puncto des Fadens herA^orgebracht Averden;

3) die elastischen Kräfte, deren Richtungen in LO, ... f\\llen.
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Den allgemeinen Gleichungen in §. 281 zufolge ist nun zunächst

analytisch auszudrücken, class in Bezug auf jede der drei Axen,

welche durch irgend einen Punct {x, y, z) oder 31 des Fadens parallel

mit den Coordinatenaxen gelegt werden, das Moment aller jener vom
Anfangspuncte A bis zum Puncto M auf den Faden wirkenden Kräfte

Null ist. Auf solche Weise erhalten wir drei Gleichungen, oder

vielmehr nur zwei, da aus je zweien derselben, nachdem sie differen-

tiiit worden, die dritte folgt.

Von allen auf den Faden von A bis M wirkenden Pressungen

sind aber zwei und zwei einander gleich und direct entgegengesetzt,

die zwei ausgenommen, welche die Puncto L und 31 nach den

Richtungen LN und 31 treiben, indem die ihnen entgegengesetzten

auf die nicht mehr zum Theil AM des Fadens gehörigen Puncto N
und wirken; und Aveil die nach 310 gerichtete Pressung jeder

durch 31 gelegten Axe begegnet, so reducirt sich in Bezug auf eine

solche Axe das Moment aller jener Pressungen auf das Moment der

nach LN gerichteten Pressung allein. Wir wollen die Momente

dieser Pressung in Bezug auf die drei durch 31 mit den Axen der

X, y, z parallel gelegten Axen resp. gleich p, q, r setzen.

Ganz auf dieselbe Weise kommen, wenn K der dem L nächst-

voransehende Punct ist, die Momente aller elastischen Kräfte von

A bis 3f auf die Momente der zwei auf K und L nach KN und

L gerichteten Kräfte zurück. Heissen rücksichtlich jener drei

Axen die Momente der ersteren dieser zwei Kräfte ;/",, g,, h,, der

letzteren: f^ g, h. Alsdann sind, wenn wir noch die Momente der

äusseren Kräfte von A bis 31 rücksichtlich derselben drei Axen

kurz mit (X), (Y), [Z] bezeichnen, die vorhin gedachten drei Glei-

chungen :

(
[Z] + r 4- h, 4- Ä = .

und es ist nur noch übrig, aus diesen Gleichungen die die Werthe

von p^ q, r bestimmende Pressung zu eliminiren. Die zwei Glei-

chungen, welche dadurch hervorgehen, findet man am leichtesten,

w^enn man jene drei addirt , nachdem man sie das einemal mit

den Cosinus |,, }],, L, der AYinkel multiplicirt hat, welche das Ele-

ment L 31 mit den Coordinatenaxen macht , und das anderemal mit

den Cosinus ^, >;, L der Winkel des Elementes 31N mit denselben drei

Axen. Man erhält auf diese Weise:

f (X)^, -f- {Y)r, + [zyc, +M, + g,r, + h/:, = ,

^'^
\ (x)i -h ;y)/; + [zy: ^fi -f ^ »; h- ä c = o .
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Denn die Aggregate p^, + qi], -\- r'C, und /|, + ffrj, + h'C, sind nach

§. 90 die auf L3I, als Axe . bezogenen Momente der nach LN ge-

richteten Pressung und der elastischen nach L O gerichteten Kraft,

und jedes dieser beiden Momente ist Null, weil die Axe L3f den

Richtungen der Pressung und der elastischen Kraft, in L, begegnet,

und ebenso erhellt, dass auch i^| + 5^*? + ^'^ und /",^ + ^, »; + h,'C,

als die Momente der Pressung nach LÄ^ und der elastischen nach

KN gerichteten Kraft, in Bezug auf IdN, als Axe, Null sind.

Von den zwei Gleichungen {b) selbst drückt die erste aus, dass das

Moment aller auf den Faden von A bis L (oder 3f) wirkenden Kräfte

rücksichtlich des Elementes LM, als Axe, Null ist, und die zweite,

dass das Moment aller Kräfte von A bis 31 (oder N) rücksichtlich der

Axe 3IN Null ist. Beide Gleichungen drücken daher eines und

dasselbe, nur in Bezug auf zwei verschiedene Puncte der Curve,

aus, und da diese zwei Puncte einander unendlich nahe liegen, so

muss sich die eine dieser Gleichungen durch Differentiation der an-

deren ergeben. Durch die Elimination der Pressung aus (a) haben

wir daher, genau betrachtet, nur eine Gleichung erhalten; auch war

dieses leicht vorauszusehen, da von den drei Gleichungen («), nachdem
sie differentiirt worden, eine jede eine Folge der beiden anderen ist.

Es bleibt uns jetzt noch übrig, in einer der beiden Gleichungen

[b) , wozu Avir die zweite wählen, für die darin vorkommenden Mo-
mente ihre uns schon bekannten Werthe zu substituiren. Es ist

nämlich (vergl. §. 281, b)

(X) =fdzf Yds—fdyfZcls
,

[Y] =fdxfZds —fdzfXds
,

[Z) =fdyf Xds—fdxf Yds .

Ferner ist f^ + ^ *; + h L gleich dem Momente v der elastischen

nach L O gerichteten Kraft in Bezug auf eine nach 3fjV gerichtete

Axe, gleich

^ . 6 L3IN0 : AL3fN'' (§. 330).

Aus der analytischen Geometrie weiss man aber, dass

%L31N0 = [dyd'^z — dzd'^y) d^ x + [dzd^x — dxd'^z) d^y
-\- [dxd'^y — dyd'^x) d^z *)

und

4L3IN' = A{J; + Jl + J;)^ (§. 324)

= [dyd^z — dzd^yf + [dzd'-x — dxd^z^ + [dxd-y — dyd^xf .

Endlich ist § = dx : ds, ... und es wird daher, wenn man noch der

*) Auch kann dieser Ausdruck leicht aus dem in §. G4 durch die Coordi-

naten ihrer Ecken ausgedrückten "Werthe einer Pyramide hergeleitet werden.
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Einfachheit willen dx constant annimmt, die gesuchte Gleichung für

das Gleichgewicht:

dx {fdzf Yds —fdijfZds)^ dy ifdxf Zds — f dzf Xds)

+ dz {fdyf Xds —/dxf Yds)

_ ^^,
dxjd^'zd'ij-d^'yd'z)

{dz d-^y -\- dy d^z]"- + dx"" [d'^tf + d'^z^)

Mit dieser Gleichung ist aber noch die Bedingung zu verbinden,

dass die Curve von doppelter Krümmung, zu welcher die ebene

Curve gedreht worden, in jedem ihrer Puncte denselben Krümmungs-
halbmesser r hat, als die ebene Curve in dem entsprechenden Puncte

;

d. h. man hat zu der letzteren Gleichung noch die zwischen r und
s bei der ebenen Curve stattfindende Gleichung, als eine auch bei

der doppelt gekrümmten geltende, hinzuzufügen. Zu dem Ende be-

stimme man, wenn y=f[x) die Gleichung der ebenen Curve ist,

aus dieser Gleichung das Verhältniss ds : dx und r, als Functionen

von X. Hiermit findet sich auch das Verhältniss —-=—-:—- als
d s dx dx

Function von x. Man eliminire hierauf x aus den Werthen von r

und dr : ds^ so erhält man die gesuchte Gleichung zwischen r und
dr.ds, in welcher nur noch für ds, r und dr ihre allgemeinen

Werthe, durch die ersten, zweiten und dritten Differentiale von

x^ y, z ausgedrückt, zu substituiren sind.

Ist z. B. die gegebene Curve ein Kreis, dessen Halbmesser

gleich a, so hat man die Bedingungsgleichung

_ ds^

" ~~
-]/[dzd''y— dyd'-zf-\- [dxd^z— dzd^xY H- [dyd^x — dxd^- yf

Durch diese zweite Gleichung, in Verbindung mit der vorhin

entwickelten Momentengleichung, ist aber, sobald noch X, Y, Z ge-

gebene Functionen von x. y, z sind, die Beschaffenheit der Curve

bestimmt.

§. 332. Zusätze, a) Die Herleitung der zwei endlichen

Gleichungen zwischen x, y, z aus den zwei Differentialgleichungen

des §.331 erfordert zwölf Integrationen und führt damit zwölf will-

kürliche Constanten herbei. Denn zuerst hat mau die drei In-

tegrale fXds, /Yds, f Zds mit drei willkürlichen Constanten.

Hierzu kommen durch Integration der drei Ausdrücke: dz f Yds
— dy J Zds, drei neue Constanten; und da von den Integralen dieser

Ausdrücke, nachdem sie resp. mit dx, dy, dz multiplicirt Avorden,
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die Summe einem Ausdrucke gleich zu setzen ist, welcher Differen-

tiale der ersten bis dritten Ordnung enthält, so kommen bei voll-

ständiger Integration dieser ersten Differentialgleichung noch drei

neue Constanten hinzu. Diese neun Constanten werden aber durch

Integration der zweiten Gleichung, welche von der dritten Ordnung

im Allgemeinen ist, (nur für den Kreis von der zweiten), noch um
drei vermehrt, so dass die Anzahl sämmtlicher Constanten auf zwölf

steigt.

Sind demnach eine ebene Curve, zwei Puncte A' und B' in

derselben und die Oerter A und B gegeben, welche diese Puncte im

Räume einnehmen, nachdem die Curve unter dem Einflüsse äusserer

Kräfte und ihrer eigenen mit der zweiten Krümmung verbundenen

Elasticität eine zweite Krümmung erhalten hat, sind ferner in diesen

zwei Oertern noch die Tangenten und die Krümmungsebenen der

doppelt gekrümmten Curve gegeben, so ist damit letztere Curve

selbst vollkommen bestimmt. — Denn eben so gross, als die Zahl

(zwölf) der willkürlichen Constanten, ist auch die Zahl der Glei-

chungen, Avelche zwischen den Constanten in den ZM^ei Gleichungen

der Curve erfüllt sein müssen, wenn diese die eben aufgestellten

Bedingungen erfüllen soll.

In der That gibt die Bedingung, dass die Curve durch den

Punct A gehen soll, zwei Gleichungen, die bestimmte Richtung

ihrer Tangente in A führt zu einer dritten und vierten Gleichung

(§. 325, a), die bestimmte Lage der diese Tangente enthaltenden

Krümmungsebene zu einer fünften Gleichung, und die Bedingung,

dass der Punct A der doppelt gekrümmten Curve ursprünglich der

Punct A' der ebenen Curve gewesen, dass also erstere Curve in A
und letztere in A' einander gleiche Krümmungshalbmesser haben,

leitet zu einer sechsten Gleichung. Auf gleiche Art ergeben sich

auch für den Punct B und für die Tangente, die Krümmungsebene

und den Krümmungshalbmesser daselbst sechs Gleichungen. Man
hat daher in Allem zwölf Gleichungen zwischen den zwölf Constanten

und kann damit letztere vollkommen bestimmen.

Statt der einen der zwei Gleichungen für die Krümmungshalb-

messer in A und B kann auch die Gleichung gesetzt werden, welche

ausdrückt, dass die Länge der doppelt gekrümmten Curve von A
bis B eben so gross, als die der ursprünglichen, einfach gekrümmten

von A' bis B' ist.

In dem besonderen Falle, wenn die ursprüngliche Curve ein

Kreis ist, hat man von diesen zwei Gleichungen für den einen

Krümmungshalbmesser und die Länge von A bis B nur die letztere

beizubehalten, da der alsdann constante Krümmungshalbmesser in
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der ZAveiten Differentialgleichung selbst mit vorkommt. Die Anzahl

der Bedingungsgleichiingen reducirt sich daher in diesem Falle auf

elf. Von der anderen Seite ist dann, wie gehörig, auch die Zahl der

durch Integration entstehenden Constanten um eins geringer, als im

allgemeinen Falle, da beim Kreise die zweite Differentialgleichung

sich nur bis zur zweiten Ordnung erhebt.

h) Wird die Curve in einem Puncto M unterbrochen, und soll

nichtsdestoweniger das Gleichgewicht fortdauern, so genügt es hier

nicht, wie in §. 318, c und §. 325, h, bloss das letzte Element LM
fest zu machen, sondern es müssen, um die zwei durch die Unter-

brechung in il/ verloren gehenden, nach /fJV und LO gerichteten,

elastischen Kräfte zu ersetzen, die zwei letzten Elemente KL und

LM, oder, was dasselbe ist, die letzte Tangente und die letzte Krüm-
mungsebene, unbeweglich gemacht werden.

§. 333. Ziehen wir zum Schlüsse noch den einfachsten Fall in

Betracht, wenn X, Y, Z Null sind, und daher nur durch Kräfte,

w^elche am Anfang und Ende des Fadens angebracht sind, die

zweite Krümmung desselben erzeugt wird. Die Kräfte am Anfange,

d. h. die endlichen Kräfte, welche auf Puncto wirken, die mit den

beiden ersten Elementen in unveränderlicher Verbindung stehen,

seien, wie in §. 326, auf eine einfache Kraft A und ein Paar redu-

cirt, dessen Moment gleich w?, und dessen Ebene auf A normal

stehe; auch werde, wie dort, die Richtung von A zur Axe der x

genommen. Die Momente dieser Kräfte in Bezug auf drei Axen,

die man durch den Punct {x, y, z) parallel mit den Axen der

X. y, z gelegt hat, sind alsdann:

(X) = m
,

[Y] = — Az
,

[Z] = Ay
,

und die erste Differentialgleichung der Curve wird damit:

mdx -\- A[ydz — ^dy) = — vds = — ^dx ..

Wir erselien hieraus unter anderen, dass, wenn auf den Anfang

des Fadens bloss ehi Kräftepaar wirkt , die zweite Krümmung
,
gleich

dy/. ds, in jedem Puncte proportional mit dx : ds, d. i. mit dem Co-

sinus des Winkels ist, den die Tangente der Curve mit der Axe der

x macht, also mit dem Sinus des Winkels, den die Taiigente mit der

Lhene des Paares macht, dass folglich an den Stellen der Curve, ico

ihre Tangente mit der Ebene des Paares parallel läuft , die ziveite

Krümmung verschtcindet , und an den Stellen am grössten ist , wo die

Tangente auf der Ebene des Paares normal steht.
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Zusatz. Ist die Gestalt des Fadens, auf welchen nur am An-

fang und Ende Kräfte wirken, ursprünglich kreisförmig, so

kann seine nachherige Gestalt auch die einer cylindrischen

Spirale sein, deren Axe, Avenn die Kräfte am Anfange, wie vorhin,

auf eine einfache Kraft A und ein auf der Richtung von A nor-

males Paar reducirt worden, mit der Richtung von A zusammen-

fällt. Denn erstens hat diese Spirale ebenso, wie ein Kreis, einen

Constanten Krümmungshalbmesser, der hier dem des ursprünglichen

Kreises gleich sein muss; und zweitens wird auch der Momenten-

gleichung durch die Gleichungen einer cylindrischen Spirale, deren

Axe die Axe der x ist, Genüge geleistet. Diese Gleichungen sind

nämlich (§. 327), wenn a den Halbmesser des Cylinders der Spirale

und h die Weite ihrer Gänge bedeutet, und Avenn man der Kürze

willen Itv : b = h setzt

:

y ^^ a cos Jix
,

z = a sin h x .

Die Differentiation dieser Gleichungen gibt unter der Annahme,

dass dx constant ist:

dy ^ — Jizdx , dz = -{- liydx
,

f/-y r= — Tt'-ydx^
,

d'z = — h^zdx'-
,

folfflich

d'^y = + li^zdx"^ , d'^z = — h^ydx^

ds^ = {i -\- h-a-) dx*
,

und Avenn man

ydz — zdy = t
,

dyd^z — dzd-y == t'
,

(r-y d^z — d^z d^y = t" und d^y' -f- d-z^ = u

setzt

:

t = ha-dx
,

t' =^ h-^ a- dx^
,

t" = h^a'dx^ , ti = h'^a^dx^ .

Die Momentengleichung aber, Avelche sich mit den jetzt ange-

nommenen Zeichen also schreiben lässt:

7 4 n 7
fdx

mdx + At = - ^ds ^, ^ ^^^, ,

Avird dadurch

m 4- Aha- = = = j— ,^
y 1 + h^a^ l

A\'o / die Länge eines Ganges der Spirale ausdrückt (§. 327). Diese

Gleichung enthält nun bloss Constanten und gibt eben damit zu

erkennen , dass unter den vorausgesetzten Umständen der Faden

die Spiialform annehmen kann. Hiernach sind Avir berechtigt zu

schliessen

:
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Wird, icie dies immer möglich ist, ein elastisch drehbarer und
urspri'mglich kreisförmiger Faden in die Gestalt einer cylindrischen

Spirale gebracht, und icerden die zicei ersten, so tvie die zicei letzten

Elemente des Fadens in der dadurch erhaltenen Lage unhetoeglich

gemacht, so icird der dazwischen begriffene Faden von selbst in der

Spiralform verharren.

Noch kann man bemerken, class der Krümmungshalbmesser der

Spirale, also auch der Halbmesser des ursprünglichen Kreises,

ds^ 1 + h- a-

\ t'- + udx^ h-a

ist.

Mob ins Werke III. 32





Beweis eines neuen, von Herrn Chasles

in der Statik entdeckten Satzes, nebst einigen

Zusätzen.

[Crelle's Journal, 1829, Band 4, p. 179—184.]

32^





§. 1. Wie auch die Kräfte, toelche auf ein freies und seiner

Form nach unvieränderliches System wirken, auf zwei Kräfte reducirt

loerden mögen, so ist das Tetraeder, welches zu gegenüherliege7iden

Kanten die Geraden hat, ivodurch die ztvei resultirenden Kräfte ihrer

Stärke und Richtung nach vorgestellt loerden, immer von demselben

Inhalte.

Diesen merkwürdigen Satz der Statik habe ich bei de Ferussac,

Bulletin des sciences mathematiques etc., September 1828, p. 187, in

der Anzeige von Gergonne, Annales mathematiques pures et appli-

quees, Tome XVIII, p. 372, aufgeführt gefunden mit der Bemer-

kung, dass Herr Gergonne, dem dieses Theorem von Herrn Chasles

ohne Beweis mitgetheilt worden sei, es daselbst bewiesen habe.

Ohne diesen BcAveis zu kennen, indem jenes Heft der Ger-

gonne'sehen Annalen mir noch nicht zu Gesicht gekommen ist, habe

ich selbst einen solchen aufzufinden gesucht, den ich, da er durch

eine neue dabei angewendete Ansicht der statischen Momente und
durch die damit bewirkte Kürze einige Aufmerksamkeit verdienen

dürfte, hier mittheilen will.

§. 2. Wie bekannt, erhält man das Moment einer Kraft in

Bezug auf eine gewisse Axe, wenn man die

Kraft auf eine die Axe rechtwinklig schnei-

dende Ebene projicirt, und diese Projection

mit ihrem Abstände von der Axe multi-

plicirt. Werde daher durch die Gerade PQ
(vergl. Fig. 1) eine Kraft, ihrer Stärke und
Richtung nach, vorgestellt. Durch einen be-

liebigen Punct A der Axe AB lege man eine

Ebene rechtwinklig auf die Axe , und seien

P' und Q die Fusspuncte der auf diese Ebene
von P und Q gefällten Perpendikel, so ist das ^'^" ^'

Moment der Kraft P dem doppelten Inhalte des Dreiecks AP'Q' gleich.
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Es ist aber, avo auch der Punct B in der Axe angenommen werden

mag, das Product AP'Q! . AB gleich dem dreifachen Inhalte des

Tetraeders ABP'Q', und ABP'Q! = ABP'Q, Aveil beide Tetraeder

eine gemeinschaftliche Basis ABP' haben und ihre Spitzen Q', Q
in einer Parallele mit dieser Basis liegen. Ebenso ist ferner

ABP'Q = ABPQ, weil die Linie durch die Spitzen P'P dieser

zwei Tetraeder parallel mit ihrer gemeinschaftlichen Grundfläche

ABQ läuft.

Man hat daher AP' Q'
. AB = Z . ABQP , und folglich das

Moment der Kraft PQ in Bezug auf die Axe AB dargestellt durch:

ABPQ
'2. AP'Q' = G AB

und ebenso das Moment einer anderen Kraft MS, in Bezug auf die-

selbe Axe dargestellt durch

^ABRS

Da es aber bei den Momenten nicht sowohl auf ihre absolute Grösse,

als vielmehr auf ihr gegenseitiges Verhältniss ankommt, so kann man
die Momente von PQ, PS in Bezug auf AB geradezu den Tetra-

edern ABPQ, ABPS gleich setzen. Auf eben die Art werden die

Momente derselben Kräfte in Bezug auf irgend eine andere Axe
CD durch die Tetraeder CDPQ, CDRS ausgedrückt werden können,

wobei man noch den Abschnitt CZ> in der anderen Axe dem Ab-

schnitte AB in der ersten gleich anzunehmen hat, wenn man die

letzten Momente nicht bloss unter sich, sondern auch mit den ersten

vergleichen will.

So tele also hei einem Systeme ton Kräften in einer Ebene die

Momente derselben in Bezug auf einen gewissen Punct der Ebene durch

die Dreiecke dargestellt toerdeti, ivelche diesen Punct zur gemeinsclmft-

lichen Spitze und die Kräfte selbst zu Grundlinien haben, so lassen sich

hei einem Systeme von Kräften im Baume die Momente derselben in

Bezug auf eine gewisse Axe durch die Tetraeder ausdrücken^ welche

einen beliebigen, aber von unveränderlicher hänge zu nehmenden Ab-
schnitt dieser Axe zur gemeinschaftlichen Kante, die Kräfte selbst aber

zu gegenüberliegenden Katiten haben.

§. 3. Wenn daher bei einem Systeme von Kräften, PQ, PS,
TU, ... , die auf einen freien, festen Körper wirken , Gleichgewicht

stattfindet, so muss immer, wie auch die zwei Puncte A und B ge-

nommen werden, die algebraische Summe der Tetraeder

ABPQ + ABPS-^ ABTU+ .... =
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sein, weil unter der Voraussetzung des Gleichgewiclites die Summe
der Momente für jede Axe gleich Null sein muss.

Was die Vorzeichen anlangt, mit denen diese Tetraeder zu

nehmen sind, so kann man sich jedes derselben, wie ABPQ oder

ABRS erzeugt denken, indem ein Dreieck, dessen Grundlinie AB,
und dessen Spitze veränderlich ist, um AB, als Axe, so gedreht wird,

dass seine Spitze, von P nach Q gehend, die Gerade PQ. oder, von

R nach /S" gehend, die Gerade RS beschreibt. Hiernach sind je

ZAvei Tetraeder, wie ABPQ und ABRS, mit einerlei oder entgegen-

gesetzten Zeichen zu nehmen, jenachdem die Drehungen, durch

welche sie auf die besagte Weise erzeugt Averden, einerlei oder ent-

gegengesetzte Richtung haben.

Sind ferner die Kräfte PQ, RS, ... gleichAvirkend mit den

Kräften P' Q'
, R'S', .... so ist für jede beliebige Lage der Axe die

Summe der Momente der ersteren Kräfte gleich der Summe der

Momente der letzteren , und man hat folglich für jede Lage der

Puncte A und B die Gleichung:

ABPQ + ABRS+ ... = ABP'Q' -{- ABR'S' -f- ....
,

wo rücksichtlich der Vorzeichen dasselbe wie vorhin zu bemerken ist.

Die Untersuchungen, welche ich mit Hilfe dieser neuen Ansicht

der Momente, als Tetraeder, schon seit längerer Zeit angestellt habe,

und die damit gewonnenen, zum Theil neuen Resultate werde ich

bei einer anderen Gelegenheit mittheilen*), und jetzt nur noch die

AnAvendung dieser Ansicht auf das Theorem des Herrn Chasles

zeigen, das, wie man schon im Voraus wahrnimmt, sich hiermit sehr

einfach darthun lässt.

§. 4. Ein System von Kräften, Avelche auf einen freien, festen

Körper Avirken, sei das eine Mal auf die zAA-ei Kräfte PQ und RS,
das andere Mal auf die zAAei Kräfte P' Q' und R' S' reducirt Avorden,

so ist zu beweisen, dass die zwei Tetraeder PQRS und P' Q' R'
S'

gleichen Inhalt haben.

Weil die ersteren ZAA^ei Kräfte mit den zAvei letzteren gleich-

Avirkend sind, so hat man für jede Lage und Grösse der Axe AB
die Gleichung:

ABPQ -\- ABRS= ABP'Q' -\- ABR'S' .

Man lasse nun die AAillkürlichen zAvei Puncte A und B resp.

*) Man vergl. das Lehrbuch der Statik, Theil I, Kap. V 'p. 81 fi". des vor-

liesrenden Bandes\
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mit P und Q zusammenfallen, so wird das Tetraeder ABPQ gleich

Null und man erhält

(1) PQES = PQP'Q' + PQR'S' .

Ehenso ergibt sich, wenn man AB nach und nach mit i^*S', P' Q'

.

R' S' coincidiren lässt:

(2) RSPQ = PSP'Q' -\- RSR'S'
,

(3) P'Q'PQ + P' Q'RS = PQ'R'S'
,

(4) R'S'PQ + R'S'R S = R'S'P'Q' .

Man überzeugt sich aber leicht, dass den zwei nur durch die Folge

der Buchstaben verschiedenen Ausdrücken PQRS und RSPQ des-

selben Tetraeders einerlei Vorzeichen zukommen. Wird nämlich

das eine Mal PQ zur Axe genommen, die man sich in verticaler

Lao-e denke, P oben, Q unten, — und geschieht alsdann die Drehung

des, das Tetraeder PQRS erzeugenden Dreiecks, indem es sich aus

der Lage PQR in die Lage PQS begibt, von der Rechten nach

der Linken, so wird auch, ^\ie die Anschauung lehrt, wenn zufolge

des Ausdruckes RSPQ, RS zur Axe, R oben, *S' unten genommen

wird, das nunmehr erzeugende und um RS sich drehende Dreieck,

um mit seiner Spitze von P nach Q zu kommen, sich gleichfalls

von der Rechten nach der Linken drehen müssen. — Dasselbe gilt

auch von den übrigen in den Gleichungen (1) bis (4: vorkommenden

Paaren von Ausdrücken, in denen die zwei ersten und die zwei

letzten Buchstaben miteinander vertauscht sind. (Vergl. Baryc. Cal-

cul, §. 20, «.)*)

Addirt man daher jene vier Gleichungen, und lässt die zu bei-

den Seiten des Gleichheitszeichens einander gleichen Glieder weg,

so kommt:
2. PQRS = 2.P'Q'R'S'

und somit

PQRS= PQ'R'S'
,

wie zu erweisen war.

§. 5. Z usätz e. Weil PQ und RS mit P' Q' und R' S' gleich-

wirkend sind, so halten die vier Kräfte PQ, RS, Q'P', S' R' ein-

ander das Gleichgewicht. Dieses vorausgesetzt, ist also

PQRS= P'Q'R'S' = Q'P'S'R'
,

"') Vergl. p. 42 des I. Bandes der vorliegenden Ausgabe.
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auch dem Zeichen nach . wie sich auf eine der vorigen ganz ähn-

liche Weise zeigen lässt. Hiernach kann der Satz des Herrn Chasles

auch so ausgedrückt werden:

Hat man vier Kräfte, die mit einander i?}i Gleichgedeicht sind,

so ist das aus irgend zweien derselben gebildete Tetraeder dem Tetra-

eder aus den beiden anderen gleich.

Um die vorige Rechnung bequemer und damit noch auf meh-
rere Kräfte leicht ausdehnbar zu machen, will ich die Kräfte, oder

vielmehr die Linien, wodurch sie vorgestellt werden, mit ^j, q, r, ...,

die Axe AB, worauf ihre Momente bezogen werden, mit a, und die

Tetraeder, welche a und p, a und q, p und q, u. s. w. zu gegenüber-

stehenden Seiten haben, mit ap . aq, pq u. ^. w. bezeichnen. Als-

dann ist beim Gleichgewicht zmschen den vier Kräften ^j, q, r, s

:

ap -f- aq -[- ar -|- ß 5 = ,

und, wenn man a nach und nach mit p, q, r, s zusammenfallen

lässt

:

(1) pq + pr -f^J5 = ,

(2) pq -f- qr -\- qs^O ,

(3) pr -{- qr + rs = ,

(4) ps-\-qs-\-rs = 0,
weil die Tetraeder pp, qq, rr, ss gleich Null sind. Die halbe

Summe dieser vier Gleichungen gibt:

(I) p q + pr + ps -\- qr -Ar qs + TS = {) ,

d. h. : Sind vier Kräfte im Gleichgetcicht, so ist die Summe der sechs

Tetraeder, loelche durch paariceise Verbindung der Kräfte hervorgehen,

gleich Null.

Zieht man von (I die Gleichung (4) ab, so kommt

:

(H) pq^ pr -\- qr =
;

d.h.: Haben drei Kräfte [p, q, r) eine einzige Residtante (

—

s), so

ist die Summe der drei Tetraeder, icelche durch paariceise Verbindung

der drei Kräfte erhalten werden, gleich Null.

Wird endlich von (H die Gleichung (3) abgezogen, so kommt:

(in pq — rs = ,

welches der Satz des Herrn Chasles, auf die kurz vorhin gedachte

Weise ausgedrückt, ist.

Auf ähnliche Art wollen wir jetzt ein System von fünf Kräften

p. q, r, s, t, die im Gleichgewicht mit einander stehen, behandeln.

— Aus der Gleichung

ap -\- aq -\- ar -\- as -j- «i* =
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folgt clurcli successives Zusammenfallen der Axe a mit
i), q^ r^ s, t:

(1) pq ^ 2^r -\- i)s + 2)t = {)
,

(2) pq + qr + qs + qt = ,

(3) pr + qr -\- rs + rt =0
,

(4) ps-\-qs-\-rs-\-st =
,

(5) pt + qt +rt -\- sf =^
;

(lie halbe Summe dieser fünf Gleichungen ist:

(I) p q -{- pr -\- ps -\- p t -\- qr -\- qs + qt -\- rs -\- rt -{- st =^ .

Hiervon die Gleichung (5; abgezogen, kommt:

(II) pq-\-pr-\-ps-\-qr-\-qs-\-rs=^i)
,

und, wenn man davon noch die Gleichung ;4] abzieht:

(III) pq -\- pr -\- qr = st .

Man erkennt hieraus zur Genüge , Avelches die Formeln bei

einer noch grösseren Anzahl von Kräften sein werden, und kann

damit ohne weitere Rechnung folgendes allgemeine Theorem auf-

stellen :

Hat man eine beliebige Anzahl n von KrUften, loelche auf einen

freien, festen Körper loirken und sind diese Kräfte im Gleichgeicicht

[wie die fünf Kräfte in p, q, r, s, t in I) , oder lassen sie sich auf
eine einzige Kraft reduciren [loie die vier Kräfte p^ q^ r, 5 in II auf
die Kraft — t\ , so ist die algebraische Suimne der \ n [n — 1) Te-

traeder, loelche hervorgehen^ indem man die Kräfte durch Linien aus-

drückt^ und Je zwei derselben zu gegenüberliegenden Seiten eines Te-

traeders nimmt, gleich Nidl. Im allgemeinen Falle aber, ico die

n Kräfte sieh nicht auf eine, jedoch immer auf zicei Kräfte zurück-

führen lassen [wie die drei Kräfte p, q, r in HE, deren Resultanten

— s u?id — t sitid) ist jene Summe von Tetraedern dem aus den zicei

resultirenden Kräften gebildeten Tetraeder selbst gleich.

Letzteres ist daher von constanter Grösse, wie auch die n Kräfte

auf zwei reducirt werden mögen, Avelches wiederum der Chasles'sche

Satz ist.



Entwickelung der Bedingungen des

Gleichgewiclites zwischen Kräften, die auf

einen freien, festen Körper wirken.

[Crelle's Journal, 1831. Band 7, p. 205—216.]





§. 1. Im zweiten Hefte des IV. Bandes dieses Journals*) habe

ich eine neue Art angegeben, das Moment einer Kraft in Bezug auf

eine gewisse Axe auszudrücken, durch die dreiseitige Pyramide näm-

lich, von welcher die Axe und die ihrer Richtung und Intensität

nach durch eine Linie vorgestellte Kraft zwei gegenüberliegende

Seiten sind. Ist daher ein System von Kräften , welche auf einen

freien festen Körper ^\arken, im Gleichgewicht, so ist die algebraische

Summe der Pyramiden , Avelche eine gemeinschaftliche Kante und

die Kräfte der Reihe nach zu gegenüberliegenden Kanten haben,

immer gleich Null, welches auch die Lage und Grösse der gemein-

schaftlichen Kante oder Axe sein mag; und vimgekehrt: findet sich

diese Summe für jede Axe gleich Null, so herrscht Gleichgewicht.

Diesen Satz, aus welchem sich, wie leicht zu erachten, als aus einer

gemeinschaftlichen Quelle alle übrigen hierher gehörigen Gesetze

des Gleichgewichtes ergeben müssen, habe ich in vorliegenden Blät-

tern aus den ersten Principien der Statik zu entwickeln gesucht.

Das Mittel, dessen ich mich dazu bedient habe, sind die von Poinsot

schon seit längerer Zeit in die Elemente der Statik mit grossem

Vortheil eingeführten Couples, oder Systeme von je zwei einander

gleichen, nach parallelen aber entgegengesetzten Richtungen Avirken-

den Kräften, Kräftepaare in dem Folgenden genannt.

Poinsot gründet in seinen Elementen der Statik seine schöne,

die zusammengesetzteren Untersuchungen dieser Wissenschaft über-

aus vereinfachende Theorie der Kräftepaare auf die derselben vor-

ausgeschickte Lehre der Zusammensetzung von parallelen Kräften

und von Kräften, die auf einen Punct wirken. Es scheint mir aber

noch vortheilhafter zu sein, wenn man die Elemente der Statik nach

Auseinandersetzung der Fundamentalbegriffe von Kraft, Gleichgewicht,

gleichwirkenden Kräften, u. s. w. mit der Theorie der Kräftepaare

*) Beweis eines neuen, von Herrn Chasles in der Statik entdeckten Satzes,

nebst einigen Zusätzen, §. 2 (p. 501 des vorliegenden Bandes).



510 Gleichgewichtsbedingungen zwischen Kräften, §2.

sogleich beginnen lässt; und ich hoffe diese Behauptung durch die

einfache Weise, mit welcher sich die Paare gleich beim Eingang in

die Statik wie von selbst, darbieten, und durch die Kürze, mit

welcher ich hier die vorzüglichsten Eigenschaften der Paare bewiesen,

und damit zu dem vorhin angeführten allgemeinen Satze des Gleich-

gewichtes gelangt bin, genugsam gerechtfertigt zu haben. Mit Hülfe

dieses Satzes und mittelst des bekannten analytischen Ausdrucks für

den Inhalt einer Pyramide habe ich hierauf die sechs bekannten

allgemeinen Bedingungsgleichungen, als den endlichen Zweck dieser

kleinen Abhandlung, hergeleitet.

Ich bemerke nur noch, dass, um möglichst kurz zu sein, mehrere

Eigenschaften der Paare, die, obschon an sich keineswegs umvichtig,

doch zu dem genannten Endzweck nicht weiter förderlich waren,

weggelassen worden sind. Auch erwähne ich noch für Diejenigen,

Avelche Poinsot's Elemente der Statik nicht näher kennen, dass die

Betrachtung im letzten Abschnitte, aus welcher hervorgeht, dass ein

System von Kräften im Räume im Allgemeinen auf eine einfache

Kraft und ein Paar zurückgeführt werden kann, nicht mir. sondern

Poinsot zugehört.

Begriff der Kräftepaare und Haupteigenscliaften derselben.

§. 2. Auf den Punct A (vergl. Fig. 1) Avirken zwei einander

gleiche Kräfte P, Q nach den Richtungen ^5, ^Z); die Resultante

dieser Kräfte, welche mit ihnen in einer Ebene

liegt, und den Winkel BAD halbirt, habe die

Richtung A C. Da nun die Intensität der

Resultante nur von den Intensitäten der Kräfte

selbst und von dem Winkel, den sie mit ein-

ander bilden, abhängig sein kann, so wird,

wenn man in einem beliebigen anderen Puncte

C der nach AC gerichteten Resultante von

P, Q zwei andere diesen Kräften gleiche und

mit ihnen parallele, nach CE^ CF gerichtete

Kräfte P, S anbringt, die Resultante der

letzteren mit der Resultante der ersteren

einerlei Richtung und Intensität haben, und es werden folglich

die Kräfte P, S mit den Kräften P, Q gleichwirkend sein. Man
verlängere noch die Richtungen CP, CF rückwärts bis zum Zusam-

Fig. 1.
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mentrefFen mit AD, AB, so ist, weil AC die Winkel BAD, BCD
halbirt, das dadurch entstehende Parallelogramm ein Rhombus, und
"svir haben somit folgenden Satz:

Sind A, B, C, D die vier auf einander folgenden Spitzen eines

Bliombus, so sind von vier einander gleichen Kräften P, Q, H, S,

welche resp. die Richtungen A}B , AD, DC, BC haben, P und Q
gleichwirkend mit R und S.

Dieser höchst einfache, aus den allerersten Principien der Statik

hervorgehende Satz Avird uns nun, etwas anders nur dargestellt, zur

Basis aller folgenden Untersuchungen dienen. Sind nämlich P, Q
gleichwirkend mit R, S, so sind es auch P und — R mit — Q und

S\ d. h. von vier einander gleichen, und, wenn AB CD wieder

einen Rhombus vorstellt, nach AB, CD, DA, BC gerichteten Kräften,

haben die zwei ersten mit den zwei letzteren einerlei Wirkung.

Um diesen Satz bequemer ausdrücken und somit besser benutzen

zu können, Avollen wir zwei sich gleiche Kräfte, die, wie P und — R,

nach zwei einander parallelen aber entgegengesetzten Richtungen

AB und CD Avirken, ein Kräftepaar, oder schlechthin ein Paar
nennen; der gegenseitige Abstand ihrer parallelen Richtungen heisse

die Breite des Paares; und Avenn wir uns für einen Augenbhck
vorstellen, dass die Ebene, in welcher die zwei Kräfte wirken, in

irgend einem zwischen ihnen liegenden Puncto befestigt sei, so heisse

der Sinn, nach welchem die eine, wie die andere Kraft, die Ebene
um diesen Punct drehen würde, der Sinn des Paares. So hat in

unserer Figur jedes der beiden Paare P, — R, und — Q, S einen

Sinn von der Rechten nach der Linken; sie sind also beide von

einerlei, nicht von entgegengesetztem Sinne.

Da nun zwei Paare, in einer Ebene, die einander gleiche Breiten

haben , mit den Richtungen ihrer vier Kräfte offenbar immer einen

Rhombus bilden, den einzigen Fall ausgenommen, wo die Kräfte des

einen Paares mit denen des anderen parallel sind, so können "svir

mit einstweiliger Beseitigung dieses Falles den obigen Satz kurz so

ausdrücken

:

Zwei Paare in einer Ebene , die einander gleiche Kräfte und

Breiten und einerlei Sinn haben, sind gleichwirkend

;

oder noch kürzer:

Ebenso , tvie die Wirkung einer einfachen Kraft unverändert

bleibt, welcher Punct ihrer Richtung auch zum Angriffspuncte genom-

men loird, so kann auch ein Kräftepaar i7i seiner Ebe?ie, wohin man
will, verlegt werden.

Was noch den dabei beseitigten Fall anlangt, wo die Kräfte der

zwei einander gleichen Paare einander parallele Richtung haben, so
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denke man sich noch ein drittes Paar hinzu, das mit jenen zweien

in einer Ebene liegt, jedem derselben gleich ist, mit ihnen einerlei

Sinn hat, und dessen Kräfte die Kräfte der ersteren unter einem

beliebigen Winkel schneiden. Vermöge des eben Erwiesenen ist nun

dieses Paar mit jedem der beiden ersten gleich-svirkend, mithin sind

auch die beiden ersteren selbst von gleicher "Wirkung, und unser

Satz gilt daher ohne alle Beschränkung.

Zusammeusetzung yoii Kräftepaareii in einer Ebene.

§. 3. Indem Avir jede Kraft ihrer Intensität und Richtung

nach durch die Länge und Richtung einer geraden Linie Yorstellen.

seien AB, A' B' und CD, CD' (vergl. Fig. 2) zwei Paare in einer

Ebene von einander gleichen Breiten und einerlei Sinne. Man mache

in den Verlängerungen von AB und A' B' über B und B' hinaus.

BE= B' E' = CD^ C D' , so ist nach dem Vorigen das Paar

CD, CD' gleichwirkend mit dem Paare BE, B'E', und folglich

B'

„ ^T

s'

Fig. 2. Fig. 3.

die zwei Paare AB, A' B' und CD, CD' gleichwirkend mit AB,
BE, A'B', B'E', d. i. mit dem Paare AE, A' E', welches denselben

Sinn und dieselbe Breite, wie jedes der zwei ersteren hat, dessen

Kräfte aber die Summen der Kräfte der ersteren sind.

Seien ZAveitens AB, A'B' und CD, CD' (vergl. Fig. 3) zwei

Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn vmd einander gleiche Kräfte

haben. Man ziehe auf der Seite von A' B', auf welcher AB nicht
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liegt, mit A' B' eine ihr gleiche Parallele EF, welche eben so weit

von A'B', als D' C von CD, entfernt liegt. Alsdann ist das Paar

CD, CD' gleichwirkend mit dem Paare B' A' , EF, und folglich

die beiden Paare AB, A'B' und CD, CD' gleichA\-irkend mit AB,
AB', B'A', EF, d. i. mit dem Paare AB, EF, welches denselben

Sinn und dieselben Kräfte, wie die zwei ersteren, aber eine Breite

hat, die der Summe der Breiten der ersteren gleich ist.

Man sieht nun leicht, wie das von der Zusammensetzung zweier

Paare Gesagte auf die Zusammensetzung jeder grösseren Anzahl

ausgedehnt werden kann, so dass immer ein System von Paaren,

die in einer Ebene liegen, von einerlei Sinn sind, und entweder ins-

gesammt einerlei Breite, oder sämmtlich dieselben Kräfte haben,

gleich^virkend mit einem einzigen in derselben Ebene liegenden und

nach demselben Sinne gerichteten Paare ist, welches im ersteren

Falle mit den zusammenzusetzenden Paaren einerlei Breite hat, und

dessen Kräfte den Summen der Kräfte dieser Paare gleich sind, im

letzteren Falle aber mit den Paaren des Systems einerlei Kräfte und

eine Breite hat, die der Summe der Breiten aller dieser Paare

gleich ist.

Hat man demnach ein System von m einander gleichen Paaren,

die einerlei Sinn haben, von deren Kräften jede gleich P, die Breite

eines jeden aber gleich p ist, so ist dieses System gleichwirkend

mit einem Paare, von dessen Kräften jede gleich mP, und dessen

Breite gleich p ist, so vde auch gleichwirkend mit einem Paare,

dessen Kräfte einzeln gleich P, und dessen Breite gleich mp.

Umgekehrt wird sich daher ein Paar, dessen Kräfte gleich mP,

und dessen Breite gleich np ist, in m andere Paare zerlegen lassen,

von deren jedem die Kräfte gleich P, die Breite gleich 7ip: und

jedes dieser m Paare wird in n andere zerlegbar sein, von deren

jedem die Kräfte gleich P, die Breite gleich p. Das Paar mit den

Kräften mP und der Breite 7ip ist folglich gleichwirkend mit m . n

Paaren, deren jedes die Kräfte P und die Breite p hat, folglich auch

gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte gleich nP sind, und

dessen Breite gleich mp ist; d. h.

Wenn von zicei Paaren, die in einerlei Ehene liegen und einerlei

Sinn haben ^ die Kräfte sich umgekehrt wie die Breiten verhalten, so

sind die Paare gleichu-irke?id.

Allerdings ist dieser Satz durch das Vorhergehende nur für

commensurable Verhältnisse der Kräfte und Breiten bewiesen. Um
ihn, will man streng sein, auch für incommensurable Verhältnisse

darzuthun, bedarf man noch einiger anderer, nicht schwer zu er-

weisender Sätze, dass nämlich mit zwei Kräften, welche ein Paar

Möbius Werke III. 33
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ausmachen, eine dritte Kraft nicht gleichwirkend sein kann , dass

aber, Avenn die dritte in der Ebene des Paares liegt, es immer mög-

lich ist, eine vierte Kraft in dieser Ebene hinzuzufügen, welche mit

der dritten ein zweites, dem ersteren gleichwirkendes Paar bildet;

und dass von zwei gleichmrkenden Paaren demjenigen, welches die

grösseren Kräfte hat, die kleinere Breite zukommt. Doch will ich

dieses nicht weiter ausführen und nur noch bemerken, dass der

auch späterhin noch anzuwendende Satz , mit einem Paare könne

eine dritte einfache Kraft nicht von gleicher "Wirkung sein
,

ganz

leicht daraus erhellt, dass sich immer wenigstens noch eine vierte

Kraft angeben lässt, welche von der dritten der E-ichtung nach ver-

schieden, doch einerlei Lage mit der dritten gegen das Paar hat;

dass folglich, wenn diese vierte Kraft die Intensität der dritten er-

hielte, sie gleichfalls mit dem Paare, also auch mit der dritten Kraft

selbst, von gleicher Wirkung sein müsste, was aber bei Kräften,

deren Richtungen nicht identisch sind, nicht möglich ist.

Mittelst derselben Principien lässt sich auch der umgekehrte

Satz des vorigen darthun : Wenn zwei Paare in einer Ebetie gleich-

wirketid sind, so stehen ihre Kräfte in dem umgekehrten Verhältnisse

ihrer Breiten.

§. 4. Es gibt noch eine andere, sehr anschauliche Art, diese

Sätze auszudrücken. Bezeichnen nämlich, wie im Vorigen, die

Linien A J5, A B' die zwei Kräfte eines Paares, so sind A, B, A', B'

die vier auf einander folgenden Spitzen eines Parallelogramms, wo-

von, wenn eine der beiden Kräfte zur Grundlinie genommen wird,

die Breite des Paares die Höhe ist. Vermöge der bekannten Eigen-

schaften des Parallelogramms können wir daher auch sagen:

Ztvei Paare AB, A' B' und CD, CD', die in einer Ebene liegen,

und einerlei Sinn haben, sind gleichicirhend, icenn die Parallelogramme

AB AI B' und CD OD' von gleichen Inhalte sind; und umgekehrt:

sind ztvei Kräftepaare in einer Ebene gleichidrkend, so haben die

durch sie gebildeten Parallelogramme gleichen Inhalt.

Hiernach ist es immer ganz leicht, zwei, und also auch mehrere,

in einer Ebene liegende Paare zu einem Paare zusammenzusetzen.

Denn, vorausgesetzt, dass die zwei zu verbindenden Paare AB, AB'
und CD, CD' (vergl. Fig. \) einerlei Sinn haben, construire man in

der Ebene derselben ein Parallelogramm EFE'F', welches der

Summe der Parallelogramme AA' und CC gleich ist, und es Mird

das Paar EF, E'F', von dem ich annehme, dass es mit ersteren

einerlei Sinn hat, mit ihnen auch gleiche "Wirkung haben. Denn
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theilt man das Parallelogramm EE' durcli eine mit EF gezogene

Parallele GH in zwei Parallelogramme EH und G E' , so dass

EH= AA', und folgHch GE' = CC, so sind die Paare AB, A'B'

und CD, CD' resp. gleichwirkend

mit den Paaren EF, HG und GH,
E'F', d. i. mit dem Paare EF,
E'F'.

Jedes andere Paar, dessen Pa-

rallelogramme nicht gleich EE',
also auch nicht gleich AA' -{- CC,
kann nicht mit dem Paare EF.
E'F', also auch nicht mit den

Paaren AB, A'B' und CD, CD'
gleiche Wirkung haben, woraus Avir

umgekehrt schliessen : Haben ztcei Paare m einer Ebene einerlei Sinn,

so ist das Parallelogramm eines dritten mit ihnen gleiclncirTienden Paares

der Summe ihrer Parallelogra7nme gleich.

Sind die zwei zu verbindenden Paare von einander entgegen-

gesetztem Sinne, so sieht man ohne Schwierigkeit, dass statt der

Summe die Differenz ihrer Parallelogramme zu nehmen ist, und dass

das resultirende Paar mit demjenigen der beiden ersten einerlei Sinn

hat, dessen Parallelogramm dass grössere ist.

Fig. 4.

Zusammensetzimg Yon Paaren, die in verschiedenen

Ebenen liegen.

§.5. Seien NB. ND (vergl. Fig. 5)

die Ebenen zweier zusammenzusetzenden

Paare j) und p' . N und A seien zwei be-

liebige Puncto in der Durchschnittslinie bei-

der Ebenen, und XC, NE zwei in letzteren

nach beliebigen Kichtungen durch N ge-

zogene grade Linien, deren Längen man so

bestimme, dass die Parallelogramme ANCB
und ANED resp. den Parallelogrammen

von 2^ und P gleich werden, und man da-

her die Paare NC, BA und NE, DA den

zusammenzusetzenden Paaren /? und p substituiren kann.

Sei nun von NC, NE die Resultante gleich NG und von B A,

33*
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DA die Resultante gleich FA, so sind, weil BA gleich und parallel

mit NC ist, u. s. w., NG, FA zwei in den parallelen Ebenen CNE,
BAD liegende, einander gleiche, parallele und nach entgegengesetzten

Richtungen wirkende Kräfte. Sie bilden mithin ein Paar, welches

r heisse, das resultirende aus den gegebenen Paaren, und wir

schliessen daher: Zwei Paare ^ die hi zwei sich schneidenden Ebenen

liegen, lassen sich zu einem Paare zusammensetzen, dessen Ebene durch

die DurchSchnittslinie der ersteren Ebenen geht.

Man nehme noch in der Ebene CNE willkürHch einen Punct

M und ziehe durch ihn JfiT, MI, 3IK resp. gleich und parallel

mit NC, NE, NG, so ist, weil NG die Resultante von NC und

NE war, K3I die Resultante von HM und IM; folglich sind die

Paare NC, HM und NE, IM gleichwirkend mit dem Paare NG,
KM; und da diese drei Paare in einer Ebene liegen, so sind die

Parallelogramme

( 1

)

MNCH+ MNEI= MNGK
,

also auch ihre Hälften, oder die Dreiecke

(2) MNC + MNE = MNG ,

folglich auch die Pyramiden, welche diese in einer Ebene liegenden

Dreiecke zu Grundflächen, und den Punct A zur gemeinschaftlichen

Spitze haben

:

(3) MNCA + MNEA = MNGA .

Diese drei Pyramiden lassen sich aber auch als solche betrachten,

deren gemeinschaftliche Spitze M ist, und deren Grundflächen die

Dreiecke NCA, NEA, NGA sind, oder mit anderen Worten: als

drei Pyramiden, welche den Punct M zur gemeinschaftlichen Spitze

haben, und deren Grundflächen in den Ebenen der Paare p, p' , r

liegen und den halben Parallelogrammen der letzteren gleich sind.

Der Punct M ist aber ein willkürlicher Punct im Räume überhaupt,

Aveil er in der behebig zu legenden Ebene CNE nach Willkür ge-

nommen werden konnte.

Bezeichnen wir daher eine Pyramide, deren Spitze M, und deren

Grundfläche ihrer Lage und Grösse nach das Parallelogramm eines

Paares p ist, der Kürze willen durch 3Ip, so haben vdx

:

(4) Mp + Mp' = Mr .

wo auch 31 liegen mag, wenn nur die Zeichen gehörig berücksichtigt

werden. Denn da in der Gleichung (1) je zwei Parallelogramme

nur dann einerlei Zeichen bekommen, wenn die Paare, zu denen sie

gehören, von einerlei Sinn sind, und da offenbar, nachdem je zwei

dieser Paare, wie NC, H3I und NE, IM einerlei oder entgegen-
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gesetzten Sinn haben, die Paare iVC, BA und iVjE, DA, von M slus

gesehen, mit einerlei oder entgegengesetztem Sinne erscheinen, so

werden sich auch die Vorzeichen der Pyramiden in (3) und (4) nach

dem Sinne richten, mit welchem die Paare p, p', r, von M aus be-

trachtet, sich zeigen.

Sei y irgend ein anderes Paar, dessen Ebene gleichfalls durch

den Punct N gehe ; das resultirende Paar von r und p", dessen Ebene
durch den Durchschnitt der Ebenen von r und p" und daher eben-

falls durch N geht, heisse r', so ist r' auch das resultirende Paar

von p, p', p", und man hat

Mr + 3Ip" = Mr'
,

folglich in Verbindung mit voriger Gleichung

Mp + Mp' + Mp" = Mr'
,

und so fort bei noch mehreren durch denselben Punct N gelegten

Paaren, wenn auch hier je zwei Pyramiden mit einerlei oder ent-

gegengesetzten Zeichen genommen werden, jenachdem die Paare, zu

denen sie gehören, von M aus gesehen, einerlei oder entgegengesetzten

Sinn haben.

Haben die Paare, p, p', p" kein resultirendes Paar, sondern

halten sie einander das Gleichgewicht, so ist die Summe

3Ip + Mp' -h Mp" + =0 .

Denn alsdann ist jedes der Paare, wie p, sobald man es nach einem,

dem anfänglichen entgegengesetzten Sinne wirken lässt, das resul-

tirende von den jedesmal übrigen, und daher

Mp' -h Mp" -1- = — Mp
;

folglich u. s. w.

Hat man also em System von Paa^^en, die mit einander im Gleich-

gevnchte sind, und deren Ebenen sich in einem und demselben Puncte

N schneiden , so ist die algebraische Summe der Pyramiden , welche

einen beliebigen anderen Punct zur gemeinschaftlichen Spitze, und die

Parallelogramme der Paare zu Grundflächen haben, immer gleich Null.
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Vom Gleicligewiclite zwischen Kräften, die nacli

beliebigen Eichtungen wirken.

§. (5. Seien die Kräfte, Avie bisher, durch gerade Linien vor-

o-estellt: AB, OD; EF ...; das von ihnen gebildete System heisse «S'.

Durch einen willkürlichen Punct ^V lege man A'B\ CD', E'F' ...

resp. den AB, CD. EF ... parallel und gleich, aber von ent-

gegengesetzter Richtung. Alsdann ist das System ^S' gleichwirkend

mit dem System der Paare AB, A' B' \ CD, CD'; ..., deren

Ebenen insgesammt durch den Punct N gehen, in Verbindung mit

dem System der einfachen, sich in N schneidenden Ki-äfte B'A',

D'C, F'E', .... Man bezeichne letzteres System mit V, und das

System der Paare mit W.
Nun ist V entweder im Gleichgewicht oder hat eine einfache

Kraft zur Resultante; ebenso ist TV entweder im Gleichgewicht oder

reducirt sich auf ein Paar. Folglich ist das System *S', welches mit

V und TV in Verbindung gleiche "Wirkung hat, entweder im Gleich-

o-PAvicht, oder lässt sich auf eine einfache Kraft oder auf ein Paar,

oder auf eine einfache Kraft und ein Paar zusammen zurückführen.

Da nun, wie bereits oben gezeigt worden, eine einfache Kraft mit

einem Paare nicht gleichAvirkend sein kann, folglich zAvischen der

einen und dem anderen kein GleichgcAvicht möglich ist, so muss,

AA^enn S im GleichgeAAicht sein soll, jedes der beiden Systeme F und

TV für sich im GleichgeAvicht sein. Ist aber TV im GleichgeAvicht,

so ist nach dem Vorigen die Summe der Pyramiden

MNAB + MNCD + . . . = .

Avo auch M liegen mag. Denn NAB, NCD sind offenbar die

halben ParaUelogramme der Paare AB. A'B'\ CD. CD': .... aus

denen TV zusammengesetzt ist.

Es ist aber N eben sowohl, als 31, ein von dem System unab-

hängiger Punct, und Avir schliessen daher:

TVenn zwischen mehreren auf einen freien Körper icirhenden

Kräften Gleichgeicicht herrscht, so ist die algebraische Stimme der

Pyramiden, welche eine Gerade MN von heliehiger Lage und Länge

zur gemeinschaftlichen Kante, und die Kräfte, durch gerade Linien

vorgestellt, zu gegenüherstehenden Kanten haben, immer gleich Kuli.

Die Vorzeichen der Pyramiden können hier entAAeder ebenso,

Avie im Vorigen, bestimmt Averden, oder auch für gegenwärtigen ZAveck
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noch passender also, dass man je zwei Pyramiden mit einerlei oder

entgegengesetzten Zeichen nimmt, jenachdem die ihnen zugehörigen

Kräfte den Körper um die Gerade J/iV, falls er an dieser befestigt

wäre, nach einerlei oder entgegengesetzten Seiten drehen würden.

Ist ein System von Kräften nicht im Gleichgewicht, sondern

gleichwirkend mit einem zweiten System, folglich im Gleichgewicht

mit den nach entgegengesetzter Richtung genommenen Kräften des

zAveiten Systems, so ist für eine und dieselbe Axe MN die Summe
der Pyramiden des einen Systems der Summe der Pyramiden des

anderen gleich. Ist daher ein System von Kräften nicht im Gleich-

gewicht, so ist auch die Summe der Pyramiden, welche 7t heisse,

nicht für jede Lage von MN gleich Null. Denn ein solches System

ist entweder gleichwirkend mit einer einzigen Kraft ^j, oder mit

einem Paare q, q , oder mit einem Paare q, q und einer einfachen

Kraft p, welche nicht in der Ebene des Paares liegt, indem sonst

p, q,
q' auf eine einzige Kraft reducirbar wären. Es ist demnach

entweder

7t = mp
,

oder

7t = mq -f- mql ,

oder

Tt = mp -\- mq -}- mq'
,

wo fn für MN gesetzt worden, und avo mp die Pyramide bezeichnet,

welche m und p zu gegenüberliegenden Seiten hat. Hieraus sieht

man nun leicht, dass der Axe m. immer und auf unendlich viele

Arten eine solche Lage gegeben werden kann, wobei .v nicht gleich

Null ist. Legt man im dritten Falle z. B. m in die Ebene des

Paares q, q', jedoch so, dass m nicht auch mit p in einer Ebene ist,

so werden mq und mq' gleich Null, und tt reducirt sich auf mp,

welches nicht gleich Null ist.

Jenachdem also in einem System von Kräften Gleichgewicht

herrscht, oder nicht, ist die Summe der Pyramiden für alle, oder

nicht für alle, Lagen der Axe m gleich Null. Wir schliessen folg-

lich umgekehrt:

Ist die algebraische Summe der Pyramiden, ivelche eine gemein-

schaftliche Kante und die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten haben,

für jede beliebige Lage der gemeinschaftlichen Kante oder Axe gleich

Nidl^ so halten sich die Kräfte das Gleichgewicht.

§. 7. Wir wollen jetzt diese Bedingung des Gleichgewichtes

analytisch auszudrücken suchen und zu dem Ende das System der
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Kräfte AB, CD ... auf ein System paralleler Coordinaten be-

ziehen. — Seien bei der Kraft AB die Coordinaten des Punctes A
X, y, z] die Coordinaten von B x -\- X, y -\- Y, z -{- Z; also x, y, z

die Coordinaten eines beliebigen Punctes in der Richtung der Kraft,

und X, y, Z die Projectionen von AB auf die Axen der x, y, z,

oder vielmehr drei Kräfte, die sich ihrer Intensität nach ebenso zu

der durch AB vorgestellten Kraft verhalten, wie die Projectionen

von AB zu AB selbst. Seien ferner f. g, h die Coordinaten von

M, und f -\- F^ g -\- G, h -\- H die Coordinaten von N\ endlich be-

zeichne man durch r den sechsten Theil des Products aus dem Sinus

des Winkels, den die Axe der y mit der Axe der x macht, in den

Sinus des Winkels der Axe der z mit der Ebene der x, y: so ist der

Inhalt der Pyramide MNAB:

MNAB = r [{gH—h G) X + [hF—fH] Y+ {fG — g F) Z
-\- F{yZ— zY) + G{zX — xZ) + H{xY—yX)] .

Wird daher, Avie die Kraft AB durch x, y, z, X, Y, Z, so die fol-

gende Kraft OD durch x', y\ z\ X', Y' , Z' , u. s. w. bestimmt, so

ist mit Anwendung des Summationszeichens .2' die Summe der Py-
ramiden MNAB, MNCD, ...

MNAB -{- MNCD -h ... =r [{gH—h G)2X-\- [hF—fH) 2Y
-^{fG— gF)2Z-\-F.:E[yZ— zY)+ G.2{zX— xZ)

+ H.:^{xY-yX)] .

Sollen nun die Kräfte einander das Gleichgewicht halten, so

muss die Summe für jede beliebige Lage von MN, mithin für alle

beliebigen Werthe der sechs Grössen f,g,h,F, G , H gleich Null

sein. Dieses ist aber nicht anders möglich, als wenn

(I) :^x = o, ^r=o, 2Z = o,
:2{yZ— zY)= , 1{zX— xZ) = , 2{xY—yX) = .

Und da umgekehrt, wenn diese sechs Gleichungen erfüllt werden,

die Summe der Pyramiden für alle möglichen Werthe von /", g, h . F,

G, H, also für jede Lage von MN gleich Null ist, und mithin

Gleichgewicht herrscht, so folgt:

Die Gleichungen (I] sind die notliwendigen und hinreichenden Be-
dingungen des Gleichgewichtes.

§. 8. Zusätze. ]) Sind sämmtliche Kräfte auf einen Punct
gerichtet, und nimmt man diesen zum Anfangspuncte der Coordi-
naten, so kann man x, y, z, x', y', z' .... insgesammt gleich Null
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setzen. Hiermit werden von den sechs Gleichungen die drei letzten

identisch, und es bleiben bloss die drei ersten

2X = , 2Y=0 , 2Z=(),
als Bedingungen des Gleichgewichtes übrig.

Angenommen, dass ein solches System nur aus vier Kräften

P, Q, R, S bestehe, von denen P, Q, R resp. nach den Axen der

X. y, z wirken, S aber eine beliebige andere Richtung und X, Y, Z
zu Projectionen habe, so Averden die Bedingungen, unter denen

P, Q, R, S im Gleichgewicht sind:

P+X = 0, 0+1^=0, P+Z=0;
oder

P = — X, Q = — Y, R = — Z .

Die Kraft aS" ist folglich im Gleichgewicht mit — X, — Y, — Z,

und daher gleichwirkend mit ihren Projectionen auf die drei Co-

ordinatenaxen , wenn diese Projectionen parallel mit den Axen in

irgend einem Puncte der Richtung der Kraft angebracht werden —

,

der bekannte Satz vom Parallelepipedum der Kräfte.

Dass man durch die Annahme von Z = auf gleiche "Weise

zu dem Parallelogramm der Kräfte geführt wird, bedarf keiner

Erinnerung.

2) Ohne erst die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichtes

entwickelt zu haben, kann man das Parallelogramm der Kräfte aus

der Theorie der Paare auch unmittelbar ableiten. — Seien EF^ EG
(vergl. Fig. 4 auf pag. 515) zwei auf einen Punct E wirkende Kräfte.

Man vollende das Parallelogramm GEFH , so sind die Paare EF^
HG und FH, GE gleichwirkend, indem sie beide einerlei Sinn

haben und demselben Parallelogramm angehören. Mithin sind auch

die Kräfte EF^ EG gleichwirkend mit FH, GH, und es haben

daher erstere zwei in E angebrachte Kräfte mit den zwei letzteren

auf H mrkenden einerlei Resultante, deren Richtung folglich EH
ist. Wie aber daraus, dass die Diagonale EH die Richtung der Re-

sultante angibt, sich weiter folgern lässt, dass sie auch die Grösse

der Resultante vorstellt, ist aus den Lehrbüchern der Statik be-

kannt genug.





Ueber den Mittelpiinct nicht paralleler

Kräfte.

[Crelle's Journal, 1837, Band 16, p. 1—10.]





§. 1. Herr Dr. Min ding hat in einer sehr scharfsinnigen Ab-
handhing, im vierten Hefte des 14. Bandes dieses Journals, die Lehre
vom Mittelpuncte paralleler Kräfte auf ein System nicht paralleler

Kräfte auszudehnen gesucht. Da ich gleichfalls — bei Gelegenheit

statischer Untersuchungen, mit denen ich mich seit längerer Zeit

beschäftige — diesen Gegenstand in Betracht gezogen habe, so

dürfte es dem Herrn Dr. Minding und den Lesern seines Aufsatzes

vielleicht nicht unangenehm sein, wenn ich ihnen die Ergebnisse

meiner Untersuchungen hier kürzlich vorlege. Eine ausführlichere

Darstellung verspare ich für eine Statik fester Körper, die ich mit

Nächstem herauszugeben beabsichtige.

Die Hauptaufgabe, um welche es sich hier handelt, lässt sich

folgendermaassen in Worte fassen:

Ein frei heiceglicher fester Körper ist der Wirkung vv7i Kr'dften

unterworfen. Die Veränderung dieser Wirkimg zu bestimmen , icenn

der Körper heliehig aus seiner Lage gerückt wird, und dabei Jede

Kraft mit unveränderlicher Intensität., und parallel mit ihrer anfäng-

lichen Richtung, auf ihren Angriffspunct zu loirken fortfährt.

Die auf den Körper wirkenden Kräfte können nun entweder

sich das GleichgeAvicht halten, oder auf eine, oder auf zwei Kräfte

reducirbar sein. Sie können ferner ihrer Lage nach entweder pa-

rallel, oder nicht parallel, und dann in einer Ebene oder im Räume
überhaupt enthalten sein. Die Fälle, welche sich hieraus zusammen-

setzen lassen, will ich jetzt einzeln durchgehen, und zuvor nur noch

erinnern, dass die überall vorauszusetzende Bedingung, dass jede

Kraft ihren AngrifFspunct und ihre Intensität behalte, und ihrer an-

fänglichen Richtung parallel bleibe, um der Kürze Avillen nicht

"wieder besouders erwähnt, sondern überall bei der Verrückung mit

hinzu gedacht Averden soll.
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§. 2. Betrachten wir nun zunächst ein System paralleler
Kräfte.

a) Haben die parallelen Kj.'äfte eine einzelne Kraft zur Resul-

tante, so ist diese ihnen parallel; sie selbst bleiben bei jeder Ver-
rückung des Körpers auf eine Resultante von der nämlichen Inten-

sität und Richtung reducirbar, und es lässt sich ein mit ihren

Angriffspuncten in fester Verbindung stehender Punct angeben, der

Mittelpunct der parallelen Kräfte, welchem die Resultante

stets begegnet. Die parallelen Kräfte sind daher bei allen Ver-

rückungen des Körpers gleichwirkend einer und derselben, mit

ihnen parallelen, an diesem Mittelpuncte anzubringenden Kraft.

h) Halten die parallelen Kräfte einander das Gleichgewicht, und
ist A der Mittelpunct eines Theiles derselben und H die Resultante

dieses Theiles, B der Mittelpunct und *S' die Resultante der übrigen,

so sind die Kräfte M und ^S* einander gleich und direct entojesren-

gesetzt, wirken also in der Geraden AB, die mit den Kräften des

Systems selbst parallel ist. Wird hierauf der Körper verrückt, so

bilden die Kräfte ü und *S' (= — JR.) ein sogenanntes Kräftepaar;

die Fälle ausgenommen, wenn erstens die nachherige Lage der an-

fänglichen parallel ist, oder z^^^eitens die Verrückung des Körpers in

einer Drehung um eine mit den Kräften parallele Axe besteht, oder

endlich drittens, wenn A und B coincidii-en , als in welchem Falle

der Angriffspunct jeder Kraft des Systems der Mittelpunct der jedes-

mal übrigen Kräfte ist.

Bei Verrückung eines Körpers, an welchem parallele Kräfte im

Gleichgewicht sind, geht demnach, mit Ausnahgie der eben ge-

dachten drei Fälle, das Gleichgewicht verloren, und die Kräfte wer-

den gleichwirkend mit einem Paare, dessen Kräfte mit den ersteren

parallele Richtung haben und auf zwei bestimmte Puncte des Kör-
pers wirken. — Auch kann man diesen Satz folgendergestalt aus-

drücken :

Sind cm einem Körper parallele Kräfte im Gleichgewicht^ so ka?m

man immer an zivei Pimcten des Körpers , die mit den Kräften in

einer Parallele liegen, zicei neue mit den Kräften ehe?falls parallele,

sich das Gleichgewicht haltende., und daher das torige Gleichgewicht

nicht störende Kräfte (— R an A und -j- R an B] hinzufügen ; wo-

durch es geschieht, dass ^ wie auch die Lage des Körpers geändert

werden mag. das Anfangs bestehende Gleichgewicht nicht unter-

hroche?i wird.

Uebrigens erhellt aus der Theorie der Kräftepaare, dass mau,
statt der an A und B anzubringenden Kräfte R auch in irgend

zwei anderen Puncten des Körpers, die in einer Parallele mit den

1
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ursprünglichen Kräften enthalten sind, zwei einander gleiche und

direct entgegengesetzte Kräfte 11' anbringen kann, Avenn nur

A' B' . R' = AB . R ist. und die Kräfte R' die Puncte A' und B'

einander zu nähern oder von einander zu entfernen streben, jenach-

dem das eine oder das andere bei den Kräften R in Bezug auf die

Puncte A und B der Fall ist.

c) Da die Kräfte, wenn sie Anfangs im Gleichgewichte sind,

sich nach der Verrückung des Körpers im Allgemeinen auf ein Paar

reduciren, so ist der dritte mögliche Fall, wenn die Kräfte schon

bei der anfänglichen Lage des Körpers einem Paare gleichwirkend

sind, von dem vorigen nicht wesentlich verschieden und bedarf da-

her keiner weiteren Erörterung.

§. 3. Betrachten wir ferner ein System von Kräften, die

in einer Ebene enthalten sind.

a) Bei jedem System von Kräften in einer Ebene lässt sich,

wenn sie eine Resultante haben, in der Richtung derselben ein

Mittelpunct, d. h. ein Punct des Körpers angeben, welchem die

Resultante bei jeder Verrückung des Körpers, wobei die Ebene sich

selbst parallel bleibt, also bei jeder parallelen Fortbewegung und bei

jeder Drehung um eine auf der Ebene normale Axe, immer begegnet.

Das System bleibt also nach jeder solcher Verrückung gleichwirkend

einer einzigen, an einem bestimmten Puncte des Körpers anzu-

bringenden Kraft.

Besteht das System nur aus zwei Kräften, so findet sich der

Mittelpunct, als der zweite Durchschnitt ihrer Resultante mit dem
durch die Angriffspuncte und den Durchschnitt der Richtungen der

beiden Kräfte zu beschreibenden Kreise. (Der erste Durchschnitt

der Resultante mit dem Kreise ist der Durchschnitt der Richtungen

selbst.)

Durch mederholte Anwendung dieser Regel lässt sich auch bei

einem System von mehr als zwei Kräften der Mittelpunct bestimmen.

Denn zuerst kann man statt irgend zweier Kräfte des Systems und

ihrer Angriffspuncte eine einzige Kraft und deren Angriffspunct

setzen, von denen erstere die Resultante und letzterer der Mittel-

punct jener beiden ist. Auf diese Art ist das System, wenn es An-

fangs aus n Kräften bestand , auf ii— 1 reducirt worden ; dieses

System von 7i — 1 Kräften kann man gleicherweise auf n — 2 re-

duciren, und so fort, bis man zuletzt auf die Resultante und den

Mittelpunct des ganzen Systems kommt. Da das System nur einen

einzigen Mittelpunct hat, so ist es gleichgültig, in welcher Ordnung
man die Kräfte nach und nach mit einander verbindet. Dies gibt
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ZU einigen eleganten geometrischen Sätzen Veranlassung, bei denen

ich mich aber hier nicht aufhalten will.

b) Aus dem jetzt betrachteten Falle , wenn die in einer Ebene

wirkenden Kräfte eine Resultante haben, lassen sich die Umstände

für den zweiten Fall, wenn sie einander das Gleichgewicht halten,

ganz ebenso herleiten, wie vorhin bei parallelen Kräften, und wir

gelangen damit zu folgendem Satze

:

Ein System von Kräften ifi einer Ebene , loelche sich das Gleich-

geicicht halten, loird bei Drehung der Ebene in sich selbst im Allge-

meinen gleichicirkend mit eijiem Paare, dessen Kräfte, ebenso icie die

des Systems, fortwährend auf dieselben zwei Puncte der Ebene ivirkend

sich annehmen lassen. Dabei können die eine Kraft und deren An-

griffspunct, oder, wenn man statt dessen lieber loill, die Angriffspuncte

beider Kräfte, nach Willkür bestimmt werden, indem nur das Product

aus der gegenseitigen Entfernung der beiden Angriffspwicte in die ge-

meinschaftliche Intensität der beiden Kräfte eine durch die Beschaffen-

heit des Systems gegebene Grösse ist.

Oder mit anderen Worten:

Zti einem iti eitler Ebe?ie enthaltenen und im Gleichgewicht be-

ündlichen Systeme von Kräften lassen sich immer an zivei beliebigen

Puncten der Ebene zwei sich ebenfalls das Gleichgewicht haltende

Kräfte von solcher Intensität hinzusetzen, dass das Gleichgewicht bei

Drehung der Ebene in sich selbst fortdauert.

Findet eine solche Fortdauer des Gleichgewichtes statt, ohne

dass man zwei Kräfte hinzuzufügen genöthigt ist, so ist der An-

griiFspunct jeder Kraft der Mittelpunct der jedesmal übrigen Kräfte.

c) Der dritte Fall, wenn die Kräfte mit einem Paare gleiche

Wirkung haben , reducirt sich hier ebenso , wie vorhin bei den pa-

rallelen Kräften, auf den vorhergehenden zweiten.

§. 4. Betrachten wir endlich ein System von Kräften im
Räume überhaupt.

Wir wollen hier zuerst die Sätze aufstellen, welche ein im Zu-

stande des Gleichgewichtes befindliches System betreffen. Es sind

folgende

:

A,\) Zu zwei einander nicht parallelen Lagen eines Körpers

lässt sich immer eine solche Richtung finden, dass der Körper durch

Drehung um eine mit dieser Richtung parallele Axe aus der einen

Lage in eine mit der anderen parallele Lage gebracht werden kann

;

und wenn der Körper unter Einwirkung von Kräften, die beliebige

Richtungen im Räume haben, in jeder dieser Lagen im Gleich-
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gewichte ist, so ist er es auch in jeder dritten, in welche er durch
weitere Drehung um jene Axe und durch parallele Fortbeweo-uno-

versetzt wird.

Wenn das Gleichgewicht durch Drehung des Körpers um eine

Axe nicht aufgehoben wird, so wollen wir die Axe eine Axe des
Gleichgewichtes*) nennen. Jede andere mit einer solchen paral-

lele Axe ist ebenfalls eine Axe des Gleichgewichtes. — So ist es z. B.

bei einem System paralleler Kräfte, Avelche sich das Gleicho-ewicht

halten, jede Gerade, welche mit den Kräften parallel läuft (vero-l

§• 2, b).

A, 2} Damit eine Axe des Körpers eine solche GleichgeAvichts-

axe sei, ist es nöthig und hinreichend, dass, erstens, Avenn die

Kräfte und ihre Angriffspuncte auf eine die Axe rechtwinklig

schneidende Ebene projicirt werden, das Gleichgewicht zwischen den
projicirten Kräften bei der Drehung des Körpers um die Axe nicht

aufhöre, und dass zweitens die Projectionen der Kräfte auf Linien
welche man parallel mit der Axe durch die Angriffspuncte der Kräfte
legt, für sich im Gleichgewichte sind**).

A, 3) Sind bei einem System zwei einander nicht parallele Axen
des Gleichgewichtes vorhanden, so ist es auch noch jede dritte

Avelche mit den beiden ersteren einer und derselben Ebene parallel

läuft.

""i Vergl. Lehrbuch der Statik, Theil I, Kap. VIII (p. 1S5 ff. des vorlieo-en-

den Bandes).

**) "Wird jede Kraft des Systems parallel mit drei Axen eines rechtwinklio-en

Coordinatensystems in drei andere X, Y, Z zerlegt, und sind x, y, z die Coordi-

naten des Angriffspunctes der Kraft, so ist, wegen des vorausgesetzten Gleich-

gewichtes :

i:rz — ZZy = 0, IZx — :SXz = , :sXy — IYx = 0.
Setzt man nun

:

I Tz = IZy = F
,

IZx = IXz = G , IXij =^ 1 Tx = H
und

2- Ty + IZz =f , IZz + IXx =
ff , IXx + H'y = h ,

So ist

2FGH+ FFf + GGg + HHh —fgh =
die Bedingung, unter welcher das System eine Gleichgewichtsaxe hat.

Wird diese Gleichung erfüllt, so ergeben sich die Cosinus p, q, r der "Win-

kel, welche die Gleichgewichtsaxe mit den Axen x, y, z bildet, durch Verbindung
zweier der drei Gleichungen

:

Gr + Hq=fp , Hp + Fr = gq , Fq + Gp = hr
,

aus denen, wenn p, q, r sämmtlich eliminirt werden, jene Bedingungsgleichuno-

hervorgeht.

Möbius Wevke III. 34
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Hieraus ist leicht weiter zu folgern, dass, Menn ein System drei

GleichgeAviclitsaxen hat, ^velche nicht einer und derselben Ebene

parallel sind, auch jede vierte Axe eine solche ist, oder mit anderen

Worten: Ist ein Körper im Gleichgewicht, und wird dieses durch

drei verschiedene Yerrückungen des Körpers nicht aufgehoben, so

dauert es im Allgemeinen auch nach jeder vierten Verrückung fort;

oder noch anders ausgedrückt: Ist ein Körper in vier verschiedenen

Lagen im Gleichgewicht, so ist er es im Allgemeinen auch in jeder

fünften.

A, 4) Ein im Gleichgewicht befindliches System hat im Allge-

meinen keine Axe des Gleichgewichtes. Indessen ist es immer

möglich, zu den sich anfangs das Gleichgewicht haltenden Kräften

zwei neue, einander gleiche und direct entgegengesetzte, also das

Gleichgewicht nicht störende Kräfte hinzuzufügen, welche ebenso,

wie die schon vorhandenen, auf bestimmte Puncte des Körpers, nach

sich parallel bleibenden Richtungen wirken, und wodurch es ge-

schieht, dass der Körper eine Gleichgewichtsaxe von gegebener

Richtung erhält.

Da die zwei neuen, sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte bei

Drehung des Körpers nicht mehr einander direct entgegengesetzt

sind, sondern parallel werden und in ein Paar übergehen, so kann

man den vorigen Satz auch also ausdrücken

:

Wird ein Körper, auf welchen mehrere sich das Gleichgewicht

haltende Kräfte wirken, um eine Axe gedreht, so hört das Gleich-

geT\dcht im Allgemeinen auf, und die W^ii'kung der Kräfte reducirt

sich auf die eines Paares, dessen Kräfte E und — B man ebenso,

wie die ersteren Kräfte, auf zwei geAvisse Puncte A, B des Körpers

mit unveränderter Richtung und Intensität wirkend, setzen kann.

Dabei bleibt, ^\ie in §. 2, h, der eine dieser Puncte A, B und

ihre Entfernung AB der Willkür überlassen, indem durch die Be-

schaffenheit des Systems und die Richtung der Gleichgewichtsaxe

nur die Richtung, mit welcher AB parallel sein muss, und das

Product AB.R bestimmt werden.

BA) Der zweite Fall, den wir jetzt in Betrachtung ziehen, ist

der, wenn die auf den Körper wirkenden Kräfte nicht im Gleich-

gewichte sind, sondern nur durch Hinzufügung zweier neuer, nicht

in einer Ebene liegender Kräfte ins Gleichgewicht gebracht werden

können. Diese zwei Kräfte lassen sich nun immer und auf unend-

lich viele Arten, so bestimmen, dass ein, auch bei der Drehung um
eine gegebene Axe fortdauerndes GleichgeAvicht zu Wege gebracht

wird. Es lässt sich nämlich ein, durch die Beschaffenheit des

Systems und die Lage der Drehungsaxe bestimmtes hyperbolisches
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Hyperboloid angeben, von dessen zwei die Fläche erzeugenden Ge-
raden die eine die Eigenschaft besitzt, dass die AngrifFspuncte der

zwei Kräfte willkürlich in irgend einer der Lagen dieser Geraden

genommen werden können.

B, 2) Die zwei, zu einem solchen Systeme hinzuzusetzenden

Kräfte, damit dasselbe ins GleichgeAvicht komme, lassen sich, nebst

ihren AngrifFsj)uncten, entweder auf doppelte Weise, oder gar nicht,

so bestimmen, dass die Gerade durch die beiden Angrüfspuncte selbst

eine Gleichgewichtsaxe Avird, und dass daher, wenn man diese Axe
unbeweglich und den Körper mit ihr fest verbunden annimmt, ein

auch während der Drehung um die Axe dauerndes Gleichgewicht

hervorgebracht wii-d, und ohne dass man zwei Kräfte hinzuzufügen

nöthig hat: und dass die Pressungen, welche die Axe erleidet, ihrer

Richtung und Stärke nach, bei der Drehung unverändert bleiben.

Eine solche Axe mag eine Haui)taxe des Gleichgewichtes
heissen.

So geht z. B. bei einem Systeme von zwei Kjäften, welche nicht

in einer Ebene liegen, die eine der beiden Hauptaxen durch die

zwei AngrifFspuncte selbst: die andere ist auf der Ebene, welche mit

beiden Kräften parallel läuft, normal und trifft diese Ebene in dem
Mittelpuncte der auf sie projicirten Kräfte. Dasselbe gilt auch,

wenn die zwei Kräfte einander nicht parallel, aber in derselben

Ebene enthalten sind, und nicht blos die Drehungen der Ebene in

sich selbst, (vde in §. 3) , sondern auch alle übrigen Drehungen be-

rücksichtigt werden.

Auf solch ein einfaches System von nur zwei Kräften reducirt

sich auch jedes andere, dessen Kräfte einer Ebene parallel sind,

oder in einer Ebene selbst wirken. Denn zieht man in der Ebene

zwei beliebige Geraden a und b, zerlegt jede Kraft P des Systems,

an ihrem Angriffspuncte . in zwei andere X und Y, welche diesen

Geraden parallel sind, und bestimmt von den parallelen Kräften X
die Resultante, Avelche X^, und den Mittelpunct, welcher A sei, und

von den parallelen Kräften Y die Resultante 1', und den Mittel-

punct B: so ist das System bei jeder Verrückung gleichwirkend den

auf A und B Avirkenden Kräften X, und Y^ , und hat folglich zwei

Hauptaxen, von denen die eine die Verbindungslinie von A mit B
ist und die andere die Ebene in dem IVlittelpuncte der auf sie pro-

jicirten Kräfte X^ und Y^, wenn sie nicht schon in der Ebene selbst

liegen, rechtwinklig schneidet. Da nun das System nicht mehr als

zwei Hauptaxen haben kann, und gleichwohl die Geraden a und b

in der Ebene ganz nach Willkür gelegt werden können, so ziehen

wir den merkwürdigen Schluss:

34*
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ff) Hat man ein System von Kräften, welche mit einer und der-

selben Ebene parallel sind und sich weder das Gleichgewicht halten,

noch mit einem Paare gleiche Wirkung haben, und zerlegt man
jede Kraft an ihrem Angriffspuncte in zwei andere X und Y, welche

parallel mit zwei sich schneidenden Geraden a und b der Ebene

sind: so sind der Mittelpunct der parallelen Kräfte X und der

Mittelpunct der parallelen Kräfte Y in einer von der Lage der

Linien a und b unabhängigen Geraden enthalten. Sie heisse die

Centrallinie des Systems paralleler Kräfte. Oder mit anderen

Worten

:

Werden durch die Angriffspuncte parallel mit einer Ebene wir-

kender Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden der Ebene ge-

zogen, und auf diese Parallelen die Kräfte durch Parallelen mit

irgend einer anderen Geraden der Ebene projicirt: so ist der Ort

des Mittelpunctes der projicirten Kräfte , wenn sie anders einen

solchen haben, eine gerade Linie, — die Centrallinie.

Dieser, auch ohne die vorhergehende Theorie leicht erweisliche

Satz lässt sich auch auf ein System im Räume ausdehnen, und lautet

dann also:

ß) Hat man ein System von Kräften im Paume, welche sich

weder das Gleichgewicht halten, noch auf ein Paar reducirbar sind,

und zerlegt man jede Kraft, an ihrem Angriffspuncte, parallel mit

drei beliebigen Geraden a, b, c, welche nicht einer und derselben

Ebene parallel sind, in drei andere, X, Y, Z: so liegen der

Mittelpunct der Kräfte X, der Mittelpunct der Y und der der Z in

einer von der Lage der Geraden a, b, c unabhängigen Ebene, welche

die Centralebene des Systems genannt werde. Oder:

Zieht man durch die Angriffspuncte nach beliebigen Richtungen

im Räume wirkender Kräfte Parallelen mit irgend einer Geraden a

und projicirt auf diese Parallelen die Kräfte durch Linien, welche

einer beliebig angenommenen, die Gerade a schneidenden Ebene

parallel sind; so ist der Ort des Mittelpunctes der projicirten Kräfte,

w^enn anders ein solcher stattfindet, eine Ebene, — die Centralebene.

Haben die vorigen drei Geraden a, b, c gegen die Centralebene

eine solche Lage, dass a und b mit ihr parallel sind, und c auf ihr

normal steht, so liegen die Mittelpuncte der Kräfte X und der

Kräfte Y nach a) in einer bestimmten Geraden, welche nach ß) in

der Centralebene selbst enthalten ist. Sie heisse die Centrallinie

des Systems beliebig im Räume wirkender Kräfte. Wenn
überdies bei derselben Lage von a, b, c gegen die Centralebene. die

Gerade a mit der Centrallinie parallel läuft und b auf a normal ist,

so wollen Avir auf gleiche Weise den Mittelpunct der mit a parallelen
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Kräfte X, -welcher nach a) in die Centrallinie selbst fällt, deu Cen-
tralpunct des Systems nennen.

In Bezug auf die eben bestimmten Centralpunct , Centrallinie

und Centralebene, haben nun die beiden Hauptaxen folgende merk-
würdige Lage

:

B, 3) Die zwei Hauptaxen des Gleichgewichtes, wenn solche

anders möglich sind, und die Centrallinie des Systems , sind einer

und derselben Ebene parallel. Die Puncte, in denen die zwei

Hauptaxen die Centralebene schneiden, liegen mit dem Centralpuncte

in einer Geraden, und diese Gerade ist normal auf der Resultante

aller Kräfte, wenn diese, parallel mit ihren Richtungen, an einen

und denselben Punct getragen werden.

C, ] ) Wird ein System von Kräften im Räume , das eine ein-

zelne Kraft zur Resultante hat, um eine Axe gedreht, so wird es im

Allgemeinen ebenso , wie die bisher betrachteten Systeme, gleich-

wirkend mit zwei Kräften, die man mit unveränderter Intensität und

Richtung auf zwei bestimmte Puncte des Körpers wirkend setzen

kann, und die nur in der anfänglichen Lage des Körpers und nach

einer halben Umdrehung sich auf eine einzelne Kraft — auf die

anfängliche Resultante — reduciren lassen.

C, 2) Bei einem auf eine einzelne Kraft reducirbaren Systeme

im Räume sind die zwei Hauptaxen immer mögKch. Es lassen sich

nämlich zwei die Richtung dieser Kraft schneidende Axen angeben,

von der Beschaffenheit, dass wenn der Körper um die eine oder die

andere Axe gedreht wird, das System nicht aufhört, sich auf eine

einzige, mit der anfänglichen Resultante der Lage und Intensität

nach identische Kraft zu reduciren; dass folglich, wenn der Körper

in dem Durchschnittspuncte der einen oder der anderen Axe mit

der Resultante befestigt wird, ein auch bei Drehung des Körpers

um die bezügliche Axe fortdauerndes Gleichgewicht entsteht, und

dass somit diese beiden Durchschnitte als wahrhafte Mittelpuncte

des Systems, obwohl jeder nur rücksichtlich der Drehung um eine

bestimmte Axe, betrachtet werden können.

Diese zwei Hauptaxen haben übrigens eine solche Lage, dass

1) ihre Projectionen auf eine die Resultante normal treffende Ebene,

sowie 2) ihre Projectionen auf die Centralebene sich rechtwinklig

schneiden; dass H) eine mit den beiden Axen parallele Ebene zu-

gleich der Centrallinie parallel ist, und dass 4) die zwei Puncte, in

denen die Centralebene von den Axen getroffen wird, mit dem Cen-

tralpuncte in einer Geraden liegen, welche 5) mit der Resultante

rechte Winkel bildet.

d) Ein System im Räume , welches auf ein Paar reducirbar ist.
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hat im Allgemeinen keine Hauptaxen. Sind aber dergleichen vor-

handen, so sind sie es in unendlicher Zahl, indem dann jede mit

einer gewissen Richtung parallele Axe eine Hauptaxe abgibt.

§. 5. Zum Schlüsse noch folgende Bemerkung. Wird ein

Körper, auf welchen Kräfte wirken, an einer unbeweglichen Axe be-

festigt, und soll er bei Drehung um die Axe fortwährend im Gleich-

gewichte sein; wird aber nicht zugleich gefordert, dass die Axe, wie

eine Hauptaxe des Gleichgewichtes, während der Drehung einen

seiner Richtung und Intensität nach unveränderlichen Druck
erleide: so kann, wenn die Kräfte auf eine einzelne Kraft, oder auf

zwei nicht in einer Ebene liegende Kräfte reducirbar sind, die Axe

jeder gegebenen Richtung parallel sein. Man projicire nämlich die

Kräfte auf eine die gegebene Richtung rechtwinklig schneidende

Ebene, und bestimme von den projicirten Kräften den Mittelpunct

{§. 3, a), so wird eine durch letzteren mit der Richtung parallel ge-

legte Axe die verlangte Eigenschaft besitzen. Eine Ausnahme hier-

von macht der Fall, wenn die Kräfte eine einzelne Kraft zur Resul-

tante haben, die Axe mit der Resultante parallel sein soll, und wenn

nicht von den, auf eine die Resultante rechtwinklig schneidende

Ebene projicirten Kräften der Angriffspunct einer jeden der Mittel-

punct der jedesmal übrigen ist. Wird aber letztere Bedingung er-

füllt, so kann hinwiederum jede mit der Resultante parallele Gerade

zu der in Rede stehenden Axe genommen werden.



Anwendungen der Statik auf die Lehre von

den geometrisclien Verwandtschaften.

[Crelle's Journal, lS-40, Band 21, p. 64—73; p. 156—176.]





Unter den Aufgaben der elementaren Statik ist die wichtigste

unstreitig diejenige, welche die Bedingungen des Gleichgewichtes

ZMischen Kräften verlangt, die nach gegebenen Richtungen auf ge-

gebene Puncte eines freibeweglichen festen Körpers wirken: zwischen

Kräften also, deren AngritFspuncte in unveränderlichen Entfernungen

von einander stehen. Diese Bedingung für die AngritFspuncte lässt

sich auch dadurch ausdrücken, dass sie eine sich immer gleich und
ähnlich bleibende Figur bilden sollen : und man kann hierdurch ver-

anlasst werden, nach den Bedingungen des Gleichgewichtes zu fragen,

wenn die Angriffspuncte nur dergestalt mit einander verbunden sind,

dass sie auch in jede andere der anfänglichen bloss ähnKclie Figur

gebracht werden können.

Die hierdurch sich bildende Aufgabe habe ich für den Fall, wenn
die Puncte und die auf sie wirkenden Kräfte in einer Ebene ent-

halten sind, bereits in meinem Lehrbuch der Statik *) zu lösen ge-

sucht. Ich dachte mir nämlich ein System von Geraden, welche

sich unter unveränderlichen Winkeln in einem beweghchen Puncte

treffen, mit einem anderen Systeme von derselben Beschaffenheit

dergestalt verbunden, dass eine Gerade des einen Systems mit einer

Geraden des anderen zusammenfiel und längs derselben verschiebbar

war, und suchte nun die Bedingungen des Gleichgewischtes zwischen

Kräften, welche ich auf die gegenseitigen Durchschnitte der Geraden

des einen und anderen Systems wirken Hess: denn offenbar mussten

diese Puncte bei der angenommenen Beweglichkeit eine sich ähnlich

bleibende Figur bilden.

Es gibt aber, wie ich in meinem Barycentrischen Calcul gezeigt

habe, ausser der Gleichheit und Aehnlichkeit und der blossen Aehn-
lichkeit noch einige andere Verwandtschaften , in denen Figuren zu

einander stehen können , und welche gleichfalls in das Gebiet der

niederen Geometrie gehören; namentlich die blosse Gleichheit, die

Affinität und die Verwandtschaft der Collineation. Man kann

daher auf analoge Weise die Bedingungen des GleichgeAvichtes zu er-

Zweiter Theil, Kap. III. vergl. p. 351 des vorliegenden Bandes).
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forschen suchen, wenn die BeAveglichkeit der AngrifFspnncte der Kräfte

dadurch bestimmt Avird, dass sie eine sich immer bloss gleich, oder

affin, oder coUinear verwandt bleibende Figur bilden sollen. Da je

zwei einander gleiche und ähnliche Figuren auch in jeder entfernteren

Verwandtschaft zu einander stehen, so werden die bekannten Bedin-

gungen des Gleichgewichtes, welche bei Unveränderlichkeit der gegen-

seitigen Entfernungen der Angriffspuncte stattfinden, auch bei jeder

entfernteren Verwandtschaft, an Avelche die Beweglichkeit der An-
grifi"spuncte gebunden wird; wiederkehren, zu ihnen aber neue, von

der Natur der jedesmaligen Verwandtschaft abhängige , hinzutreten,

und dieses in desto grösserer Zahl, je entfernter die Verwandtschaft,

und je grösser folglich die Beweglichkeit der Puncte ist.

Die im Obigen gedachte Untersuchung in Betreff sich ähnlich

bleibender ebener Figuren habe ich daher späterhin noch auf die

Aehnlichkeit im Räume und auf die entfernteren Verwandtschaften

ausgedehnt, und dieses vorzüglich mit aus dem Grunde, weil zu er-

Avarten stand, auf diesem AVege zu einigen neuen Eigenschaften der

Verwandtschaften selbst zu gelangen. Ich veröff'entliche jetzt diese

Untersuchungen in der Hoffnung, dass es vielleicht auch Anderen

angenehm sein dürfte, die Gleichgewichtsbedingungen, Avelche bei

den entfernteren Verwandtschaften hinzutreten, und die etwaigen daraus

gezogenen geometrischen Folgerungen kennen zu lernen. Uebrigens

habe ich mich hier stets des Princips der virtuellen Geschwindig-

keiten, als des einfachsten dabei anzuAvendenden Mittels, bedient und

mit Hülfe desselben die frühere Untersuchung sich ähnlich bleiben-

der Fissuren von Neuem angestellt.

I. Bedingungen des Gleicligewiclites bei sich älmlicli

bleibenden Figuren.

§. 1 . In Bezug auf zwei rechtwinklige Coordinatensysteme in

einer Ebene seien x, y und t, u die Coordinatcn eines Punctes der

Ebene. Man hat alsdann :

X =f -\- t cos « — ti sin et
,

y =^ g -\- t sin a -\- u cos cc
,

wo / und y die Coordinaten des Anfangspunctes des Systems der t

und ti in Bezug auf das System der x und y sind, a aber der Winkel

der Axe der t mit der Axe der x ist.

Setzen wir nun, dass auf gleiche Weise noch mehrere andere

Puncte der Ebene auf beide Coordinatensysteme bezogen seien, dass
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diese Puncte gegen das System der Axen t und ii eine unveränder-

liche Lage haben, dass aber dieses Axensystem sammt den Puncten

seine Lage gegen das in der Ebene ruhig bleibende System der

Axen X und y beliebig ändern könne: so sind in den obigen Glei-

chungen t und u constant, dagegen y, g, a beliebig veränderlich,

und damit auch x und y veränderlich.

Wir Avollen jetzt die Lage der Puncte gegen die Axen der t und

u nicht mehr constant, jedoch nur dergestalt veränderlich annehmen,

dass die von ihnen mit den Axen gebildete Figur sich immer ähnlich

.. . t u
bleibt. Zu dem Ende haben wir nur fiir t und u bezüglich — und —

n n

zu schreiben , wo w , ebenso wie /", g und « , von einem Puncte

zum anderen gleich gross, aber mit der Zeit beliebig veränderlich ist.

Hiermit werden die obigen Gleichungen, wenn wir noch a und h

fiir nf und ng setzen:

Inx == a -\- t cos « — u sin a
,

^
' \ny = b -\- t sin a -\- u cos u .

Durch diese Gleichungen, in denen nur t und u constant sind, wer-

den daher Puncte [x^ y) in der Ebene bestimmt, die ihre Lage der-

gestalt auf jede Weise ändern können, dass die von ihnen gebildete

Figur sich immer ähnlich bleibt.

Die Differentiation dieser Gleichungen gibt:

f 7idx 4- xdn = da — [ny — h) da
,

^' \ndy -\- ydn = db + [nx — a) da .

Wirkt nun auf jeden Punct [x, y) des Systems eine Kraft (X. F),

d. h. eine Kraft, Avelche, nach den Axen der x, y zerlegt, die Kräfte

X und Y gibt, so hat man nach dem Princip der virtuellen Ge-

schwindigkeiten als Bedingung des Gleichgewichtes zwischen allen

Kräften die Gleichung ^ {Xdx -\- Ydy) = 0, und wenn man darin

für dx und dy ihre Werthe aus (2) substituirt:

{da 4- bda) 2X -f- {db — ada) 31'+ nda -2{Yx — Xij)

— dn:^{Xx H- Yy) = .

Da aber die Differentiale da, db, da und f/w von einander ganz

unabhängig sind, so zerfällt diese Gleichung in folgende vier einzelne

:

^X = , 2Y=0, ^{Yx—Xi/) = , ^{Xx-^Yy) = 0.

Die drei ersten derselben sind die bekannten Bedingungen des Gleich-

gewichtes, wenn die gegenseitige Lage der Angriffspuncte der Kräfte

unveränderlich ist. Die vierte kommt wegen der gemachten Voraus-

setzung hinzu, dass die gegenseitige Lage der Puncte zwar veränder-

lich sein soll, jedoch nur so, dass die von ihnen gebildete Figur sich

immer ähnlich bleibt.



540 Anwendungen der Statik §.2.

§. 2. Zusatz. Nach dem §. 122 meines Lehrbuches der Statik

ergeben sich diese vier Gleichungen als Bedingungen des Gleich-

gewichtes zwischen Kräften, welche auf Puncte in einer Ebene wir-

ken , auch in dem Falle , wenn die gegenseitige Lage der Puncte

unveränderlich ist und wenn das Gleichgewicht nicht bloss bei einer

bestimmten Lage des Systems der Puncte in der Ebene stattfindet,

sondern auch noch bei jeder beliebigen Drehung in der Ebene,

während die Kräfte mit parallel bleibenden Richtungen und un-

veränderten Intensitäten auf dieselben Puncte zu wirken fortfahren,

noch besteht. Hiernach kann man folgende zwei Sätze (ebend. §§. 235

und 236) aufstellen :

Sind mehrere Puncte in einer Ebene dergestalt beweglich, dass

die von ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt ^ und halten

sich Kräfte, tvelche auf sie in der Ebene wirken, das Gleichgewicht,

so herrscht auch noch Gleichgewicht bei jeder anderen Lage, welche

man den Puncten zufolge ihrer Beioeglichkeit geben kann, wenn nur

die Kräfte ihren anfänglichen Richtungen parallel bleiben
;

und umgekehrt:

Sind Kräfte , welche auf fest miteinander verbundene Puncte in

einer Ebene vyirken, im Gleichgeioichte , und dauert dasselbe noch fort,

wenn das System der Puncte in seiner Ebetie beliebig verschoben wird,

die Kräfte aber parallel mit ihren anfänglicheji Pichtungen forticirken,

so wird das Gleichgewicht auch nicht unterbrochen, icenn man den

Puncten eine solche gegaiseitige Beweglichkeit noch beilegt, bei welcher

die von ihnen gebildete Figur sich immer ähnlich bleibt.

§. 3. Um von dieser Theorie eine Anwendung auf die ein-

fachsten Fälle zu machen, wollen wir zuerst setzen, das System be-

stehe nur aus zwei Puncten (.r, y) und [x^, y^), auf welche resp. die

Kräfte (X, Y) und [X^, FJ wirken. Die vier Bedingungen des

Gleichgewichtes sind alsdann

:

X -h X, = , Y+1\ = 0, Yx — Xy -I- IVr, — X,y, = ,

Xx -f- Yy -f- X,x, + F, 3/^ = .

Die Elimination von X, und Y, aus diesen Gleichungen gibt:

Y[x — .rj — X[y — y,) = , X{x — .rj + Y{y — y,) = ;

und wenn wir hieraus noch X und Y wegschaffen:

(^ - ^i)' + fy — y,Y = ,

folglich .Tj = .r und y^=y; d. h. die beiden Angriffspuncte müssen
zusammenfallen. Auch folgt dieses schon aus der Natur der Sache
selbst. Denn ein System von zwei nicht zusammenfallenden Puncten
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bleibt bei jeder Aeiiderung ihrer gegenseitigen Lage sich ähnlich.

Zwei Kräfte aber , angebracht an zwei Puncten , deren gegenseitige

Lage beliebig veränderlich ist, können nicht im Gleichgewichte sein.

Anders verhält es sich, wenn zu den zwei Puncten ein dritter

(^2' Vi)- getrieben von der Kraft (X^, YJ hinzukommt. Die vier

Gleichungsbedingungen sind in diesem Falle:

i X + X, + X, = , Y-{- Y, + i; = ,

(3) } Yx - Xy + Y,x, - X, y, + Y,x, - X,y, = ,

[
Xx + Yy + X,x, + Y,y, + X,.r, + Y._y, = .

Man multiplicire von diesen Gleichungen die erste, zweite und
vierte resp. mit — f, — g und 1, addire sie hierauf und setze zur

Bestimmung von f und g :

;4) X[x-f)+Y{y-g)=^(), x,{x, - f) + Y,{y, - g) = ,

so ist auch

Betrachtet man f, g nun als die Coordinaten eines Punctes und be-

zeichnet die Puncte (c, y), (a:,, ^/J, {.r^ y^), (/, g) mit A, A^. A^-,, jPund
die drei Kräfte (X, F), (X,,y,\ (X^, FJ mit P, P^, P^, so sind nach (4)

die Linien FA und FA^ resp. auf P und P^ rechtwinklig, d. h. F
ist der Durchschnitt der auf P und P^ in A und A^ errichteten

Perpendikel. Den so bestimmten Punct F muss aber nach (5; auch

das auf P.^ in A^ errichtete Perpendikel treffen, und die Bedingung

wegen der dauernden Aehnlichkeit besteht hiernach darin, dass sich

die drei auf den Kräften in ihren Angriffspuncten errichteten Per-

pendikel in einem Puncte F schneiden.

Noch anders kann diese Bedingung ausgedrückt werden , Avenn

man sich erinnert, dass die Richtungen dreier sich das Gleichgewicht

haltender Kräfte sich in einem Puncte begegnen (eine Eigenschaft,

welche auch unmittelbar aus den drei ersten der obigen vier Glei-

chungen (3) hergeleitet werden kann). Ist nun K dieser gemein-

schaftliche Punct der Richtungen von P, P^, P^ , so sind dem Vo-
rigen zufolge FAK, FA^K, FA^K rechte Winkel und K liegt

folglich mit A, A^ , A^ in einem Kreise.

Sollen demnach in einer Fhene drei Kräfte an drei Puncten.

toelche ein sich ähnlich bleibendes Dreieck zu bilden genöthigt sind, im

Gleichgeicichte sein, so muss, nächst den Bedingungen des Gleich-

geicichtes für den Fall, icenn die Puncte in unahänderlicher Entfernung

von einander sind, auch noch die e)füllt icerden , dass die drei Puncte

mit demjenigen, in loelchem sich die Pichtungen der drei Kräfte

schneiden, in einem Kreise liegen.
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Eine leichte Folgerung hieraus ist, dass die Winkel, welche die

Kräfte mit einander bilden, den Supplementen der Winkel des

Dreiecks AA^A^ gleich sind, nämlich der Winkel der Kräfte an A^

und A^ gleich 180° — A^AA^, etc. und dass deshalb, und weil beim

Gleichgewichte zwischen drei Kräften jede Kraft dem Sinus des von

den beiden anderen Kräften gebildeten Winkels proportional ist, die

Kräfte sich wie die ihren Angriifspuncten A, A^, A^_ gegenüber

liesrenden Seiten des Dreiecks AA.A^ verhalten.

Man bemerke hierbei noch, wie von dem Umstände, dass der

gegenseitige Durchschnitt der drei Kräfte mit ihren Angriffspuncten

in einem Kreise liegt, die Fortdauer des Gleichgewichtes bei der

Drehung des Dreiecks AA^A^^ in seiner Ebene eine unmittelbare

Folge ist. Ob nämlich das Dreieck gedreht wird, während jede

Kraft ihrer anfänglichen Richtung parallel bleibt, oder ob das Drei-

eck in Ruhe bleibt und jede Kraft um einen gleich grossen Winkel

um ihren Anfangspunct gedreht wird, kommt hier, wo es sich nur

um die gegenseitige Lage handelt, offenbar auf dasselbe hinaus.

Wenn aber drei von A, A^ . A,^ ausgehende Geraden um diese

Puncte um gleich grosse Winkel gedreht werden, so rücken ihre

Durchschnitte mit dem durch A, A^^, A.^ zu beschreibenden Kreise

um gleich grosse Bogen fort. Wenn folglich diese drei Geraden

sich Anfangs in einem Puncte K des Kreises schnitten, so wird

dieses auch nach der Drehung noch der Fall sein; folglich u. s. w.

8. 4. Die im Vorigen für eine Ebene augestellten Unter-

suchungen wollen wir jetzt auf den Raum ausdehnen. Seien daher

bei einem System von Puncten im Räume die Coordinaten eines

derselben in Bezug auf zwei rechtwinklige Axensysteme x, y, z und

t^ w, i-, SO kann man setzen:

X =y -\- u t -\- a u -\- u"v
,

y = g + ßt+ ß'u-\- [fv
,

z =^h ^ yt + y'u -\- y"v
,

wo a = COS x'^''t, a' = cos x^'^i, etc. und/",
ff,

h die Coordinaten des

Anfangspunctes des Systems der t, u, v in Bezug auf das System

der X, y, z sind.

Hieraus lässt sich, wie im Obigen, Aveiter folgern, dass. wenn man

inx = a-{-at-\- au + «"^'
,

(1) Ky^l^ßt^-i^u^ß'^v ,

\7iz = c -\- yt + y' u -}- y" V

setzt und dabei t, u, v constant. n, o, b, c aber und «, ß\ y", wovon

die übrigen «', a", ß, • • . auf bekannte Weise abhängen, veränder-
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lieh annimmt: dass dann das System der Puncte, zu welchem x, y, z

gehört, bei beliebiger Aenderung von n, a, h, c, a, ß', y" seine Lage
sowohl als Grösse beliebig ändert, sich dabei aber stets ähnlich bleibt.

Ist nun (X, Y, Z) die auf den Punct [x, y, z) wirkende Kraft,

und soll zwischen ihr und den an den übrigen Puncten des Systems
angebrachten Kräften Gleichgewicht herrschen, so muss bei allen

Verrückungen, deren das System fähig ist,

^{Xdx -\- Ydy + Zdz) =
sein. Es findet sich aber, Avenn man hierin für dx, dy , dz ihre

aus der Differentiation von (1) fliessenden Werthe setzt:

(2) 2{Xx + Yy H- Zz)d}i. — 2X{da-i- tda + uda' + vda')

— 3 Y{dl + tdß+ udß' -Vodß")— ^Z[dc + tdy+ udy' + vdy") = 0.

Da das Differential du von den übrigen hierin vorkommenden
Differentialen unabhängig ist, so ergibt sich, als erste Bedingung des

Gleichgewichtes

:

:i{Xx + Yy + Zz] = .

Um die übrigen Bedingungsgleichungen zu erhalten, hat man
in dem übrigen Theile der Gleichung (2) die Coordinaten t, u, v mit-

telst t'l) durch .Y, y, z auszudrücken und dann noch die neun Diffe-

rentiale da, da', ..., dy" auf drei von einander unabhängige zu

reduciren. Ohne aber diese etwas weitläufige Rechnung anzustellen,

sieht man schon im Voraus, dass die auf solche Weise zu erhalten-

den Bedingungsgleichungen keine anderen als die bekannten sechs

sein können, welche stattfinden müssen, wenn die sreffenseitiofe Lasre

der Angriffspuncte unveränderlich ist. Denn da der übrige Theil

der Gleichung (2) von n unabhängig ist, so müssen die aus ihm zu

folgernden Gleichungen einerlei sein mit denen, welche man erhält,

wenn man n constant setzt. Ist aber 7i constant, so bleibt sich das

System der Puncte (r, y, z) nicht bloss ähnlich, sondern auch gleich

;

folglich u. s. w.

Der Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht an einem sich

ähnlich bleibenden Systeme von Puncten im Räume gibt es dem-
nach in Allem sieben: nämlich die bekannten sechs

:sx = o
,

:5y=
, :^z= o .

^[Yz — Zy) =0 , ^{Zx — Xz) = ,
2^ [Xy — Yx] = ,

und die vorhin zuerst gefundene

:

^{Xx -f Yy ^ Zz = .

§. 5. Zusätze. a) Bezeichnet A den Punct [x, y, z] des

Systems, P die auf ihn wirkende Kraft [X, Y, Z], und den An-
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fangspunct der Coordinaten, so ist der summatorisclie Ausdruck

2[Xx -\- Yy -\- Zz) = :SOA.P. cos OA'^P
;

er ist folglich unabhängig von dem durch O gelegten Systeme der

Coordinatenaxen , was auch für. Kräfte P auf die Puncte A wirken

mögen. Gegenwärtig aber, wo zugleich 2X = 0, ^Y=0, 2Z=0
sein soll, ist jener Ausdruck auch von dem Anfangspuncte der

Coordinaten unabhängig. Denn für einen neuen Anfangspunct,

dessen Coordinaten in Bezug auf den alten gleich a, b, c sind, wird

der Ausdruck gleich

2[X [x — a) + Y[y - h, + Z[z — c)^
;

und dieser ist von dem vorigen Ausdrucke '^[Xx + Yy + Zz] um
a.3X + h .1Y -\- c . - Z, das heisst um nichts verschieden.

Die specielle Bedingung, unter welcher Kräfte an einem Systeme

von Puncten, Avelches sich immer ähnlich bleiben soll, im Gleich-

gewichte sind, kann hiernach folgendergestalt ausgedrückt werden

:

JVäJilt man heliehig eineti Pwict (0) und multiplicirt Jede Kraft

[P] in den Abstand OA . cos OA^P ihres Angriffspunctes (A) von einer

durch den ersteren Punct [0] perpendicul'dr auf die Richtung der

Kraft gelegten Ebene, so muss die Summe dieser Producte Ktdl sein.

b] Sind sämmtliche Kräfte mit einander parallel, und nimmt

man mit ihnen die Axe der z parallel an, so werden X und yNull,

und die obigen sieben Bedingungsgleichungen reduciren sich auf

folgende vier:

:^z = , 3z.r = , :^Zy = , :^Zz =. o -.

d. h. der Angriffspunct jeder Kraft ist der Mittelpunct der jedesmal

übrigen.

Denn sind ausser Z die übrigen Kräfte Z^, Z^ , ... und [x^, y^, z^),

[x^, y^, z^\ ... ihre Angriffspuncte , so kann man statt der letzten

vier Gleichungen auch schreiben:

Z + :SZ, = , Zx-\- 2Z,x, = , Zy-^ ^Z,y, = ,

Zz-i-^Z.z^ =0 .

Hieraus folgt:

^.^i .._"^4yi ._-^X = ^

—

~
, V

:iz, ' ^ ^z, '

:^z,

Die so bestimmten Werthe von x, y, z sind aber die Coordi-

naten des Mittelpunctes der Kräfte Z, , Z^ , ... .

c) Liegen daher die Angriffspuncte aller parallelen Kräfte, bis

auf einen, in einer Ebene, so muss auch der letztere in dieser Ebene

enthalten sein, wenn das System unter der Bedingung bleibender
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Aehnlichkeit im Gleichgewichte verharren soll. Denn der Mittel-

punct eines Systems paralleler Kräfte, deren AngriiFspuncte in einer

Ebene liegen, ist gleichfalls in dieser Ebene begriffen.

Uebrigens sieht man Aon selbst, wie die jetzt gemachten
Schlüsse mit gehöriger Modiiication auf den früher behandelten Fall

anwendbar sind, wo die Puncte und die auf sie wirkenden Kräfte

in einer und derselben Ebene enthalten waren.

§.6. Eine besondere Betrachtung wollen wir noch dem ein-

fachen Falle widmen, wenn das System aus vier Kräften P, P^ , P, , P^
besteht; welche auf vier nicht in einer Ebene liegende Puncte
A, A^^ A^, A^ wirken. Durch einen beliebigen fünften Punct O
lege man vier Ebenen perpendiculär auf die Richtungen von

P, P^, P, , Pj und nenne D, D^, D„, D^ die Durchschnitte dieser

Ebenen mit den Richtungen von P, P^, P^ , Pg, Alsdann ist nach

§. 5 , a die specielle Bedingung des Gleichgewichtes , welche bei

der Annahme dauernder AehnKchkeit des Systems der Angriffspuncte

erfüllt werden muss

:

BA.P-]- I)^A,.P,-{- A A, . P, + ^3^3 . P3 = .

Man Avähle nun zum Puncte O denjenigen, in welchem sich

drei auf P, P^ , P^ resp. in A, A^ , A„ perpendiculär gelegte Ebenen
schneiden, so sind DA, -^i-^i; -^2^2 einzeln Null. Zufolge der

Bedingungsgleichung muss daher bei dem also bestimmten O auch

2)3^3 gleich Null sein, d. h. die durch O perpendiculär auf Pj ge-

setzte Ebene muss P3 in A^ treffen, und wir schliessen hieraus

:

Sind vier Puncte im Räume dergestalt beweglich, dass die von

ihnen gehildete Figur sich immer ähnlich bleibt, und sollen vier auf
sie wirkende Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so muss ausser den

zum Gleichgewichte nothigen Erfordernissen, wenn die Puncte fest mit

einander verbunden sind, auch noch die Bedingung erfüllt werden, dass

die vier Ebenen, welche durch die vier Puncte, jede perpendiculär auf
der Richtung der den Punct treibenden Kraft, gelegt werden, sich in

einem Puncte [0] schneiden.

Zum Gleichgewichte zwischen vier Kräften, deren Angriffspuncte

fest mit einander verbunden sind, ist unter anderen erforderlich, dass

jede Gerade, welche die Richtungen dreier der vier Kräfte schneidet,

auch der Richtung der vierten begegnet (Lehrbuch der Statik, §. 99, a] .

Wenn daher drei Richtungen, welche nicht in einer Ebene enthalten

sind, sich in einem Puncte K schneiden, so muss auch die vierte

Richtung den Punct Jf treffen. Bei dieser speciellen Lage der Rich-

tungen lässt sich die besondere Bedingung des Gleichgewichtes,

Möbins Werke III. 35
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wegen der Aehnlichkeit, auf analoge "Weise als wie oben beim

Gleichgewichte zwischen drei Kräften ausdrücken. Es müssen näm-

lich die vier Winkel OAK, OA^K, OA^K, OA,K rechte Winkel

sein, d. h. £s muss der gemeinschaftliche Durchschnitt der vier Rich-

tungen in der durch die vier Angriffspuncte zu heschreihenden Kugel-

ßäche liegen.

n. Yom Gleichgewichte hei sich gleichhleihendeii Figuren.

§. 7. Zwei Systeme von Puncten in Ebenen heissen einander

gleich, wenn jedem Puncte des einen Systems ein Punct des anderen

auf eine solche Weise entspricht, dass je zwei geradlinige Figuren,

deren Spitzen sich entsprechende Puncte sind, einerlei Flächeninhalt

haben.

Soll hiemach zu dem Systeme von Puncten F, G, H, A, A^,...

in der einen Ebene ein entsprechendes F', G', H' , A' , A^ ,
...

in der anderen construirt werden, so nehme man F' und G' ganz

willkürlich und H' von F' G' in solchem Abstände, dass das Drei-

eck F' G' H' mit FGH gleichen Inhalt hat. Der dem A ent-

sprechende Punct A' wird hierauf dadurch bestimmt, dass die Drei-

ecke A'F'G' und A'G'IF resp. den Dreiecken AFG und AGH dem

Inhalte nach gleich werden. Auf dieselbe Weise lässt sich der dem

A^ entsprechen sollende Punct A^' finden u. s. w. . und es werden

alsdann ausser den einander gleich gemachten Dreiecken auch je

zwei andere, deren Ecken sich entsprechende Puncte sind, gleichen

Inhalt haben, und mithin die beiden Figuren einander gleich sein.

Um dieses zu zeigen, beziehe man in jeder der beiden Ebenen

die Puncte derselben auf zwei in ihr beliebig gezogene, sich unter

rechten Winkeln schneidende Ajten und bezeichne hiernach die

Coordinaten von A mit x, y\ die von A mit t, u. Die Bedingung

dass die Dreiecke AFG und AF'G' gleichen Inhalt haben sollen,

führt zu einer Gleichung von der Form

a -\- ßx -\- yxj -\- ^t -\- EU =^ ^
,

deren Coefficienten a, ß, y , ö, € Functionen der Coordinaten von

F, G, F', G' sind. Eine ebenso geformte Gleichung mit Coefficienten,

welche Functionen der Coordinaten von G, H, G', H' sind, erhält,

man aus der Gleichheit der Dreiecke AGH und A'G'H'. Elimi-
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nirt man aus diesen zwei Gleichungen das einemal y, das andere-
mal X, so kommen zwei Gleichungen von der Form

f x = at-\-lu-^rf
,

l 2/ = «7 + b'ti +/'
,

deren Coefficienten a, h.f, a, b',f' von den Coordinaten von F, G, H,
F', G', H' abhängen, und zwischen welchen wegen der Gleichheit

der Dreiecke FGH und F'G'H' noch eine gewisse Relation statt-

finden muss.

Sind nun x^, y^\ x^, y^\ f
^

, u^\ t^^ u^ resp. die Coordinaten der

Puncte A^^ A^ und der ihnen entsprechenden A^ , A.^ , so hat man
auf gleiche Weise

•

2/i = «'^1 + ^'Wi +/' , 3/3 = «'^2 + Vu^ +/' .

Substituirt man diese Werthe von x^ y, x^, y^ , x,. y.^ in

^{Ui — yJ + ^1 (y» — y) + ^Jy — Vi ,

als dem Ausdrucke für den doppelten Inhalt des Dreiecks AA^A^,
so kommt nach gehöriger Reduction

:

= {ab' — ab) {t{u^ — wj + t^ (w, — e^) -{- t^{u — u^)]
,

d. i.

AA,A^ = {ab' — ab)A'A^'A,' .

Indem man daher jedem Puncte {i, u) der einen Ebene nach

dem durch die Gleichungen (1) ausgedrückten Gesetze einen Punct

X
, y) in der anderen entsprechen lässt, werden je zwei einander

entsprechende Dreiecke in einem constanten Verhältnisse stehen:

und wenn man zwischen den Coefficienten der Gleichungen (1) noch

die Relation

(2) ab' — a'b = l

festsetzt, so werden je zwei einander entsprechende Figuren einan-

der gleich sein.

Die Puncte {f, u) einer Ebene als gegeben angenommen, wird

man demnach irgend ein diesem Systeme von Puncten gleiches

System von Puncten (.r, y) erhalten, wenn man letztere aus ersteren

mittelst der Gleichungen ;1) bestimmt und dabei den Coefficienten

ö, b, /, a
,

b\ f mit Berücksichtigung der Relation (2) beliebige

constante Werthe beilegt; oder mit anderen Worten: nimmt man die

Coordinaten der Puncte (^, u) constant an, und die Coefficienten

c, b. f^ a , b\ f von einem dieser Puncte zum anderen in einem
und demselben Zeitpuncte ebenfalls constant, aber von einem Zeit-

puncte zum anderen behebig veränderhch, nur dass die Function

35*
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ah' — a' b ^= 1 bleibt, oder doch einen constanten Werth behält, so

sind die durch die Gleichungen (1 bestimmten Puncte (a:, y) auf

jede beliebige "Weise so beweglich, dass die von ihnen gebildete Fi-

gur sich immer gleich bleibt.

§.8. "Wir wollen nun auf die solchergestalt in einer Ebene

beweglichen Puncte [x, y) Kräfte (X, Y) wirken lassen, deren Rich-

tungen in derselben Ebene begriffen sind, und wollen die Bedingungen

des Gleichgewichtes zwischen denselben untersuchen. Diese Be-

dingungen ergeben sich sofort durch Entwickelung der Gleichung

^{X.dx -\- Ydy] = 0, wenn man darin für dx und dy ihre aus der

Differentiation von (1) folgenden Werthe setzt, bei dieser Differen-

tiation aber t und zi constant und a, ...,/' dergestalt veränderlich

nimmt, dass ab' — ab constant bleibt. Dies gibt

:

dx = df -{- tda -\- udb ,

dy = df + tda: + udb'
,

oder, weil aus (1) in Verbindung mit (2)

t = b'{x-f)-b[y-f)
u = a{y-f')-a'{x-f)

folgt:

dx = df — [x —f) [adb — h'da) + [y — /') [adb —bda)
,

dy = df— {x —f) {adb' — b'da) + {y — /') {adb' — bda')
;

und wenn man noch wegen (2):

adb' — bda = a' db — U da = dp

und überdies

adb — bda = dq , a db' — b'da' = dq

setzt

:

dx = df— [x —f) dp + [y — /') dq
,

dy = df- {X -/) d<i -h [y -f) dp
,

vfo df, df, dp, dq, dq fünf von einander unabhängige Differentiale

sind. Hiermit wird:

2{Xdx + Ydy) = {df+flp -fdq)^X + {df -fdp +fdq) - Y
— dp.:^ {Xx — Yy) + dq . :^ Xy — dq' . ^ Yx

,

woraus, wegen der Unabhängigkeit zwischen den Differentialen

df df dp, dq, dq' , folgende fünf Bedingungen des Gleichgewichtes

fliessen

:

2X = 0, IY=0 , ^Xy = 0, ^ F.r = ,

:^{Xx — Yy) = .

Wie gehörig, sind hierunter die drei Bedingungen mit begriffen.
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wenn die gegenseitigen Entfernungen der Angriflfspuncte unveränderlich

sind, die Bedingungen nämlich: .3X = 0, - 1"= 0, -(Xt/— Yx) = 0.

Ausserdem aber müssen noch die zwei Bedingungen ^ Xy = 0, oder
^Yx = und ^{Xx— Yy) = erfüllt werden.

Ferner sieht man schon im Voraus, dass die fünf erhaltenen

Gleichungen unabhängig von der Lage der Coordinaten-Axen sein

müssen. Dies bestätigt sich auch leicht durch Rechnung. Denn
gehen x, y, X, Y für ein anderes Axensystem über in x', y', X', Y',

und macht die Axe der x' mit der Axe der x einen Winkel a, so

hat man, bei unverändert bleibendem Anfangspuucte :

x' == X cos u -{- y sin a , X' ^ X cos a -|- Y sin a
,

y' '= — ;r sin « -h 2/ cos a
,

Y' = — X sin a + Y cos a
;

woraus folgt

:

- X'y' =— sin a . cos a . 3(X x — Yy) + cos a- . 2Xy— sin a- .2Yx
,

- Y'x' = — sin a . cos a . ^{Xx— Yy]— sin a'- . 2 Xy -\- cos a* . 2Yx
,

^{X'x'— Y'y') = cos 2 a . 2{Xx— Yy) + sin 2 a . [2Xy + ^ Yx) .

Vermöge der drei letzten unter den fünf Bedingungsgleichungen sind

daher auch

2 X'y' = , ^ Y'x' = , I{X'x' — Y'y') = .

Dass endlich auch .S'X' ^ und .SY' = und dass die Verände-
rung des Anfangspunctes der Coordinaten an der Form der Bedin-

gungsgleichungen nichts ändert, bedarf keiner Erörterung.

§, 9. Das einfachste Beispiel, auf welches wir die jetzt vorge-

tragene Theorie anwenden können, ist ein System von drei Puncten,

da bei nur zwei Puncten von Gleichheit der Figuren in der hier

festgesetzten Bedeutung des Wortes noch nicht die Rede sein kann.

Bei drei Puncten werden die fünf Bedingungen des Gleich-

gewichtes :

X + X, + X, = , Y+ Y, + Y, = ,

Xy + X,y, + X,y, = , Yx + Y,x^ + 1>, = ,

Xx — Yy + X,x, -Y,y, + X,:r, — Y^y, = .

Aus diesen Gleichungen mittelst der zwei ersten X^ und Y^

eliminirt, erhält man:

X{y — y.^ + X,{y,—y,) = , Y{x —x,) -{- Y,{x, — x,):^0
,

X{x — x^) — Y(y — y^) + X^ [x, — x^) — Y, {y,
— y,) = ;

und wenn man hieraus noch Xj und Y^ wegschafft:

X{x,-x,)-{- Y{y,-y,) = ,

eine Gleichung, welche zu erkennen gibt, dass die Richtung der am
Puncte {x, y) angebrachten Kraft (X, Y) auf der Geraden, welche
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die beiden anderen Puncte {x^, y^) und (a-j, y^ verbindet, perpen-

diculär sein muss. Da nun dasselbe auf analoge Weise auch, für

jede der beiden anderen Kräfte gelten muss, so schliessen wir Fol-

gendes :

Sind drei Puncte in einer Ehetie dergestalt beweglich^ dass der

Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks immer derselbe bleibt^ und
sollen drei auf sie in der Ebene wirkende Kräfte sich das Gleichge-

wicht halten^ so muss ausser den Bedingungen^ welche nöthig sind^

wenn die gegenseitige Lage der Puncte zmverätiderlich ist, auch noch

die erfüllt werden^ dass Jede Kraft die ihrem Angriffspuncte gegen-

überliegende Seite des Dreiecks rechtwinklig schneidet.

§. 10. Zusätze, a) Da drei sich das Gleichgewicht haltende

Kräfte sich in einem Puncte schneiden, so folgt hieraus der bekannte

Satz, dass die drei von den Ecken auf die gegenüberliegenden Seiten

eines Dreiecks gefällten Perpendikel sich in einem Puncte treffen.

b) Die Nothwendigkeit der Bedingung, dass jede Kraft auf der

ihrem Angriffspuncte gegenüberliegenden Seite des Dreiecks normal
ist, lässt sich auch folgendergestalt ohne alle Rechnung darthun.

Nennen wir A, B, C die drei Puncte und P, Q, R die an ihnen

sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte. Man lasse zwei der Puncte,

etwa B und C' unbeweglich werden. Hierdurch wird das voraus-

gesetzte Gleichgemacht nicht gestört, die Kräfte Q und R verlieren

ihre Wirkung, und die Kraft P muss so beschaffen sein, dass sie

ihren allein noch beweglichen Angriffspunct A nicht in Bewegung
setzen kann. Da aber das Dreieck ABC sich immer gleich bleiben

soll, und B und C jetzt fest sind, so ist A in einer Parallele mit

BC beweglich. Mithin muss die Richtung von P auf dieser Pa-
rallele, folglich auch auf BC selbst, perpendiculär sein.

c) Sind die Richtungen von P, Q, R resp. auf BC^ CA, AB
perpendiculär, so ergänzen die Winkel Q^R, R^P, P^Q die Drei-

eckswinkel A, B, C zu ISO". Da nun beim Gleichge^vichte die

Kräfte P, Q, R sich wie die Sinus von Q'R, RTP, PQ verhalten,

und da die Sinus von A, B, C den Dreieckseiten BC, CA, AB
proportional sind, so ersieht man, dass im vorliegenden Falle die

Kräfte den ihren Angriffspuncten gegenüberliegenden Seiten propor-

tional sind.

d) Die im obigen Satze angegebenen Bedingungen des Gleich-

gewichtes sind nicht allein nothwendig, sondern auch hinreichend.

Denn die Bedingungen, unter welchen die Kräfte bei Unveränder-
lichkeit der gegenseitigen Lage der drei Puncte im Gleichgewichte

I
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sind, werden durch drei Gleichungen ausgedrückt; und die Bedin-

gung, dass zwei der Kräfte, mithin auch die dritte, auf den ihren

Anfangspuncten gegenüberliegenden Seiten perpendiculär sind, führt

zu zwei Gleichungen. Man hat daher in Allem fünf Gleichungen,

wie erforderlich.

§. 11. Sind bei einem Systeme von n Puncten die Oerter der-

selben durch ihre Coordinaten gegeben , so können von den 2 n

Bestimmungsstücken X, Y, Xj, Y^^ ... der auf die n Puncte ^xirkenden

?^ Kräfte noch irgend ^n— 5 nach Belieben bestimmt werden. Die

fünf übrigen ergeben sich mit Hülfe der fünf Bedingungsgleichungen.

Es können daher auch von den n Kräften (X, Y), (Xj, YJ, . .

.

n— 3 ihrer Stärke und Richtung nach ganz willkürlich und von der

[n — 2)*^'^ die Stärke oder die Richtung gegeben sein, und es werden

sich daraus die n^^ und [n— 1)*® Kraft und von der [n— 2)*®'^ die noch

unbekannte Richtung oder Stärke bestimmen lassen.

So lassen sich z. B. bei einem Systeme von vier Puncten A, B^

C, Z), an welchem die Kräfte P, Q, R, S mit einander im Gleich-

gewichte sein sollen, die Kraft P ganz und von Q etwa die Richtung

nach Willkür annehmen und daraus die Stärke von Q und die

Kräfte R und S finden. Dies kann durch wiederholte Anwendung
des Satzes in §. 10 folgendergestalt geschehen.

Man bringe an A, B, C drei Kräfte P', Q' , R' an, welche für

sich mit einander im Gleichgewichte sind, also drei Kräfte, deren

Richtungen resp. auf B C, CA, AB rechtwinklig und deren Inten-

sitäten diesen Linien proportional sind. Ebenso bringe man an

Aj B, D die für sich im Gleichgewichte stehenden Kräfte P", Q", S",

und an B, C, D die für sich das Gleichgewicht sich haltenden Kräfte

Q'", R'", S'" an. Es werden daher auch alle diese Kräfte zusammen

an A, B, C, D im Gleichgewichte sein. Bei jeder dieser drei Ter-

nionen von Kräften kann aber die Intensität einer Kraft nach Will-

kür bestimmt werden. Man bestimme demnach, was immer möglich

ist, die Intensitäten von P' und P" so, dass ihre Resultante die In-

tensität und Richtung einer gegebenen Kraft P erhält. Hiermit sind

auch die Intensitäten von Q', R\ Q", S" bestimmt, also auch die

Resultante von Q' und Q", welche Qj heissen mag. Man gebe end-

lich, was gleichfalls immer möghch ist, der Kraft Q'" eine solche

Intensität, dass sie, mit Q^ verbunden, eine Kraft Q von gegebener

Richtung erzeugt. Hiermit erhalten auch die Intensitäten von R'"

und S'" bestimmte Werthe: und wenn man jetzt noch R', R'" zu

einer Kraft R, und S" , S'" zu einer Kraft *S' vereinigt, so ist die

Aufgabe gelöst.
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8. 12. Man sieht leicht, wie dasselbe Verfahren auch auf ein

System von fünf und mehreren Puncten angewendet werden kann,

und es würde überflüssig sein, hierbei länger zu verweilen. Dagegen

wird man zu einigen bemerkenswerthen Resultaten geführt, wenn

man die Aufgabe für vier und mehrere Puncte auf ähnliche Art, wie

oben bei drei Puncten geschah, analytisch behandelt.

In dieser Absicht wollen wir zunächst bei einem System von

vier Puncten die fünf Bedingungsgleichungen zwischen x, y , . .
.

,

X , y und X, Y, . .
.

, Xj , Y^ aufstellen und die aus ihnen durch

Elimination von X, Y, X^, Y^ sich ergebende Gleichung suchen.

Um die Rechnung möglichst zu vereinfachen, wollen wir zum An-

fangspuncte der Coordinaten den Punct [x, y) nehmen und die Axe

der X durch den Punct [x^, y^) legen, also x, y und y^ gleich Null

setzen. Dies ist gestattet, weil nach §. 8 die fünf Gleichungen un-

abhängig von der Lage der Coordinatenaxen sind. Die fünf Glei-

chungen werden damit:

X + x\ + X, + X3 = , r+ Y, + Y, + 1-3 = 0,

X,y, + X32/3 = ,
Y,x, + Y,x, + y3.r3 = ,

X^x^ + X,a;, — Fe, 3/2 + Xg^Tj — 1^3= .
',

Hiervon ist aber bereits die dritte Gleichung: X,y^ + X33/3 = als

durch Elimination von X, Y, X^, Y^ hervorgegangen anzusehen und

wir sind damit weiterer Rechnung überhoben. Bezeichnen wir die

Puncte (.r, 3/), [x^, yj ,
... und die Kräfte (X, Y

,
{X,, Y^) , ...

kurz durch A, B, C, D und P, Q, B, S, so drückt diese Gleichung

aus, dass, wenn man von den zwei auf C und D wirkenden Kräften

B und S jede in zwei zerlegt, von denen die eine mit AB parallel,

die andere auf AB perpendiculär ist, und man die zwei mit AB
parallelen Kräfte in die Abstände ihrer AngrifFspuncte C und D von

AB multiplicirt, die Summe dieser Producte Null ist.

Es hat keine Schwierigkeit, sich von der Wahrheit dieses Satzes

unmittelbar zu überzeugen. Man lasse nämlich ähnlicherweise, wie

vorhin bei einem Systeme von drei Puncten, die zwei Puncte A und

B unbeweglich werden. "Wegen der Unveränderlichkeit des Inhaltes

der Dreiecke ABC und ABD bleiben alsdann C und D nur noch

in Parallelen mit AB beweglich. Nach der Zerlegung der jetzt

allein zu berücksichtigenden Kräfte R und S nach Richtungen, die

auf AB perpendiculär und mit AB parallel sind, können daher die

auf ^5 perpendiculären Kräfte von beliebiger Grösse sein. Zwischen

den mit AB parallelen Kräften aber, Avelche resp. B' und S' heissen,

muss eine Relation stattfinden, Avelche dadurch bestimmt wird, dass

das Dreieck ABC seinen Inhalt nicht ändert, wobei auch das Drei-
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eck BCD, wegen der Beständigkeit des Inhalts von ABC, ABD
seinem Inhalte nach unverändert bleiben wird. Es ist aber der In-

halt des Dreiecks ACD :

ACD = ^{x^i/^ —x,ij^).

Soll nun derselbe constant bleiben, während C und D sich in Pa-
rallelen mit AB, d. i. mit der Axe der x bewegen, während also

?/., und 2/3 constant bleiben und x^ und x^ sich etwa um c und d
ändern, so muss cy^ — dy^_ = sein; die mit AB parallelen Wege
c und d der Puncto C und D müssen sich daher wie die Entfer-

nungen 3/2 und y^ derselben von AB verhalten. Nach dem Princip

der virtuellen Geschwindigkeiten müssen aber die "Wege c und d,

welche C und D vermöge ihrer Verbindung gleichzeitig beschreiben

können, multiplicirt in die nach diesen Wegen wirkenden Kräfte

A'2 und X3, eine Summe gleich Null geben; es muss folglich

Xj c -\- X3 d = {) sein ; wie zu erweisen war.

§. 13. Verfährt man auf ähnliche Weise bei einem Systeme

von fünf Puncten A, B, C, D, E, nimmt den ersten derselben, A
oder [x, y)^ zum Anfangspuncte der Coordinaten und legt die Axe
der X durch den zweiten, B oder [x^, y^), so ist es die Gleichung;

X-.Vi + -^32/3 + X,y,=0
,

welche aus der Elimination von X, Y, X^, Y^ hervorgegangen zu

betrachten ist. Sie zeigt an, dass, wenn man die auf C, D, JE wir-

kenden Kräfte Q, R, S auf AB projicirt, und diese Projectionen

resp. in die Abstände der Puncto C, D, E von AB multiplicirt, die

Summe dieser Producte Null sein muss.

Um sich auch hiervon den Grund unmittelbar aus dem Princip

der virtuellen Geschwindigkeiten deutlich zu machen, nehme man
wniederum A und B unbeweglich an. Da die Figur AB CEE, und
folglich auch jedes der beiden Vierecke ABCD und ABDE, sich

immer gleich bleiben sollen , so sind nach dem Vorigen die Puncto

CEE nur in Parallelen mit AB beweglich, und wenn c, d, e die

gleichzeitig von ihnen beschriebenen Wege bedeuten, so verhalten

sich c : d = y^^ : y^ und d : e ^ y^ : y^ ; d. h. die von C, D, E parallel

mit AB beschriebenen Wege sind den Abständen dieser Puncto von

AB proportional, und es muss folglich, da die auf C, D, E wirken-

den Kräfte, nach den Richtungen dieser Wege geschätzt, gleich

Xj , X3 , X^ sind, beim Gleichgewichte X^ t/^ + X3 3/3 -f- X_. 2/4 ^
sein.

Veherhaupt also — denn dieselben Schlüsse lassen sich auch
auf jedes System von mehreren Puncten ausdehnen — jnüssen bei
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einem Systeme von n Puncten, die Abstände ton n — 2 derselben ton

der Geraden^ welche die zwei übrigen Puncte verbindet^ multiplicirt

mit den resp. auf die Puncte wirkenden und parallel mit jener Ge-

raden geschätzten Kräften^ eine Summe gleich Null geben. Der
Grund hiervon aber kann unmittelbar in der Anwendung des Prin-

cips der virtuellen Geschwindigkeiten auf den Satz nachgewiesen

werden, dass bei einem Systeme von Puncten in einer Ebene, welches

sich immer gleich bleiben soll, sobald zwei der Puncte unbeweglich

gesetzt werden, die übrigen in Parallelen mit der jene zwei Puncte

verbindenden Geraden beweglich bleiben, und dass die gleichzeitig

von ihnen beschriebenen Wege sich wie ihre Entfernungen von der

Geraden verhalten.

§. 14. Werden in der Ebene ausser dem Systeme der recht-

winkligen Coordiuaten x und y noch zwei dergleichen beliebig an-

genommen, und sind in Bezug auf sie x\ y' und rc", y" die Coordi-

naten des Punctes [x, y), sowie {X', Y') und (X", Y") die Ausdrücke

der auf diese neuen Systeme bezogenen Kraft [X, Y); sind endlich

a und a' die Winkel der Axen der x' und x" mit der Axe der x,

so hat man nach §. 8

:

2 X' y'=— sin a .cos a .— (Xrr— Yy] + cos a- .^Xy— sin a' . 2 Yx,

2X"y"=~sin a'.cos a'.:2[Xx— Yy) -+- cos a'-.:2Xy— sin a'\ 2 Yx.

Es folgt hieraus, wenn man i^ Xy = , 2 X' y' == und

2X"y" = setzt:

= sin cc . cos a . 2 [Xx — Yy) -\- sin a'- . 2 Yx
,

= sin u' . cos a' . 2{Xx — Yy) -f- sin cc'-. 2 Yx
,

und hieraus:

= sin a . sin a' . sin [a' — a) . 2 Yx
,

= sin a . sin a' . sin {a — a) . 2{Xx — Yy)
;

folglich 2Yx = und i:{Xx — Yy) = 0, wofern weder a, noch a',

noch a' — a, einem Vielfachen von 180° gleich ist, d. h. wofern von

den drei Axen der x, der x' und der x" keine zwei mit einander

parallel sind. Statt der obigen fünf Bedingungen des Gleichge-svichtes

kann man daher auch folgende fünf setzen:

2X = 0, 2Y=0, 2Xy = 0, 2X'y' = 0, 2X"y" = 0;

d. h. Bei einem i?i eitler Ebene enthaltenen Systeme ton Kräften, tvelche

auf Puncte der Ebene icirken^ die dergestalt beiveglich sind, dass die

von ihnen gebildete Figur sich immer gleich bleibt, ist es zum Gleich-

geicichte nothwendig und hinreichend: erstens, dass die Kräfte, xcenn

sie parallel mit ihren Richtungen an einen und denselben Punct ge-
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tragen werden
, sich das Gleichgewicht halten , und dass zweitens für

Jede V071 drei in der Ebene liegenden Azen, vo?i de?ien keifte zwei mit

einander parallel si?id, die Summe der Entfernungen der Puncte vo?i

der Axe, Jede Entfernung vorher mit der auf den Punct wirkenden

und nach der Richtung der Axe geschätzten Kraft multiplicirt,

Null ist.

Zusätze, a) Sind diese Bedingungen erfüllt, so gilt die Relation,

welche für jede der drei Axen stattfindet, auch für jede vierte.

b) Die Nothwendigkeit dieser Relation für jede Axe der Ebene
lässt sich auf ähnliche Art wie im Obigen unmittelbar dadurch be-

weisen, dass man die Axe als mit zu dem Systeme der Puncte ge-

hörig betrachtet und unbeweglich annimmt, als wodurch die Puncte

nur parallel mit dieser Axe beweglich bleiben, und ihre gleich-

zeitigen Geschwindigkeiten sich wie ihre Entfernungen von der Axe
verhalten.

c) Hat das System in der That eine unbewegliche Axe, oder,

was dasselbe ist, zwei unbewegliche Puncte, so ist es zum Gleich-

gewichte schon hinreichend, wenn hinsichtlich dieser Axe allein die

vorhin gedachte Relation besteht.

§. 15. Ein System von vier oder mehreren Puncten im
Räume bleibt sich gleich, wenn jede von je vier Puncten gebildete

Pyramide ihren Inhalt nicht ändert. Es entsteht daher noch die

Frage nach den Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen Kräften,

welche auf dergestalt im Räume bewegliche Puncte wirken, dass

jede von je vier Puncten gebildete Pyramide von gleichem Inhalte

bleibt. Die deshalb anzustellende Rechnung ist der für den eben

betrachteten Fall, wo das System in einer Ebene enthalten war, ganz

ähnlich, daher wir dieselbe nur kurz andeuten wollen.

Ist das System der Puncte {x
, g, z) dem System der Puncte

[t, u, v] gleich, so finden zwischen den Coordinaten jedes Punctes

des einen Systems und den Coordinaten des entsprechenden Punctes

im anderen System Gleichungen von der Form statt:

x = at -\- b u -\- c V -\-f ,

y = a't + b'u + c'v-\-f'

,

z = a t -f- }>'u -{- c' V -\-f" .

Zwischen den von einem Puncte zum anderen constanten Zahlen

«, J, . .
.

, c" aber besteht die Relation

:

(1) a{}) c' — b"c'] -I- b{c'a" — c"a) -\- c{a b" — ab') = 1 .

Wir nehmen nun an, dass die Puncte [t, u, v) ungeändert bleiben,

die Puncte [x, g, z) aber ihre Lage um ein unendlich Geringes so
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ändern, dass die von ihnen gebildete Figur der Figur der Puncte

(t, ti, v), und folglich auch sich selbst, gleich bleibt. Die dadurch

entstehenden Aenderungen von x, y, z ergeben sich durch Differen-

tiation der obigen "Werthe dieser Coordinaten, indem man dabei blos

t, u, V constant annimmt und zwischen den Differentialen von

a, ^, . .., c", die aus der Differentiation von (1) entspringende Gleichung

bestehen lässt. Substituirt man in diesen Werthen von J.r, dy , dz

für t^ u^ V ihre durch x, y, z ausgedrückten Werthe, so kommt:

dx = df ^ [x —f) da + [y —f) dß + [z —f) dy
,

dy = df' + {x-f) da' + 'y -/') dß' + [z -/") dy'
,

dz = df'+ [x-f] da"+ [y -/') dß"+ [z -f')dy" ,

wo da, dß, ..., c//' Functionen von a, b, ..., c" und deren Differen-

tialen sind, die ausserdem, dass zwischen da, dß' und dy" wegen (J)

die Relation

(2) da -f- dß' + dy" =
besteht, von einander ganz unabhängig sind.

Sei nun (X, Y, Z) die auf den Punct {x, y, z) wirkende Kraft.

Man entwickele ^{Xdx -f- Ydy -|- Zdz), indem man für dx, dy, dz

ihre vorhin angegebenen Werthe setzt. Da dieses Aggregat bei jeder

möglichen Verrückung der Puncte [x, y, z) Null sein muss , so er-

geben sich mit Berücksichtigung von (2) und wegen der übrigens

von einander unabhängigen Differentiale da, dß, ... dy". folgende elf

Gleichungen als Bedingungen des Gleichgewichtes:

^X = 0, ^¥=0 . 2Z = ,

^Yz=0
,

:SZx = , 2Xy = ,

^Zy = , ^Xz = , lYx^O
,

:SXx = :2 Yy = ^Zz .

Ganz wie bei einem Systeme von Puncten in einer Ebene, und wie

auch schon aus der Natur der Sache folgt, lässt sich auch hier

zeigen, dass diese Gleichungen von der Lage des Coordinatensystems

unabhängig sind. Legt man die Ebene der x, y durch die Puncte

{x, y, z), [x^, y^, z^), [x^, y^, z^), so werden c, 0,, z,_ gleich Null,

und die Gleichungen ^Xz = und ^Yz = reduciren sich auf

(3) X,z,-\-X,z, + ... = Q und Y,z, + Y,z^ -{-..:= .

Sie sind als das Resultat der Elimination der neun Kräfte X, Y, Z.

X^, Yj , Z, , X„, Y^ , Z, aus den elf Gleichungen zu betrachten.

§. 16. Besteht das System nur aus vier Puncten, so ist zufolge

letzterer zwei Gleichungen Xj := und Yg = . d. h. die Kraft

am Puncte [x^, y^, z^) muss auf der Ebene der x, y, also auf der
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durch die drei übrigen Puncte zu legenden Ebene, perpendiculär

sein. Heissen daher A, B, C, D die vier Puncte und P, Q, R, S
die auf sie wirkenden Kräfte, so muss R auf der Ebene ABC, und

aus gleichem Grunde P auf BCD, Q auf CDA, R auf DAB per-

pendiculär sein. Jede dieser vier Bedingungen gibt zwei Gleichun-

gen, mit denen die drei davon unabhängigen Gleichungen ^X = 0,

^Y= 0, ^Z =0 zusammen elf machen, wie erforderlich.

Zum Gleichgewichte zxmschen vier Kräften, deren Angriffspuncte

eine sich ihrem hihalte nach immer gleich hleihende Pyramide bilden, ist

es daher nothicendig und hinreichend , dass die Richtung jeder Kraft auf

der dem Angriffspuyicte der letzteren gegenüberliegenden Seitenfläche

der Pyramide senkrecht ist, und dass alle vier Kräfte, wenn sie pa-

rallel mit ihren Richtungen an einen Punct getragen werden, sich das

Gleichgewicht halten.

Die Nothwendigkeit der ersten dieser drei Bedingungen erhellt

ebenso, wie im Obigen beim Dreieck, auch dadurch, dass man drei

oder vier Puncte unbeweglich werden lässt. Denn alsdann ist der

vierte Punct nur in einer Ebene beweglich, welche mit der durch

die drei ersteren Puncte zu führenden Ebene parallel liegt; folg-

lich u. s. w.

Zusatz. Unter den elf Bedingungsgleichungen sind oiFenbar

auch die bekannten sechs: ^X = 0, ..., '^[Yz— Zy) =0, ... mit

enthalten , welche allein erfüllt sein müssen , wenn die gegenseitige

Lage der Angriffspuncte unveränderlich ist. Da nun in diesem

Falle zum Gleichgewichte zwischen vier Kräften erfordert wird, dass

jede Gerade, welche die Richtungen dreier Kräfte schneidet, auch

der Richtung der vierten begegnet, so erlangen wir damit folgenden

geometrischen Satz:

Werden von den Ecken einer dreiseitigen Pyramide Perpendikel

auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt, so schneidet jede Gerade,

welche drei dieser Perpendikel trifft, auch das vierte. Wie bekannt

nämlich, schneidet von diesen vier Perpendikeln im Allgemeinen keines

das andere.

§. 17. Bei einem Systeme von fünf Puncten reduciren sich

die Gleichungen (3) auf:

X,z, + X,2, = , i>, + Y^ ^^ = ,

folglich

-^3 • -^4 "^ ^^3 •
^^"4 = ^4-^3 •

Sind demnach A, B, C, D, E die fünf Puncte, P, Q, R, S, T
die auf sie resp. wirkenden Kräfte, und S' T die parallel mit der
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Ebene ABC geschätzten Kräfte S, T, so müssen S' , T mit einander

parallel, und es muss S' z^ -\- T z^ = sein, wo z^, z^ die Ab-

stände der Puncte D, E von der Ebene ABC sind.

Wir AvoUen den Grund hiervon durch ähnliche geometrische

Betrachtungen, wie bei Puncten in einer Ebene, uns deutlich zu

machen suchen. Seien A, B, C, D, E fünf Puncte im Räume, A, B, C
unbeweglich, D, E aber dergestalt beweglich, dass das System der

fünf Puncte sich immer gleich bleibt, und daher jede der aus ihnen

zu bildenden Pyramiden ihren Inhalt unverändert behält. Sind nun

D', E' zwei andere Oerter, welche die Puncte i>, E zufolge ihrer

Beweglichkeit einnehmen können, so ersieht man zuerst, dass wegen

der Unveränderlichkeit des Inhalts der Pyramiden AB CD, ABCE
die Geraden DD', EE' der Ebene .4 i5 C parallel sein müssen. Man
denke sich ferner die Geraden DE, D' E' gezogen, welche die Ebene

ABCinK, K' schneiden, so sindK und K' in den zwei einander gleichen

Systemen A, B, C, D, E und A, B, C, D', E' einander entsprechende

Puncte, und es ist folglich die Pyramide ABKD = ABK'D' =
ABK'D, folglich das Dreieck ABK= ABK', und aus ähnlichem

Grunde BCK=BCK'\ welches nicht anders möglich ist, als wenn

K' mit K zusammenfällt. Die Geraden DE und D'E' treffen mit-

hin die Ebene ABC in einem und demselben Puncte; woraus wir

weiter schliessen, dass die Puncte K, D, E, D' , E' in einer Ebene

liegen, dass folglich die Wege DD' und EE', welche D und E
gleichzeitig beschreiben können, nicht nur mit der Ebene ABC,
sondern auch mit einander parallel sind und sich wie KD und KE,
also auch wie ihre Abstände z^ und z^ von der Ebene ABC ver-

halten.

Hiernach kann, wenn von den zwei Wegen DD' und EE' der

eine gegeben ist, der andere sogleich gefunden werden. Setzt man
nämlich die Projectionen von DD' auf die Axen der x und y resp.

gleich mz^ und nz^, wo m und n zwei beliebige Zahlen sind, so sind

die Projectionen von EE' auf dieselben Axen gleich mz^ und nz^.

Die Projectionen auf die Axe der z aber sind beiderseits gleich Null.

Wirken nun auf D und E die Kräfte (Xj, Y^, Z^ und

(X^, Y^ , ZJ, so hat man nach dem Princip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten für das Gleichgewicht:

X3 . mz^ -h Tg . nz^ + X, . mz. -{- Y^ . 7iz^ = ,

folglich, wegen der gegenseitigen Unabhängigkeit der Zahlen m und n,

X,z^ 4- X,z, = , Y,z, -H I>, = ,

wie vorliin.
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§. 18. Kommt zu D und E noch, ein dritter, nach dem Ge-
setze der Gleichheit beweglicher Punct F hinzu, so dass jetzt das

System der sechs Puncte A, B, C, D, E, F, in welchem A, B, C unbe-

weglich sind, sich immer gleich bleibt, so müssen, weil dann auch

jedes der beiden Systeme ABCDE und AB CEF besonders sich

gleich bleiben muss, die Wege von D und E, wie vorhin, mit der

Ebene ABC und mit einander parallel sein und sich wie ihre Ab-
stände von dieser Ebene verhalten, und dasselbe muss von den

Wegen von E und F gelten. Die gleichzeitig von sämmtlichen drei

Puncten D, E, F beschriebenen Wege müssen daher mit einander

und mit der Ebene ABC parallel und ihren Abständen von dieser

Ebene proportional sein. Diese Bedingungen sind aber nicht allein

nothwendig, sondern auch hinreichend, weil durch sie mit dem will-

kürlich angenommenen Wege eines der drei Puncte, D, (nur muss

er parallel mit ABC sein) die Wege der beiden übrigen Puncte

vollkommen bestimmt werden, und weil, wenn zwei Systeme von

vier Puncten A, B, C, D und A, B, C, D' einander gleich sind,

zu jedem fünften Puncte in dem einen Systeme ein entsprechender

im anderen unzweideutig gefunden werden kann.

§. 19. Man sieht von selbst, wie diese Betrachtungen auf

Systeme von noch melireren Puncten ausgedehnt werden können.

Ueberhaupt nämlich:

Hat man ein System, bestehend aus einer unbeweglichen Ebene

und mehreren Puncten, die dergestalt beweglich sind, dass das

System sich immer gleich bleibt, so sind die Wege der Puncte mit

einander und mit der Ebene parallel und verhalten sich wie ihre

Abstände von der Ebene ; und umgekehrt : Averden diese Bedingungen

bei der Bewegung der Puncte erfüllt, so bleibt sich das System gleich.

Sollen nun Kräfte, an den also beweglichen Puncten angebracht,

sich das Gleichgewicht halten, so muss, wenn jede Kraft, geschätzt

nach einer und derselben, mit der unbeweglichen Ebene parallelen,

sonst willkürKchen Richtung, in den Abstand ihres Angriffspunctes

von der Ebene multiplicirt wird, die Summe dieser Producte Null

sein. Und wenn diese Summe für irgend zwei solcher Richtungen

Null ist, so ist sie es auch für jede dritte mit der Ebene parallele

Richtung, und es herrscht Gleichgewicht.

Hat das System keine unbewegliche Ebene, so muss beim Gleich-

ge"^^ächte die jetzt für die unbewegliche Ebene angegebene Bedin-

gung in Bezug auf jede von vier willkürlichen Ebenen erfüllt werden,

und ausserdem müssen die Kräfte, an einen und denselben Punct
verlegt, sich das Gleichgewicht halten.
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Denn wegen des ersteren hat man viermal zwei und wegen des

letzteren drei Gleichungen, also zusammen elf; wie zum Gleichge-

wicht erforderlich ist. Nur dürfen von den vier Ebenen keine zwei

einander parallel und keine drei mit einer und derselben Geraden

parallel liegen ; oder kürzer : die vier Ebenen müssen mit den Flächen

emer dreiseitigen Pyramide parallel sein.

in. Yom Glleicligewichte bei sich affin bleibenden Fignren.

§. 20. Zwei Systeme von Puncten in Ebenen stehen in der

Verwandtschaft der Affinität, wenn die Fläche jedes aus den Puncten

des einen Systems zu bildenden Dreiecks zu der entsprechenden

Dreiecksfläche des anderen Systems ein constantes Verhältniss hat.

Ist daher von drei ebenen Figuren die erste der zweiten gleich , als

wobei dieses constante Verhältniss das der Gleichheit ist, und die

zweite der dritten ähnlich, so ist die erste der dritten affin verwandt

;

und man kann umgekehrt zu zwei affinen Figuren immer eine dritte

construiren, welche der einen von beiden gleich und der anderen

ähnlich ist. Sind demnach Puncte in einer Ebene dergestalt be-

weglich, dass die von ihnen gebildete Figur sowohl zu jeder anderen

ihr ähnlichen, als zu jeder anderen ihr gleichen Figur übergehen

kann, so kann sich die anfängliche Figur auch in jede andere ihr

affine verwandeln, und alle Figuren, welche ein mit solch einer

doppelten Beweglichkeit begabtes System von Puncten annehmen

kann, sind einander, wo nicht ähnlich oder gleich, doch affin. Auf

eben diese Weise werden daher auch die Bedingungen für das

Gleichgewicht eines solchen Systems aus den Bedingungen, welche

wir bei der Aehnlichkeit und bei der Gleichheit fanden, zusammen-

gesetzt sein.

Die Bedingungen für das Gleichgewicht zwischen Kräften an

Puncten in einer Ebene, die eine sich immer affin bleibende Figur

bilden, sind hiernach folgende sechs:

2X = , 3 y= , 2X1/ = , 2Yx = ()
,

2{Xx —Yy) = 0, :5{Xx -H Yy) = ,

wo wir statt der zwei letzten noch einfacher setzen können

:

2Xx = :^Y!/ = .
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§.21. Da alle Dreiecke einander affin sind, so kann hier

zwischen drei Kräften noch kein Gleichgewicht bestehen, Avohl aber

zwischen vier Kräften. In diesem Falle, und wenn wir grösserer

Einfachheit willen die Axe der x durch die Puncte [x, y) und {x^, y^]

legen, gehen die dritte und sechste der sechs Gleichungen über in

^2^-2 + ^^^3 = und Y^y^ + Y^y^ = ,

folglich

^t ' ^3 ^= ^i Y^
}

d. h. die zwei Kräfte (X^ , Y^) und [X^ , Y^) sind einander parallel,

und ebenso müssen auch je zwei andere der vier Kräfte, also alle

vier Kräfte überhaupt, einander parallel sein. Nehmen wir daher

jetzt die Axe der x mit den EJräften parallel an, so werden alle Y
Null, die zweite, vierte und sechste der sechs Gleichungen werden

damit identisch, und es bleiben nur noch die erste, dritte und fünfte:

2X = , ^Xy = 0, :2Xx =
zu berücksichtigen. Von diesen sind die zwei ersten die bekannten

Bedingungsgleichungen für d?,s Gleichgewicht paralleler Kräfte,

wenn sie auf fest mit einander verbundene Puncte wirken. Die

dritte gibt in Verbindung mit den zwei ersten zu erkennen, dass der

Mittelpunct je dreier der vier Kräfte zugleich der Angriffspunct der

jedesmal vierten Kraft ist (vergi. §. 5, h).

Sollen daher in einer Eboie an vier Puncten, die dergestalt be-

weglich sind, dass die von ihnen gebildete Figur sich immer affin

bleibt, Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so 7nüsse?i die vier Kräfte

sämmtlich einander parallel sein, und ausser den zicei Bedingungen,

welche zum Gleichgewichte zwischen parallelen Kräften an fest mit

einander verbundenen Puncten erforderlich sind, muss noch die erfüllt

werden, dass der Mittelpunct irgend dreier der vier Kräfte der An-

griffspunct der vierten Kraft ist; ico dann auch der Mittelpunct von

je drei anderen der vier Kräfte der Atigriffspunct der jedesmal übrigen

Kraft sein wird.

§.22. "Wenn dem Systeme von Puncten in einer Ebene, welche

nach dem Gesetze der Affinität beweglich sind, eine unbewegliche

Gerade, oder, was dasselbe ist, zwei unbewegliche Puncte hinzuge-

fügt werden, so reducirt sich die Anzahl der Bedingungsgleichungen

für das Gleichgewicht auf zwei. Nehmen wir z. B. an, die Axe der

X solle unbeweglich werden, und fügen zu dem Ende zwei in ihr

liegende unbewegliche Puncte [x
, 0) und [x", 0) hinzu. Findet nun

Gleichgewicht statt, so "^^-ird dasselbe noch bestehen, wenn wir letz-

tere zwei Puncte in Verbindung mit den Puncten des Systems nach

Mob ins Werke HI. 36
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dem Gesetz der Affinität beweglich sein lassen und an ihnen zwei
Kräfte {X', Y') und {X", Y") anbringen, welche in Verbindung mit
den Kräften {X, Y) u. s. w. den obigen sechs Gleichungen Genüge
jthun, so dass man also hat:

X' -{- X" + 2X = , Y' -\-Y" + ^Y=0
,

^Xy = 0, Y'x' + Y"x" -{- :SYx=0
,

2Ytj =0
, x!x' + x'x:' + :^ x^ = .

Sind aber die Puncte [x' , 0) und {x\ 0) unbeweglich, so kom-
men die an ihnen angebrachten Kräfte nicht mehr in Betracht und
die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht sind diejenigen

zwei, welche nach Elimination von X', Y', X", Y" aus letzteren

sechs Gleichungen übrig . bleiben, also:

^Xy = ^ , 3r?/ = .

Sie zeigen an, dass wenn man jede Kraft, geschätzt nach einer

und derselben, aber beliebigen Richtung, in den Abstand ihres An-
griffspunctes von der unbeweglichen Linie multiplicirt , die Summe
dieser Producte Null sein muss. Man kann nämlich statt letzterer

zwei Gleichungen auch die einzige

cos a . 2 Xy + sin « . -^ Yy =
schreiben, wo a einen constanten, aber beliebig zu nehmenden "Win-

kel bedeutet. Setzt man nun noch X = P cos </: , Y = P sin
(f,

wo
daher P die Intensität der Kraft (X, Y) und q) den Winkel ihrer

Richtung mit der Axe der x bedeutet, so wird jene Gleichung:

2P cos
{(f
— a) .y = ,

und drückt unter dieser Form die ausgesprochene Bedingung aus.

Hat das System keine unbewegliche Linie, so muss diese Be-
dingung in Bezug auf drei gerade Linien der Ebene erfüllt werden,

wenn GleichgeAvicht stattfinden soll. Nur dürfen diese drei sich

nicht in einem Puncte schneiden und auch nicht alle drei mit ein-

ander parallel sein. Man wird nämlich somit zu dreimal zwei Glei-

chungen geführt, welche in ihrer einfachsten Form keine anderen

als die sechs vorhin aufgestellten sind.

§. 23. Den umgekehrten Weg von demjenigen einschlagend,

welchen wir bei einem nach dem Gesetze der Gleichheit beweg-
lichen Systeme von Puncten befolgten, wollen wir noch aus der jetzt

erhaltenen Bedingung des GleichgeAvichtes an einem sich affin blei-

benden Systeme von beweglichen Puncten und einer unbeweglichen

Geraden, welche sämmtlich in derselben Ebene begriffen sind, die

Art der Beweglichkeit selbst zu bestimmen suchen.
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Zu dem Ende haben wii- nur die jetzt gefundene Gleichung

2Xy . cos a -}- J Yy . sin a =
mit der aus dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten folgenden

^Xdx-i- ^Ydy=:0
zu vergleichen. Hiernach muss , M-enn man dx = iy . cos a setzt,

unter i einen Proportionalitätsfactor verstanden , dy = iy . sin a,

dx^ = iy^ . cos a, dy^ = iy^ sin «, u.s.w., folglich ydx- + diß = iy,

u. s. w. und -~ = tang or, u. s. w. sem.

Si7id demnach zicei oder mehrere Puncte in ei7ier Ebene dergestalt

heiceglich, dass sie in Verhindung mit einer unheiceglichen Geraden

der Ebene [der Axe der x] eitie sich affin bleibende Figur bilden . so

sind die von ihnen gleichzeitig beschriebenen Wege {V d x^ -\- d y-j ihren

Abständen (y) von der Geraden proportional imd einander parallel

{indem Jeder mit der Axe der x den von einem Puncte zum anderen

Constanten Winkel a bildet).

Um dieses geometrisch darzuthun, darf nur bewiesen werden,

dass wenn zwei Vierecke ABCD und AB CD' in einer Ebene,

welche eine gemeinschaftliche Seite AB haben, einander affin sind,

die Linien CC und DD' einander parallel sind und sich wie die

Abstände ihrer entsprechenden Endpuncte , C und D oder C und
D' von der gemeinschaftlichen Seite AB verhalten. Ich übergehe

aber den Beweis hiervon, da er dem im Obigen geführten Beweise

für den analogen Satz bei einander gleichen Figuren ganz ähn-

lich ist.

Daraus endlich, dass, wenn das System keine unbewegliche Linie

hat, die Bedingung für das Gleichgewicht, welche beim Vorhanden-

sein einer unbeweglichen Linie stattfindet, in Bezug auf drei Linien

der Ebene erfüllt sein muss, können ^vir folgendes Porisma schhessen:

Hat mafi in einer Ehe7ie zwei einander affine Systeme von Puncten

\md drei gerade Linie7i, welche sich 7iicht in ei7iem Pu7icte sch7ieiden

und auch 7iicht alle drei mit einander parallel sind, so ist es im77ier

möglich, die Pu7icte des ei7ien Systems mit de7i entsprechende7i des

a7ideren dadurch zur Comcide7iz zu b7'inge7i, dass ma7i sie parallel mit

einander um Linie7i fortbexcegt, 7celche ihren [der Pu7icte) E7itfer7iU7ige7i

V071 der eine7i der drei Gerade7i propoi'tio7ial sind, U7id dass man die-

selbe Operatio7i i7i Bezug auf jede der beiden anderen Geraden tcie-

dei'holt.

§. 24. Aus demselben Grunde, wie bei einem Systeme von

Puncten in einer Ebene, sind auch bei einem Systeme von Puncten

36*
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im Eaume, wenn sich dasselbe affin bleiben soll, d. h. wenn bei

der Bewegung der Puncte die Verhältnisse zwischen den aus ihnen
zu bildenden Pyramiden sich nicht ändern sollen, die Bedingungen
des Gleichgewichtes aus denen zusammengesetzt, welche stattfinden

müssen, wenn das System sich ähnlich und wenn es sich gleich

bleiben soll. Die Bedingungen des Gleichgewichtes bei einem sich

affin bleibenden System^e von Puncten im Räume sind demnach
(vergl. §. 4 und §. 15) folgende zwölf:

^X = , 3Xy = 0, 2Xz = 0, ^Xx = 0,

2z=o
, 2Zx = (), ^zij = o , :^Zz = o.

Hieraus folgt zunächst ebenso, wie bei einem Systeme von vier

Puncten in einer Ebene, dass, wenn das System im Räume nur aus

fünf Puncten besteht, die Richtungen der auf sie wirkenden Kräfte

einander parallel sein müssen; dass zweitens die Bedingungen erfüllt

sein müssen, welche zum GleichgeAvichte erforderlich sind, sobald
die gegenseitigen Entfernungen der Puncte unveränderlich angenom-
men werden; und dass drittens der Mittelpunct von irgend vier der
fünf parallelen Kräfte mit dem Angriffspuncte der fünften Kraft zu-
sammenfallen muss.

Man kann hierbei noch bemerken, dass, wenn bei einem Systeme
paralleler Kräfte, sei es in einer Ebene oder im Räume, von zwei
Angriffspuncten jeder der Mittelpunct der jedesmal übrigen Kräfte
ist, dasselbe auch von jedem dritten Angriffspuncte gilt, und dass

die Kräfte, nicht nur wenn ihre Angrifispuncte fest mit einander
verbunden sind, sondern auch dann, wenn sie nach dem Gesetze der
Affinität beweglich sind, sich das Gleichgewicht halten.

Denn ist — um den Satz nur von einem ebenen Systeme zu
beweisen — der Angriffspunct {x, y) der Kraft (X, Y) der Mittelpunct
der übrigen Kräfte, und werden die Kräfte parallel mit der Axe der
X, also Y, Y^, ... gleich Null angenommen, so hat man

^_ X,.r, 4-X,:r, + ••• _ —Xx + ^Xx
x, + x, + ... — x + :^x '

folglich

x:^x = :^Xx
,

Iund ebenso l
([]

y^X = 2Xy .

J

Ist ferner auch der Angriffspunct [x^
, y^) der Kraft A^^ der

Mittelpunct der übrigen Kräfte, so hat man auf gleiche Weise

:

a-jJ^X = :^Xx und y, JX = :^Xy . (2)
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Aus (1) und (2) aber folgt:

Da nun x^ — x und y^ — y nicht zugleich Null sein können,
so muss .5'X = sein, mithin auch 2Yy = und ^Xx = 0; wor-
aus das Uebrige von selbst folgt.

Statt der zwei letzten der obigen drei Bedingungen für das

Gleichgewicht an einem Systeme von fünf in affiner Lage bleibenden

Puncten im Räume (oder von vier Puncten in einer Ebene] kann
man daher auch die eine setzen, dass von zweien der Puncte jeder

der Mittelpunct der auf die jedesmal übrigen Puncte wirkenden pa-

rallelen Kräfte sein muss.

§. 25. Demjenigen endlich analog, was wir bei einem affin

bleibenden Systeme von einer beliebigen Anzahl von Puncten in

einer Ebene fanden, können wir, wenn das System im Räume ent-

halten ist, folgende Sätze aufstellen:

Herrscht in einem solchen Systeme Gleichgeivicht^ so ist die Summe
der Producte Null, loelche man erhält, icenn man jede Kraft, geschätzt

nach einer und derselbeti, aber heliehigen Richtung, in den Abstand
ihres Angriffspunctes von einer und derselben, aber beliebigen Ebene
muliiplicirt. — Ist diese Summe gleich Nidl, iii Bezug auf dieselbe

Ebene, für irgend drei nicht einer und derselben Ebene parallele Rich-

tungen, nach welchen man die Kräfte schätzt, so ist sie es auch für
Jede vierte Richtung. — U7id wenn dasselbe auch noch in Bezug aif drei

andere Ebenen gilt, icelche mit der ersteren eine Pyramide bilden, so

gilt es auch für jede fünfte Ebene, und es herrsclit Gleichgeicicht. —
Enthält das System eine unbewegliche Ebene, so braucht diese Be-
dingung bloss in Bezug aif diese Ebene erfüllt zu sein, icenn Gleich-

geicicht stattfinden soll.

Hinzufügen können wir noch die weiteren Sätze:

Wenn das System eine unbewegliche Linie oder einen unbeweg-
lichen Punct enthält, so muss die erwähnte Bedinjjuns in Bezu«-

auf jede von zwei Ebenen, welche sich in der Linie schneiden, oder

in Bezug auf jede von drei Ebenen, welche in dem Puncte zusammen-
stossen, beim Gleichgewichte erfüllt sein.

Bei einem sich affin bleibenden Systeme von Puncten, welches

zugleich eine unbewegliche Ebene hat, sind die Puncte dergestalt

beweglich, dass die von ihnen gleichzeitig beschriebenen Wege ein-

ander parallel und ihren Abständen von der Ebene proportional sind.

Dadurch, dass man alle Puncte eines Systems parallel fortbewegt

um Linien, welche sich wie die Abstände der Puncte von einer un-
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bewegt bleibenden Ebene verlialten, kann man das System mit jedem

anderen Systeme zur Congruenz bringen, welches dem ersten affin

ist und mit ihm die gedachte Ebene gemein hat.

Dadurch, dass man dieselbe Operation in Bezug auf zwei Ebenen,

oder auf drei Ebenen, welche sich nicht in einer und derselben Ge-
raden, auch nicht in einer unendlich entfernten schneiden, oder in

Bezug auf vier Ebenen wiederholt, welche nicht einen und denselben

Punct, auch nicht einen unendlich entfernten, mit einander gemein

haben, — dadurch kann man das gegebene System mit jedem an-

deren ihm affinen Systeme zur Congruenz bringen, welches im ersten

Falle die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, im zweiten Falle

den Durchschnittspunct der drei Ebenen mit dem gegebenen Systeme

gemein hat, im dritten Falle aber jede beliebige Lage zu dem ge-

gebenen Systeme haben kann.

Eine Untersuchung über das Gleichgewicht bei der noch ent-

fernteren Verwandtschaft der Collineation anzustellen, behalte ich

mir für ein anderes Mal vor und bemerke hier nur, dass unter den

Bedingungsgleichungen bei dieser Venvandtschaft alle diejenigen mit

vorkommen, welche wir bei der Affinität fanden, — denn je zwei

einander affine Figuren stehen auch in der Verwandtschaft der Col-

lineation. — dass aber die übrigen Bedingungsgleichungen von den
Coordinaten der Angriffspuncte die Quadrate und Producte der

zweiten Dimension enthalten.



Einfacher Beweis des vom Herrn Geli. Hofratli

Schweins im 32. Bande dieses Journals Nr. 25

mitgetheilten statischen Satzes.

[Crelle's Journal, 1848, Band 36, p. 89—90.]





§, 1. Zwei nicht in einer Ebene wirkende Kjräfte p, q lassen

sich in ein Kräftepaar nnd in eine einzelne nicht in der Ebene des

Paares enthaltene Ivraft verwandeln. Heisse t die einzelne Kraft,

und ?^, V seien die Kräfte des Paares. Weil hiernach p, q mit t, w, v

gleiche "Wirkung haben sollen, so muss die Summe der auf irgend

eine Axe bezogenen Momente von /j, q der Summe der auf dieselbe

Axe bezogenen Momente von t, v, v gleich sein. Schneide nun eine

mit der Ebene des Paares w, v parallel gelegte Ebene die Richtungen

p, q, t resp. in den Puncten P, Q. T und Averde die Gerade PQ
zur Axe genommen, so sind die Momente von p und q einzeln Null,

weil p sowohl als q von PQ geschnitten wird. Da ferner ein

Kräftepaar in der Ebene, in welcher es wirkt, ohne Aenderung

seiner Wirkung beliebig verlegt werden kann, und weil PQ, als

eine Gerade, die in einer mit der Ebene des Paares parallelen Ebene

liegt, mit ersterer Ebene gleichfalls parallel ist, so können wir die

Kräfte u, v des Paares parallel mit PQ annehmen. Alsdann aber

sind die auf PQ bezogenen Momente von u und t-, jedes für sich,

ebenfalls Null. Mithin muss auch das auf PQ bezogene Moment

von t Null sein; folglich muss t mit PQ in einer Ebene Kegen,

und folorlich T ein Punct der Geraden PQ sein.

TVerdeti demnach zwei nicht in einer Ebene icirkende Kräfte p, q

in ei?i Kräftepaar w, v und eine einzelne Kraft t vericandelt, so liegen

die Puncte P, Q, T, in icelchen p, q, t ton irgend einer mit der Kbene

des Paares u , v parallelen Ebene geschnitten xcerden , i7i einer Ge-

raden.

§. 2. Unter den unendlich vielen Arten, auf welche diese Yer-

wandlung: möglich, gibt es bekanntlich eine, bei welcher die Ebene

des Paares u, v auf t normal ist. Die Lage, welche alsdann t hat,

werde mit t bezeichnet und heisse, wie in dem Aufsatze des Herrn

Schweins, die Hauptdrehlinie des Systems der Kräfte ^j , q
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(sowie jedes anderen Systems von Kräften , welches auf p, q redu-

cirbar ist). Für diesen besonderen Fall lautet der vorige Satz also:

Die Puncte T. P, Q, vi de7ien die Hauptdrehlinie r eines Systems

V071 Kräften und die zwei Kräfte p^ q, auf welche das System redu-

cii'har ist, vo?i einer auf % normalen Ebene geschnitten xcerden^ liegen

in ei?ier Geraden; oder itiit andereti Worten: eine die Michtungen p
und q schneide7ide und aif r noi^male Gerade schneidet auch die Rich-

tung T.

§. 3. Von hier bis zu dem Satze des Herrn Schweins ist jetzt

nur ein Schritt noch übrig. Diejenige Gerade nämlich, welche p
und q zugleich recht'^'inklig schneidet und folglich auf jeder mit p
und q zugleich parallelen Ebene normal ist, ist auch auf r normal,

weil p, q, % einer und derselben Ebene parallel sind. Wir schliessen

daher

:

Hat ein System vo7i Kräfte7i zwei iiicht in ei7ier Ebe7ie wirke7ide

Kräfte zu Resultanten, so wird vo7i der Geraden, welche diese zwei

Kräfte rechticinJclig sch7ieidet, auch die Hauptd7'ehlinie des Systems

rech ticinklig gesch7iitte7i .

Dass übrigens p. q und % oder die Richtung von t einer und

derselben Ebene parallel sind, erhellt sogleich daraus, dass die

Gleichheit der Wirkung von p, q einerseits und t, w, r andererseits

auch noch bestehen muss, Avenn die fünf Kräfte, parallel mit ihren

Richtungen, an einen und denselben Punct getragen werden. Denn
alsdann heben sich u und v, als zwei einander gleiche und direct

entgegengesetzte Kräfte, gegen einander auf, und es müssen folglich

p und q mit t gleiche Wirkung haben, folglich p) . q, t in einer

Ebene begriffen sein, folglich u. s. w.



üeber einen Beweis des Satzes vom

Parallelogramme der Kräfte.

[Berichte über die Verhandlungen der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissen-

schaften, math.-phys. Klasse, 1850, Bd. II, p. 10— 15*).]

*) Abgedruckt in Grunerfs Archiv der Mathematik und Physik, 1851,

Th. XVn, p. 475— 480. Abgedruckt und mit einer Nachschrift (vergl. weiter

unten) versehen in Crelle's Journal für die Mathematik, 1851, Bd. 42, p. 179—181.





Abgesehen von den als ungenügend anerkannten Beweisen dieses

Satzes, Avelclie man auf die Zusammensetzung der Bewegungen zu

gründen bemüht gewesen ist, lassen sich die übrigen Beweise in zwei

Klassen theilen. Bringt man nämlich den Satz unter die Form der

Aufgabe : zu zwei auf einen frei beweorlichen Punct wirkenden Kräften

eine dritte zu finden, welche, an demselben Puncte — wir wollen

ihn D nennen — angebracht, dieselbe Wirkung, wie erstere zwei in

Vereinigung, erzeugt, so umfasst die eine Klasse von Beweisen für

die bekannte Lösung dieser Aufgabe alle diejenigen, bei denen alle

noch in Betracht gezogenen Hülfskräfte denselben Punct D zum
Angriifspuncte haben. Bei der anderen Klasse von Beweisen lässt

man Hülfskräfte auch noch auf andere mit dem Puncte D und unter

sich in unabänderlichen Entfernungen sich befindende Puncte wirken.

Wenn nun auch die Zuhülfenahme noch anderer AngrifFspuncte

von Kräften der Schärfe des Beweises keinen Eintrag thun kann,

da das hierbei in Betracht kommende Princip von der Verlegung

der Kräfte ebenso evident wie jeder der übrigen Grundsätze der

Statik ist und auch im weiteren Fortgange dieser Wissenschaft nicht

entbehrt werden kann: so pflegt man doch Beweise der ersteren

Klasse denen der letzteren vorzuziehen, indem jene von D verschie-

denen Angriffspuncte von der Natur der Sache nicht geboten er-

scheinen. Von der anderen Seite ist nicht zu verkennen, dass die

Beweise der zweiten Klasse durchschnittlich eine ungleich elemen-

tarere Haltung haben, als die Beweise der ersteren, bei denen man
nicht selten ziemlich tief gehende Betrachtungen aus der höheren

Analysis in Anwendung bringt. Man denke nur an die von fran-

zösischen Mathematikern, namentlich von d'Alembert, Laplace, Poisson

und Pontecoulant*) gegebenen an sich treifliehen Beweise des Satzes.

Ich muss aber ofien bekennen, dass für einen so elementaren Gegen-

stand, als um welchen es sich hier handelt, aus der höheren Analysis

*; In dessen Theorie analytique du systerce du monde, Tome I. p. 4 u. folg.
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entlehnte Kunstgriffe mir noch weit fremdartiger und damit unstatt-

hafter, als jene zu Hülfe genommenen Angriffspuncte, zu sein scheinen.

Unter so bewandten Umständen hielt ich es für nicht ganz

überflüssig, einen von mir gefundenen Beweis für das Parallelogramm

der Kräfte zu veröffentlichen, der weder fremdartige Hülfspuncte,

noch der Elementarmathematik fremdartige Methoden in Anspruch
nimmt, sondern unmittelbar auf die Natur des Parallelogramms ge-

gründet ist und sich von den meisten übrigen Beweisen des Satzes

auch noch dadurch unterscheidet, dass sich bei ihm die Grösse und
die Richtung der Diagonalkraft nicht hinter einander, sondern gleich-

zeitig ergeben. Ich habe diesen Beweis bereits in meinem vor

13 Jahren herausgegebenen Lehrbuche der Statik (1. Theil, §. 80*))

mitgetheilt. Indessen lässt er sich, wie ich später bemerkt habe,

um ein Beträchtliches einfacher und übersichtlicher gestalten, als es

dort geschehen. Möge ihm daher hiesigen Orts eine nochmalige

Veröffentlichung, und zwar in der einfachsten Form, deren er fähig

sein dürfte, gestattet sein.

Vorläufig erinnere ich nur noch, dass man sich alle im Folgen-

den in Betracht kommenden Linien und Puncto in einer und der-

selben Ebene enthalten zu denken hat.

§. 1. Seien DB und AC (vergl. Fig. 1) zwei gleichgerichtetete

und gleich lange gerade Linien, und

A', B' , C die rechtwinkligen Projec-

tionen der Puncte A, B, C auf eine

durch D beliebig gezogene Gerade, die

wir in der Kürze x nennen wollen. Als-

dann haben auch die Abschnitte DB'
und A'C dieser Geraden a:, als die

rechtwinkligen Projectionen von DB und

AC auf X, einerlei (nicht entgegenge-

setzte) Richtung und gleiche Länge, und es ist folglich

DC = DA' 4- A'C = DA' + DB'
,

d. h. : "Werden zwei von derselben Ecke D ausgehende Seiten DA,
DB und die von derselben Ecke ausgehende Diagonale D C eines

Parallelogramms auf eine beliebig durch D gelegte Gerade recht-

Vergl. p. 109 des vorliegenden Bandes.
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winklig projicirt, so ist immer die Summe der Projectionen der beiden

Seiten der Projection der Diagonale gleich.

Diese Relation gilt übrigens stets, was auch die durch D ge-

zogene Gerade x gegen das Parallelogramm für eine Lage haben

mag, dafern nur je zwei Abschnitte von x mit einerlei oder ver-

schiedenen Zeichen genommen werden, jenachdem ihre durch die

Aufeinanderfolge der Buchstaben ausgedrückten Richtungen einerlei

oder einander entgegengesetzt sind. Denn alsdann ist immer auch

den Zeichen nach:

DB' = A' C und DC = DA' + A'C
,

mag A' zwischen D und C liegen, wie in Fig. 1, oder nicht.

§. 2. Nehmen wir noch an, dass jeder der beiden Winkel, welche

die Diagonale mit den beiden Seiten macht, zu einem rechten Win-
kel in einem rationalen Verhältnisse stehe, und setzen wir hiernach

die zwei Verhältnisse

ADC: 180° = a:m ,

CDB : 180° = h:m ,

wo a, h und m ganze positive Zahlen bedeuten. Man ziehe durch

D m gerade Linien, welche gleiche Winkel mit einander machen,

so dass um D herum Im Winkel, jeder gleich 180° : m, entstehen.

Dabei falle DC in eine der m Linien. Alsdann werden auch DA
und DB in dergleichen fallen, nämlich DA in die «*^ auf der

einen und DB in die 5^*^ auf der anderen Seite von DC liegende

Linie. Man projicire endlich jeden der drei Abschnitte DA, DB,
DC rechtwinklig auf jede der m Linien und betrachte alle diese

Projectionen ihrer Richtung und Grösse nach als auf den Punct D
wirkende Kräfte, so dass in jeder der m Linien drei Kräfte wirken,

z. B. in der obigen Linie x, wenn anders x eine dieser Linien ist,

die drei durch DA', DB', DC vorgestellten Kräfte. Da nun nach

vorigem Satze (in §. 1)

DA' + DB' = DC
ist, so Averden immer von den drei in einer und derselben der m
Linien enthaltenen Kräften diejenigen zwei, welche durch die Pro-

jectionen von DA und DB ausgedi-ückt werden, gleiche Wirkung
mit der durch die Projection von D C ausgedrückten Kraft haben.

Es werden daher auch, — wenn wir das System aller der Kräfte,

welche durch die Projectionen von DA auf die m Linien vorgestellt

werden, und wozu DA selbst mit gehört, mit S [DA') bezeichnen und
Aehnliches unter S [DB') und S [DC) verstehen, — es werden dann
auch die Systeme S[DA') und S [DB') in Vereinigung gleicliAm-



576 Vom Parallelogramm der Kräfte. §. 3.

kend mit dem Systeme S [DC) sein; oder kürzer, wenn vdx die

gleichfalls in D anzubringenden Resultanten dieser drei Systeme

beziehungsweise a, /i, / nennen: es wird / die Resultante von a und

ß sein.

§. 3. Wie bekannt, lässt sich aus den ersten Principien der Statik

leicht darthun, dass, w^enn von zwei oder auch mehreren auf einen

Punct "wirkenden Kräften eine jede mit Beibehaltung ihrer Richtung

ihre Grösse in gleichem Verhältnisse ändert , in demselben Verhält-

nisse auch die Resultante der Kräfte ihre Grösse ändert, während

ihre Richtung unverändert bleibt.

Nun sind die drei Systeme S [DA'), S [DB'), S [DC], als

geometrische Figuren betrachtet, einander ähnlich, indem jedes der-

selben dadurch entsteht, dass man auf eine der m Linien, welche

sich in D unter gleichen Winkeln schneiden, von D aus einen Ab-
schnitt von gewisser Länge trägt und hierauf denselben auf die m— l

übrigen Linien rechtwinklig projicirt. Aus dem Systeme der Kräfte

S [DA') wird folglich das System S [DB') hervorgehen, wenn man, die

Richtungen der Kräfte des ersteren Anfangs unverändert lassend, die

Grösse einer jeden in dem Verhältnisse DA: DB ändert und sodann

das ganze System um D um einen Winkel gleich ADB nach links

(in Fig. 1) dreht. Setzen wir daher noch, dass die Resultante a

des Systems S [DA') ihrer Grösse und Richtung nach gegeben ist,

so werden wir damit nach dem angezogenen Satze die Grösse und

die Richtung der Resultante ß des Systems S [DB') erhalten, wenn
wir die Grösse von a in dem Verhältnisse DA: DB sich ändern und

die Richtung von a um D um einen Winkel gleich ADB nach

links sich drehen lassen. Auf gleiche Art wird die Grösse von y
gleich a • DC: DA sein, und die Richtung von y wird dadurch ge-

funden werden , dass man den Winkel von y mit u gleich dem
Winkel von D C mit D A nach der Linken von a hin macht.

Leberhaupt also Averden sich die Grössen der Kräfte a, ß, y
wie die Längen DA, DB, DC verhalten, und die gegenseitige Lage
der Richtungen der drei ersteren wird dieselbe Avie die der drei letzteren

sein, so dass, wenn die Kräfte a, ß, y ihren Grössen und Richtungen

nach durch die Linien DA^, DB^, DG^ vorgestellt werden, die

Figur DA^C^B^^ der Figur DACB ähnlich und somit ebenfalls ein

Parallelogramm ist, in welchem die Winkel der Diagonale D C, mit

den Seiten zu einem Rechten in rationalen Verhältnissen stehen.

Nun w^ar y die Resultante von u und ß, und wir schliessen

daher : Soll zu zwei auf einen Punct D wirkenden und ihrer Grösse

und Richtung nach durch die Linien DA^^ und DB^ vorgestellten
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Kräften die Resultante gefunden werden, so vollende man den Win-

kel A^DB^ zu einem Parallelogramm, und es wird die Diagonale

Z)C, desselben die gesuchte Resultante ihrer Grösse und Richtung

nach ausdrücken, — dafern die Verhältnisse der Winkel A^DC^ und

C^DB^ zu einem rechten Winkel rational sind. — Dieselbe Con-

struction muss aber auch bei irrationalen Winkelverhältnissen gelten,

da durch genugsam grosse Annahme der Zahl m rationale Verhält-

nisse gefunden werden können, die den irrationalen so nahe, als man
will, kommen. Der in diesem Falle durch die deductio ad absurdum

zu führende schärfere Beweis dürfte hier nicht am Orte sein.

§.4, Zusätze, a) Die Richtungen von a, /?, y bilden nicht bloss

dieselben Winkel mit einander, wie die Richtungen von DA^ DB,
D C, sondern sind mit den letzteren vollkommen identisch. Denn da

die Projectionen von DA auf zwei der m Linien, welche, auf ver-

schiedenen Seiten von DA liegend, mit DA gleiche Winkel machen,

offenbar einander gleich sind, so hat die Resultante dieser zwei Pro-

jectionen DA selbst zur Richtung; und da das System S{DA') aus

DA und aus solchen Paaren von Projectionen zusammengesetzt ist,

so ist die Richtung der Resultante a dieses Systems gleichfalls DA.
Ebenso zeigt sich, dass DB und DC die Richtungen von ß und /

sind.

h) Weil der Winkel DA'A ein rechter ist, so ist A' ein Punct

des um DA, als Durchmesser, beschriebenen Kreises. Auf gleiche

Art ist die Projection von B (oder C) auf eine willkürlich durch D ge-

legte Gerade der Durchschnitt dieser Geraden mit einem Kreise,

welcher D B (oder D C) zum Durchmesser hat. Beschreibt man daher

um die Seiten DA, DB und die Diagonale DC eines Parallelogramms

DACB, als um drei Durchmesser, Kreise, so ist immer, wenn eine

durch D glegte Gerade diese drei Kreise resp. noch in Ä , B', C
schneidet, DC der Summe von DA' und DB' gleich. Und umge-

kehrt: Zieht man durch den einen Durchschnittspunct D zweier sich

schneidender Kreise beliebig eine Gerade , welche die zwei Kreise

noch in A' und B' treife, und bestimmt man in dieser Geraden einen

vierten Punct C so, dass

DC' = DA' + DB'
,

so ist der geometrische Ort von C ein dritter durch D gehender

Kreis von solcher Grösse und Lage, dass sein Durchmesser D C die
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Diagonale eines Parallelogramms ist, welches die Durchmesser DA
und DB der beiden ersteren Kreise zu anliegenden Seiten hat.

Da hiernach von je drei von D ausgehenden und in derselben

Geraden liegenden Sehnen der di'ei Kreise die Sehne des dritten

stets aus den Sehnen der zwei ersteren zusammengesetzt ist, so kann

man den dritten Kreis zusammengesetzt aus den zwei ersteren nen-

nen. Und ebenso, vde zwei, lassen sich auch drei und mehrere

durch einen und denselben Punct D gehende Kreise zu einem neuen

zusammensetzen. Dabei ist der von D ausgehende Durchmesser des

neuen Kreises, statisch ausgedrückt, die Resultante der von D aus-

gehenden Durchmesser der gegebenen Kreise.

Werde nur noch bemerkt, dass das von der Zusammensetzung

von Kreisen Gesagte vollkommen auch auf die Zusammensetzung

zweier oder mehrerer durch einen und denselben Punct gehender

Kugelflächen Anwendung leidet (vergl. mein Lehrbuch der Statik,

1. Theil §. 79).

Nachschrift zu der Yorsteheiideu Abhandlung.

[Crelle's Journal für die Mathematik, 1S51, Bd. 42, p. 1S4— 186.]

§. 5. Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist im Vorigen,

und so auch in meinem Lehrbuch der Statik, niu- für den FaU streng

bewiesen worden, wenn die Winkel, welche die Resultante zweier

Kräfte mit den letzteren macht, rational, d. i. mit einem Rechten

commensurabel sind. Sind sie irrational, so kann der obige Beweis

etwa folgendergestalt ergänzt werden.

Es sei wiederum ADBC (vergl. Fig. 2) das Parallelogramm der

Kräfte, und es werde fürs erste an-

genommen, dass zwar jeder Winkel

AD C xiudi CDB einzeln irrational,

aber ihre Summe ADB rational

sei. Wäre dann nicht DC die Rich-

tung der Resultante von DA und

DB, sondern fiele diese Richtung,

A^-ie DE, in den Winkel ADC,
schnitte sie also die B C in einem in

der Verlängerung dieser Linie über C hinaus liegenden Puncte £, so

bestimme man, was immer geschehen kann, in dieser Linie zwischen C

F E
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und E einen Punct jpso, dass der Winkel AD F, und mithin auch FDB,
rational ist. Eine durch F mit BD gezogene Parallele schneide DA in

G, so ist nach dem Erwiesenen DF die Resultante von DB und
DG, d. i. von DB, DA und AG, d. h. von einer nach DE ge-

richteten Kraft und einer nach DA gerichteten Kraft gleich A G.

Dieses ist aber nicht möglich, weil die Richtung der Resultante

zweier Kräfte stets innerhalb des von diesen gebildeten Winkels
liegt. Auf ähnliche "Weise zeigt sich, dass die Richtung der Resul-

tante von DA und DB auch nicht innerhalb des Winkels CDB
fallen kann. Mithin ist D C selbst ihre Richtung.

Setzen wir nun zweitens, dass die Summe ADB der Winkel
ADC und CDB irrational sei. Dass dann, wenn die Kräfte DA
und DB einander gleich sind und folglich das Parallelogramm ein

Rhombus ist, die Diagonale DC desselben die Richtung der Resul-

tante hat, bedarf hier keines Beweises. Sind aber die Kräfte un-

gleich, etwa DB (vergl. Fig. 3) die grössere, und sollte die in den

Winkel -4D C fallende Richtung DE die Richtung der Resultante sein,

so beschreibe man um A als Mittelpunct, mit AC als Halbmesser

einen Kreis und bestimme, w^as immer möglich ist, in dem innerhalb

C K

Fig. 4.

des Winkels ODE fallenden Bogen dieses Kreises einen Punct G
so, dass der Winkel DAG, mithin auch, wenn man ihn zu einem
Parallelogramm DAGF ergänzt, der Winkel ADF rational ist. Von
den Kräften D A und DF ist alsdann, nach dem Vorigen , D G die

Richtung der Resultante. Mittels des schon gedachten Satzes, dass

die Resultante zweier Kräfte innerhalb des Winkels der Kräfte liegt,

lässt sich aber leicht zeigen, dass, Aveil von den zwei, der Construc-

tion zufolge einander gleichen Kräften DB und DF die erstere mit

der kleineren Kraft DA einen grösseren Winkel als die letztere

macht, mit derselben Kraft DA die Resultante von DB und DA einen

grösseren Winkel, und die Resultante DG von DF vcnA DA einen

kleineren Winkel bilden muss. Mithinkann i^^E" nicht die Richtung
der Resultante von DA und DB sein. Und da, wie sich durch
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ähnliche Schlüsse darthun lässt, diese Richtung auch nicht innerhalb

des Winkels CDB liegen kann, so muss sie DC selbst sein.

Nachdem somit bewiesen worden, dass die Resultante stets die

Richtung der Diagonale hat, ergibt sich nun ohne Weiteres und auf

das Leichteste, dass dieselbe Diagonale auch die Grösse der Resul-

tante in jedem Falle darstellt. In der That werde die Resultante

ihrer Richtung und Grösse nach durch DC ausgedrückt, wo 6"

einen von D nach C hin liegenden Punct bezeichnet. Man nehme
in der Linie BC Avillkürlich einen Punct // (vergl. Fig. 4 auf pag. 579),

lege durch ihn mit BD eine Parallele, w- eiche DAm.J schneide, und
mache in DA den Abschnitt DA" gleich und gleichgerichtet mit ^J":

so ist nach dem Erwiesenen DH die Richtung der Resultante von

DJ und BD, d. i. von DK, DA und DB, d. h. von DK und DC.
Dieses ist aber nicht anders möglich, als wenn C mit C zusammen-

fällt. Denn wäre C von C verschieden, und schnitte eine durch 6"

mit DA gelegte Parallele die Linie KH in H', so würde, weil in

Folge der Construction KH raii Z)C parallel und daher DKH'C ein

Parallelogramm ist, nicht DH, sondern DH' die Richtung der Re-

sultante von DK und D C sein. [Mithin ward durch D C auch die

Grösse der Resultante von DA und DB ausgedrückt.

-Druck von Breitkopf k Härtel in Leipzig.
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